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1. Harmoniqni funkcii
(Predvaritelni poznani�: Topologi� v�rhu Gausovata ravn-
ina, uravneni� na Koxi-Riman, teorema na Koxi i integralna
formula na Koxi)

Definition: Neka D e oblast v Gausovata ravnina i h(z) e funkci�,
definirana v D, h ∈ C2(D). Funkci�ta h(z) e harmoniqna v toqkata
z0 ∈ D ako v okolnost na z0 e v sila ravenstvoto hxx(z)+hyy(z) = 0.
Funkci�ta h(z) e harmoniqna v oblastta Dpixem h ∈ H(D) ako e
harmoniqna v�v vs�ka ne�na toqka. Izraz�t

∆(h) := hx,x(z) + hy,y(z)

se nariqa Laplasian na h.
Teorema 1.1.Neka D e oblast v C i funkci�ta f(z) = h(z) + ik(z)
e analitiqna vD(f ∈ A(D)). Togava h ∈ H(D).
Dokazatelstvo: Tv�rdenieto sledva ot uravneni�ta na Koxi -
Riman. De�stvitelno, poradi analitiqnostta

hx = ky, hy = −kx.

Sega e neobhodimo samo da diferencirame s�otvetno po promen-
livite x, y i da izpolzvame fakta, qe poradi neprek�snatostta na
qastnite proizvodni ot vtori red (teorema na Weierstraß) kxy = kyx.
Q.E.D.
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Teorema 1.2.Neka D e ednosv�rzana oblast v C i funkci�ta h(z) e
harmoniqna v D. Togava s�westvuva funkci� f takava, qe

Ref = h.

Funkci�ta f e edinstvena s toqnost do aditivna konstanta.
Dokazatelstvo: Neka f̃ e funkci�, udovletvor�vawa tv�rdenieto
na teoremata, t.e. Re (f̃) = h(z). Togava, kakto znaem,

f̃ ′(z) = Re (f̃)x − iRe (f̃)y = hx − ihy. (1)

D�snata strana e funkci�, definirana navs�k�de v D. �sno e ot-
tuk, qe funkci�ta f̃ e edinstvena s toqnost do konstanta (v sluqa�
imaginerno qislo).

Fiksirame z0 ∈ D i v�ve�dame funkciite

g(z) := hx(z)− ihy(z),

F (z) :=

∫ z

z0

g(w)dw + h(z0).

Po teoremata na Koxi za ednosv�rzani oblasti funkci�ta F (z)
e ednoznaqno opredelena i analitiqna v razgle�danata oblast.
Imame po-natat�k

F ′(z) =

(
g(z) = hx(z)− ihy(z)

(ReF̃ )x − i(ReF̃ )y.
.

Sledovatelno

hx(z)− (ReF )x = 0, hy(z)− (ReF )y = 0,

koeto oznaqava, qe analitiqnata funkci�, da ka�em funkci�ta H
ot Teorema 1.1 s realna qast h−ReF e t��destvena konstanta. Ot
integralnoto predstav�ne imame

ReH(z0) = 0,

ili
h(z) ≡ ReF (z).

Q.E.D.
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Sledstvie 1.3.Ako D e ednov�rzana oblast v C, f ∈ A(D) i f(z) 6=
0, z ∈ D, to s�westvuva funkci� g ∈ A(D)takava, qe s toqnost do
multiplikativna konstanta f(z) = Ceg(z).

Dokazatelstvo: Funkci�ta h(z) := ln |f(z)| e definirana navs�k�de
v D. Osven tova h ∈ H(D). Da oznaqim s F (z) funkci�ta ot
Teorema 1.2, F ∈ A(D), ReF = h. No togava i g(z) := eF ∈ A(D). Da
razgledame sega funkci�ta G(z) := g(z)

f(z)
. Vi�dame, qe G ∈ A(D),

kakto i qe |G| = |eF |
|f | = 1 navs�k�de v D.Po principa za max na

analitiqnite funkcii togava f ≡ Cegkato |C| = 1. Q.E.D.
Zabele�ka 1: Uslovieto za ednosv�rzanost e s�westveno. V tova
ni ube�dava primer�t na funkci�ta f(z) = 1

z
v oblastta {z, |z| ≤

1} − 0.
Zabele�ka 2: Vs�ka harmoniqna funkci� e lokalno ravna na re-
alnata qast na analitiqna funkci�.

Teorema 1.4.(teorema za srednite sto�nosti za harmoniqnite
funkcii)Neka h ∈ H({z, |z − a| ≤ ρ.}) Togava za vs�ko r ≤ ρ e v�rna
formulata

h(a) =
1

2π

∮
h(a+ reiΘ)dΘ.

Dokazatelstvo: Neka f e analitiqna funkci�, takava, qe Ref = h.
Po-nanat�k dokazatelstvoto sledva vednaga ot integralnata for-
mula na Koxi, prilo�eno za f, t.e.

f(z) =
1

2πi

∮
|ζ−a|=r

f(ζ)

ζ − a
dζ

Dosega svo�stvoto harmoniqnost be definirano samo v kra�ni
toqki na kompleksnata ravnina. Sledvawata definici� pozvol
�va da govorim i za harmoniqnost v bezkra�no otdaleqenata to-
qka.

Definition: Neka funkci�ta f e definirana v oblastta U, ∞ ∈ U
i neka φ e n�kakvo konformno izobra�enie na U v�rhu kra�nata
oblast D. Kazvame, qe fe harmoniqna v U, ako funkciqta f(φ−1) e
harmoniqna v D.

PREDOSTAV�ME NA QITATEL� DA PROVERI, QE IZ-
BOR_T NA FUNKCI�TA φ NE E S_wESTVEN.
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Teorema 1.5.- Princip za Maksimuma na harmoniqnite funkcii.
Neka h ∈ H(D). Togava h dostiga svo� maksimum v�v v�trexna to-
qka na oblastta, osven ako ne e t��destvena konstanta.
Dokazatelstvo: Sledva ot teoremata za srednite stojnosti - (Th.1.4.)

Teorema 1.6.- Obobxen princip za Maksimuma na harmoniqnite
funkcii. Neka h ∈ H(D)

⋂
C(D) i neka h(ζ) ≤ 0, ζ ∈ ∂D. Togava za

vs�ko 1z ∈ D
h(z) ≤ 0.

Dokazatelstvo: Da dopusnem, qe za n�kakva toqka z0 ∈ D, h(z0) >
0. Oqevidno z0 we e v�trexn a za oblastta D. Ot s�obra�eni�
za neprek�snatost, obaqe, s�westvuva dostat�qno bliz�k do ∂D
kontur γ tak�v, qe

h(z) < h(z0), z ∈ γ

Poslednoto e nev�zmo�no spored principa za maksimuma, osven
ako funkci�ta h ne e t��destvena konstanta. Q.E.D.
We prikl�qim tozi paragraf s�s slednata
Teorema 1.7.- Teorema za edinstvenost na harmoniqnite funkcii.
Neka D e oblast v C i h ∈ H(D). Neka osen tova s�westvuva
otvoreno podmno�estvoU na D, takova, qe

h(z) = 0

navs�k�de v U. Togava
h ≡ 0

navs�k�de v D.

Dokazatelstvo: Bez da naruxavame obwnostta na razgle�dani�ta
we sqitame, qe U e ednosv�rzano. Da oznaqim s f funkci�ta s f ∈
A(U), Ref(z) = h(z), z ∈ U (v� Th.1.2.) Xe imame Ref(z) = 0, z ∈ U,
s koeto

f(z) = Const, kato ReConst = 0

navs�k�de v D. S tova tv�rdenieto e dokazano. Q.E.D.

1Teoremata e dokazana pri po-obwite uslovi� h ∈ H(D) i lim supz→ζ h(z) ≤
0, ζ ∈ ∂D

4



Exercises:
1. Neka D e oblast v C i f, g ∈ H(D). Dokavete, qe fg ∈ H(D) to-
gava i samo togava, kogato h(z)+ ick(z) ∈ A(D) za n�kakva konstanta
c.

2. Neka G e oblast v C, f ∈ A(G), kato f : G −→ D i h ∈ H(D).
Doka�ete, qe h ◦ f ∈ H(G).

3.Poka�ete, qe ako D e oblast i f ∈ A(D), kato pri tova f(z) 6=
0, z ∈ D, to |f(z)| ∈ A(D).
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