
10. Òåîðèÿ íà �åçèäóóìèòåÍåêà � å ãëàäêà çàòâîðåíà êðèâà è �óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà âúââúòðåøíîñòòà íà � ñ èçêëþ÷åíèå íà òî÷êàòà z = a; â êîÿòî èìà èçîëèðàíàîñîáåíîñò, è íåïðåêúñíàòà "ïî ïðîäúëæèìîñò äî "�". Êàêòî çíàåì , f ñåðàçâèâà â ðåä íà Ëîðàí f(z) = 1Xj=�1aj(z � a)j; (1)è òîçè ðåä å ñõîäÿù â ïîäõîäÿùà îêîëíîñò íà z = a:Definition: Êîå�èöèåíòúò a1 ïðåä ñòåïåíòà 1z�a â Ëîðàíîâîòî ðàçâèòèå(1) ñå íàðè÷à ðåçèäóóì íà f â òî÷êàòà z = a è ñå áåëåæè ñ Res (f ; a) èëèñ Res f(a):Äà ðàçãëåäàìå ïðîáëåìà çà ïðåñìÿòàíåòî íà èíòåãðàëàI� f(z)dz1Ïî îïðåäåëåíèå � å ïîëîæèòåëíî îðèåíòèðàíà ñïðÿìî âúòðåøíîñòòà ñè.Ïî èíòåãðàëíàòà òåîðåìà íà Êîøè èìàìåI� f(z)dz = IC f(z)dz; (2)êàòî C å îêðúæíîñò ñ öåíòúð â òî÷êàòà z = a è äîñòàòú÷íî ìàëúê ðàäèóñ(èíòåãðèðà ñå â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà). Çàìåñòâàíåòî íà f â äÿñíàòà ñòðàíàñ íåéíèÿ Ëîðàíîâ ðåä (1) âîäè äî ðàâåíñòâîòîI� f(z)dz = 2�ia1;èëè, ñ îãëåä íà äå�èíèöèÿòà, äî ïðåäñòàâÿíåòîI� f(z)dz = 2�i Res (f ; a): (3)1Äà íàïîìíèì, ÷å ïðè òîçè çàïèñ èíòåãðèðàíåòî ñå ïðîâåæäà âåäíàæ âïîëîæèòåëíà, ò.å. îáðàòíà íà ÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà ïîñîêà.1



Íåêà ñåãà f èìà êðàåí áðîé èçîëèðàíè îñîáåíîñòè a1; :::; ak â îáëàñòòàD ñ ãðàíèöà �: Íåêà, ïî-íàòàòúê, Ci; i = 1; :::k ñà äâå ïî äâå íåïðåñè÷àùèñå îêðúæíîñòè âD ñ öåíòðîâå ñúîòâåòíî òî÷êèòå ai; i = 1; :::k Îò òåîðåìàòàíà Êîøè I� f(z)dz = kXi=1 ICi f(z)dz:Çàìåñòâàéêè ñ (3), ïîëó÷àâàìå îêîí÷àòåëíîI� f(z)dz = 2�i kXi=1 Res (f ; ai):Ïîëó÷åíîòî ðàâåíñòâî ñå íàðè÷à Òåîðåìà çà �åçèäóóìèòå. Ñ îãëåäíà ïúëíîòàòà íà èçëîæåíèåòî ùå ÿ �îðìóëèðàìå îòäåëíîÒåîðåìà 10.1: Íåêà �óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà â îáëàñòòà D ñèçêëþ÷åíèå íà êðàåí áðîé òî÷êè ai; i = 1; � � � ; k â êîèòî èìàèçîëèðàíè îñîáåíîñòè è íåêà f å íåïðåêúñíàòà âúðõó ãðàíèöàòàíà îáëàñòòà �: ÒîãàâàZ� f(z)dz = 2�i kXi=1 Res (f ; ai)Ïðåñìÿòàíå íà �åçèäóóìèòåÓíèâåðñàëíà ðåöåïòà çà ïðåñìÿòàíå íà ðåçèäóóìèòå íÿìà. Â íÿêîèñëó÷àè, êîãàòî îñîáåíîñòòà à �óíêöèÿòà å ïîëþñ, êàòî ñëåäñòâèå îò èíòåãðàëíàòàòåîðåìà íà Êîøè ñå ïîëó÷àâàò óäîáíè çà ðàáîòà �îðìóëè.Íåêà f èìà ïîëþñ îò êðàòíîñò m â òî÷êàòà z = a: ÒîãàâàRes (f ; a) = limz!a 1(m� 1)! dm�1dzm�1 [(z � a)mf(z)℄: (4)Äîêàçàòåëñòâî: Äåéñòâèòåëíî, äà çàïî÷íåì ñ Ëîðàíîâèÿ ðåä (1)f(z) = mXi=1 a�i 1(z � a)i + 1Xi=0 ai(z � a)i:
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Óìíîæàâàìå ñ (z � a)m; äè�åðåíöèðàìå m� 1 ïúòè è ïîëó÷àâàìådm�1dzm�1 [(z�a)mf(z)℄ = (m� 1)!a�1+m!a0(z�a)+ (m + 1)!2 a1(z�a)2+ � � � ;îòêúäåòî limz!a dm�1dzm�1 [(z � a)mf(z)℄ = (m� 1)!a�1 + 0 Q.E.D.Â ãîðíèòå óñëîâèÿ çà �óíêöèÿòà å âàëèäíî, êàêòî çíàåì, ïðåäñòàâÿíåòîf(z) = F (z)(z�a) ; F� àíàëèòè÷íà â ïîäõîäÿùà îêîëíîñò è F (a) 6= 0 (âæ.Th.9.4). Òîãàâà Res (f ; a) = 1(m� 1)!F (m�1)(a): (5)Äîêàçàòåëñòâî: Îò (3) ïîëó÷àâàìå ïðåäñòàâÿíåòîf(z) = a�m + a�m+1(z � a) + � � �+ a�1(z � a)m�1 + a0(z � a)m + � � �(z � a)m ; a�m 6= 0;òàêà ÷åF (z) = a�m+a�m+1(z�a)+ � � �+a�1(z�a)m�1+a0(z�a)m+ � � � ; a�m 6= 0:(6)Êàêòî çíàåì, F (m�1)(a) = (m� 1)! 12�i ICi F (�)(z � a)m ;êîåòî, ñðàâíåíî ñ (6), äàâà èñêàíèÿ ðåçóëòàò.Ïðèìåð: Ïðåñìåòíåòå ðåçèäóóìèòå íà îñîáåíîñòèòå íà �óíêöèÿòàos zz2(z � �)3 :
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11. Ï�ÈËÎÆÅÍÈÅ ÍÀ ÒÅÎ�ÅÌÀÒÀ ÇÀ�ÅÇÈÄÓÓÌÈÒÅÒåîðåìà íà �óøå, Ïðèíöèï íà Àðãóìåíòà èÒåîðåìà íà ÕóðâèöÍåêà �óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà âúðõó êðúãà Da(r) ñ èçêëþ÷åíèå íàòî÷êàòà z = a; â êîÿòî èìà ïîëþñ. Äà îçíà÷èì ñ m êðàòíîñòòà ìó. Êàêòîçíàåì òîãàâà, â ãîëÿìà îêîëíîñò íà z = a çà f å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòîf(z) = F (z)(z � a)m (7), êàòî �óíêöèÿòà å àíàëèòè÷íà â è F (a) 6= 0: Áåç äà íàðóøàâàìå îáùíîñòòàùå ñ÷èòàìå, ÷å íàâñÿêúäå âúðõó Da(r) �óíêöèÿòà F å ðàçëè÷íà îò íóëà.Òîãàâà èçðàçúò f 0f ùå áúäå �óíêöèÿ, àíàëèòè÷íà â Da(r) ñ èçêëþ÷åíèåíà z = a; êúäåòî èìà ïðîñò ïîëþñ îò êðàòíîñò m: Äåéñòâèòåëíî, òîâàñëåäâà îò ãîðíîòî ïðåäñòàâÿíå íà f â ñïîìåíàòàòà îêîëíîñò Da(r) :f 0f = F 0(z)(z � a)�mF (z)(z � a) :Ëåñíî ñúîáðàçÿâàìå, ÷å F 0(z)(z � a) � mF (z) å �óêöèÿ, àíàëèòèíà âñïîìåíàòèÿ êðúã è ðàçëè÷íà îò 0 â òî÷êàòà z = a: Ïî òåîðåìàòà çàðåçèäóóìèòå ùå èìàìå òîãàâàICa(r) f 0f dz = �m2�i (8)Íåêà ñåãà f å àíàëèòè÷íà â îêîëíîñò íà òî÷êàòà z = b è íåêà z = bå åäèíñòâåíàòà íóëà â êðúãà. Çíàåì, ÷å òîãàâà f ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè(àíàëîãè÷íî íà (7)) âúâ âèäàf(z) = F (z)(z � b)n:Ïîâòàðÿékè ñúùèòå ðàçñúæäåíèÿ, âèæäàìå, ÷å z = b å ïðîñò ïîëþñ è ÷åICa(r) f 0f dz = n2�i; (9)4



êúäåòî n å êðàòíîñòòà íà íóëàòà. Àêî D å îáëàñò â C è f å àíàëèòè÷íà âD nSmi=1 ai; òî çà äà ïðåñìåòíåì 12�i R� f 0f ;� := �D; ùå ïîëçâàìå (8) è (9).Òàêà ñòèãàìå äî òåîðåìàòàÒåîðåìà 10.1: Íåêà �óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà â îáëàñòòà Dñ èçêëþ÷åíèå íà êðàåí áðîé òî÷êè ai; i = 1; � � � ; p êúäåòî èìàïîëþñè ñúîòâåòíî îò êðàòíîñòè mi: Håêà f å íåïðåêúñíàòà èðàçëè÷íà îò íóëà âúðõó ãðàíèöàòà � := �D è èìà íóëè â òî÷êèòåbj; j = 1; � � � q îò êðàòíîñòè ñúîòâåòíî nj: Òîãàâà12�i I� f 0(z)f(z) dz = qXj=1 nj � pXi=1 mi:Îò òàçè òåîðåìà ïîëó÷àâàìå òåîðåìàòà íà Õóðâèö (Hurwitz), êîÿòîèìà âàæíè ïðèëîæåíèÿ.Òåîðåìà 10.2,( Õóðâèö) : Íåêà ffng å áåçêðàéíà ðåäèöà îò àíàëèòè÷íèâúðõó îáëàñòòà D �óíêöèè, êëîíÿùè ðàâíîìåðíî êúì �óíêöèÿòàf: Òîãàâà, çà âñÿêî n äîñòàòú÷íî ãîëÿìî �óíêöèÿòà fn ñå àíóëèðàòîëêîâà ïúòè â îáëàñòòà D; 2 êîëêîòî è �óíêöèÿòà f:Äîêàçàòåëñòâî:Äåéñòâèòåëíî, áåç äà íàðóøàâàìå îáùíîñòòà ùå ñ÷èòàìå,÷å f 6= 0 on � := �D: Òîãàâà è âñÿêà �óíêöèÿ fn ùå áúäå ðàçëè÷íà îòíóëà âúðõó êðèâàòà �; ñòèãà n äà å äîñòàòú÷íî ãîëÿìî. Oò äðóãà ñòðàíà,ðàâíîìåðíàòà ñõîäèìîñò ãàðàíòèðà, ÷å12�i Z� f 0n(z)fn(z)dz ! 12�i Z� f 0n(z)fn(z)dz:Äÿñíàòà ñòðàíà å ðàâíà ïî Th 10.1 íà áðîÿ íà íóëèòå íà f â îáëàñòòàD; à ëåâèòå èíòåãðàëè, ïàê ïî ñúùàòà òåîðåìà, ñå ðàâíÿâàò íà áðîÿ íàíóëèòå íà fn: Òúé êàòî â ïîñëåäíàòà ðåëàöèÿ ó÷àñòâàò ñàìî öåëè ÷èñëà,òî òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî. Q.E.D.Ùå îáúðíåì âíèìàíèå íà ñëåäíîòî:I� f 0(z)f(z) dz = I� df(z)f(z) = I� dflog f(z)g;êàòî çà îïðåäåëåíîñò âçèìàìå ãëàâíèÿ êëîí íà log� �óíêöèÿòà. Òúéêàòî êðèâàòà � å çàòâîðåíà, à Logf(z) = ln jf(z)j+ i Arg f(z); òî äÿñíàòà2Íóëèòå ñå áðîÿò ñ îò÷èòàíå íà òåõíèòå êðàòíîñòè.5



ñòðàíà èçðàçÿâà ïúëíîòî èçìåíåíèå íà àðãóìåíòà íà f(z); êîãàòî îïèøåêðèâàòà �: Ñ äðóãè äóìè,12�i I� f 0(z)f(z) dz = �z2�Arg(f(z)):Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî äàâà íà Th.10.1 èìåòî "Ïðèíöèï íà àðãóìåíòà."Ïðîñòàãåîìåòðè÷íà èíòåðïðåòàöèÿ íà òîçè ïðèíöèï å òåîðåìàòà íà �óøå (Rouhe),èìåííî:Òåîðåìà 10.3, �óøå : Íåêà D å îáëàñò ñ ãðàíèöà � è �óíêöèèòåf; Fñà àíàëèòè÷íè âúðõó îáëàñòòà, êàòî 0 < jf(z)j < jF (z)j: Òîãàâàáðîÿò íà íóëèòå íà F � f â D å ðàâåí íà òîçè íà �óíêöèÿòà F:Îáúðíåòå âíèìàíèå, ÷å â óñëîâèåòî íà òåîðåìàòà íà �óøå ó÷àñòâàñàìî èí�îðìàöèÿ çà äâåòå �óíêöèè âúðõó ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà.Exerises:1. Äîêàæåòå Th.10.3.2. Äîêàæåòå, êàòî ïîëçâàòå òåîðåìàòà íà Rouhe, ÷å âñåêè ïîëèíîì îòñòåïåí n èìà òî÷íî n íóëè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà C (íóëèòå ñå áðîÿò ñîò÷èòàíå íà êðàòíîñòèòå èì).|à) Äîêàæåòå,÷å �óíêöèÿòà f(z) = ez + 3z + 1 èìà òî÷íî åäíà íóëà âëÿâàòà ïîëóðàâíèíà:|3. Áåç äà ïðåñìÿòàòå èíòåãðàëàIC0(2) (ez � 1)z2(z + 1)(z � 3)dzîïðåäåëåòå ñòîéíîñòòà ìó.|
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