
10. Princip na argumenta,
teoremi na Ruxe i na Harnak,

Prod�l�enie

Exercises:

1. Doka�ete, qe funkci�ta

f(z) := z4 + 4z2 − 1

ima toqno dva korena v D0(1).
Rexenie: Vyrhu C0(1) imame:

|z4| = 1, |4z2 − 1| ≥ 3.

I taka,
|z4| < |4z2 − 1| vseki p�t, kogato|z| = 1

Po teoremata na Ruxe togava funkci�ta z4+4z2−1 we ima tolkova
nuli v ediniqni� kr�g, kolkoto i 4z2 − 1 v ediniqni� kr�g, t.e.
dve.

2. Doka�ete, qe funkci�ta

f(z) := zeλ−z − 1,

s λ− realno qislo, λ > 1, ima toqno edna nula v kr�ga D0(1) i
t� e realno polo�itelno qislo.
Rexenie: P�rvata qast sledva ot teoremata na Ruxe, prilo�ena
spr�mo ocenkite i funkciite

Wo se otnas� do vtoroto tv�rdenie, we doka�em, qe razgle�-
danata funkci� ima pone edna realna nula v intervala [−1, 1].
De�stvitelno, v�rhu tozi interval funkci�ta e strogo rast�wa,
kakto lesno se prover�va. T�� kato v toqkite t� priema sto�nosti
s protivopolo�ni znaci, to po teorema na Weierstrass T�k kato
bro�t na vsiqki nuli v ediniqni� kr�g e edno, to tazi hula e
realno qislo. t� we ima pone edna nula, a spored predixnoto,
samo edna.
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3. Neka f ∈ A(D0(1))
⋂
C(D0(1)), kato

|f(z)| < 1, za |z| = 1.

a) Doka�ete, qe uravnenieto

f(z) = z

ima toqno edin koren v D0(1).
b) Neka |z0| ≤ 1 e fiksirana toqka. Doka�ete, qe redicata {zn}
definirana rekursivno kato zn := f(zn−1), n = 1, 2, · · · e shod�wa i
kloni k�m toqkata z̃, za ko�to z̃ = f(z̃) ( t.n.” nepodvi�na toqka”
na f(z).)

4. Neka f ∈ A(D0(ρ))
⋂
C(D0(ρ)), kato f(z) 6= w0 v�rhu okr��nostta

C0(ρ). Ob�snete zawo sto�nostta na integrala∮
C0(ρ)

f ′(z)

f(z)− w0

dz

e ravna na bro� na nulite na uravnenieto

f(z) = w0

v�v v�trexnostta na kr�ga D0(ρ).

5. Neka D e oblast v C i f ∈ A(D)
⋂
C(D), kato f 6= 0 za

z ∈ D. Neka {fn} e redica ot funkcii, neprek�snati v�rhu ∂D
i meromorfni v oblastta D.1 Neka redicata fn kloni pri n →
∞ ravnomerno k�m funkci�ta f v�rhu granicata na oblastta D.
Doka�ete, qe ot izvesten nomer natat�k vs�ka funkci� fn ima v
D tolkova pol�si, kolkoto i nuli.
Hint: Izpolzva�te principa na argumenta i ravnomernata shodimost
na redicata {fn} v�rhu ∂D.

1Ako imat osobenosti v D, to te sa pol�si.
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