
9. Nuli i izolirani osobenosti
Prod�l�enie

Da si pripomnim Teorema 9.4 : ako funkci�ta f ima pol�s v to-
qkata z = a, to |f(z)| → ∞, vseki p�t, kogato z → a. Vnimatelni�t
qitatel we si zadade v�prosa dali tv�rdenieto e v�rno, ako f
ima s�westvena osobenost v tazi toqka. Otricatelen otgovor dava
izvestnata teorema na Pikar

Theorem 9.7, Picard’s theorem: Neka f ima s�westvena izolirana
osobenost v z = a. Togava v�v vs�ka okolnost na toqkata z = a
funkci�ta f priema vs�ko kompleksno znaqenie, s izkl�qenie na�-
mnogo na edno.

Dokazatelstvoto na tazi teorema we b�de izlo�eno po- natat�k.

We il�strirame teoremata na Pikar v sledni� primer:
Exercises:
1. Proverete vernostta na teoremata na Pikar za funkci�ta
f(z) = e1/z v okolnost na nulata.
Kakto znaem, osobenostta na nulata e izolirana i s�westvena.
Neka c 6= 0 e kompleksno qislo, fiksirano po proizvolen naqin.
We poka�em, qe uravnenieto e1/z = c ima v�v vs�ka okolnost na
nulata bezbro� mnogo rexeni�. De�stvitelno, neka |z| < ε. Urav-
nenieto e ravnosilno na

log c = 1/z,

ili, kakto znaem,ı ot formulite za logaritmiqnata fukci�

1/z = ln |c|+ i Arg c+ 2kπi := wk, k = 0,±1,±2, · · · .

Kogato |k| e dostat�qno gol�mo, to | log z| > 1/ε i

z = 1/wk.

2. Klasificira�te nulite i osobenostite na funkci�ta f(z) =
sin(1− z−1).
Nulite sa toqkite, v koito

1− z−1 = πk, k = ±1,±2, · · ·
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ili
z = 1/(1− kπ).

Ot druga strana, toqkata z = 0 e izolirana osobenost. No, bide�ki
v s�woto vreme toqka na sg�st�vane na nulite na funkci�ta, t�
mo�e da e samo s�westvena osobenost na razgle�danata funkci�.

We obobwim izlo�enoto do tuk v

Theorem 9.8: Ako funkci�ta f ima izolirana osobenost v toqkata
z = a, to sa ekvivalentni slednite tv�rdeni� :

Osobenostta e otstranima ⇐⇒ |f(z)| e ograniqena v okolnost na
z = a ⇐⇒ f(z) ima granica, kogato z → a ⇐⇒ f mo�e da b�de
dodefinirana kato analitiqna funkci� v toqkata z = a.

Osobenostta e pol�s ⇐⇒ |f(z)| → ∞ kogato z → a, ⇐⇒ f(z) =
g(z)(z − a)−m, g ∈ A(a), g(a) 6= 0 za n�kakvo estestveno qislo m.

Osobenostta e s�westvena ⇐⇒ |f(z)| ne e ograniqena v okolnost
na z = a ⇐⇒ f(z) priema v�v vs�ka okolnost na z = a vsiqki
kompleksni znaqeni� s eventualno izkl�enie na� -mnogo na edno.

Exercises:

1. Klasificira�te osobenostite na

z3 + 1

z2(z + 1)
, z3e1/z,

1

ez − 1
.

2. Konstruira�te funkci�, ko�to da ima dvukratna nula v z = 0,
pol�s ot kratnost 3 v toqkata z = 1 i izolirana s�westvena
osobenost v z = −1.

Rexenie :

f(z) =
z2e1/(z+1)

(z − 1)3
g(z),

kato g(z) e c�la funkci�, g(0)g(1) 6= 0.

3. Doka�ete, qe ako f ima s�westvena osobenost v z = a, to tova
e v�rno i za funkci�ta ef(z).

4. Proverete vernostta na teoremata na Pikar za funkci�ta
f(z) = cos 1/z v okolnost na nulata.
5. Koi ot tv�rdeni�ta sa verni ?
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a) Funkciite f, g imat pol�s ot edna i s�wa kratnost v toqkata
z = a.⇐⇒ f + g ima pol�s ot s�wata kratnost.
b) f ima pol�s v z = a, a g s�westvena osobenost =⇒ f + g ima
s�westvena osobenost v z = a.
c) f ima pol�s ot kratnost m v z = a, =⇒ f(z2) ima pol�s ot
kratnost 2m.
d) f ima pol�s v z = a, a g− s�westvena osobenost =⇒ f(z)g(z)
ima s�westvena osobenost.
e) f ima nula ot kratnost m v z = a, a g− pol�s ot kratnost
n ≤ m, =⇒ f(z)g(z) ima otstranima osobenost v z = a.

Hint: Izpolzva�te razvitieto v red na Loran okolo toqkata z = a,
kakto i teoremi 9.4-9.6.

Otgovori: ne, da, da, da, da.

3


