
5.2 Elementarni funkcii -
Prod�l�enie

Trigonometriqni funkcii

Funkciite cos z, sin z.

Da si pripomnim formulata na Euler za eksponencialnata funkci�:

eix = cos x + i sin x.

Ottuk poluqavame

cos x =
eix + eix

2
, sin x =

eix − eix

2i.

Izpolzvame poslednite zavisimosti, za da definirame funkciite
cos z i sin z,imenno

cos z =
eiz + e−iz

2
, sin x =

eiz − e−iz

2i.

Oqevidno taka definiranite funkcii sa celi, t.e. analitiqni v
c�lata kompleksna ravnina. Naistina,

d cos z

dz
=

d

dz

eiz + eiz

2
=

1

2
i(eiz − e−iz) = − sin z.

Po s�wi� naqin i
d sin z

dz
= cos z.

We izbroim n�koi ot izvestnite svo�stva, koito se zapazvat i v
kompleksni� sluqa�:

sin(z + 2π) = sin z, cos(z + 2π) = cos z,
sin(z + π) = − sin z, cos(z + π) = − cos z,
sin(−z) = − sin z, cos(−z) = cos z.

sin(z1 + z2) = sin z1 cos z2 + sin z2 cos z1, cos(z1 + z2) = cos z1 cos z2 − sin z1 sin z2,
sin(z + π) = − sin z, cos(z + π) = − cos z,
sin 2z = 2 sin z cos z, cos 2z = cos2 z − sin2 z
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kakto i
cos2 z + sin2 z = 1.

Dokazatelstvoto sledva vednaga ot definiciite za cos z i sin z.
Da razgledame v�prosa za oblasti na ednolistnost na dvete

trigonometriqni funkcii. Kakto znaem, eksponencialnata funkci�
e ednolistna v�v vs�ka horizontalna ivica s xiroqina ≤ 2π,
taka qe, kakto sledva ot definici�ta, vs�ka oblast na ednolist-
nost na cos z ili sin z we se s�d�r�a v�v vertikalna ivica s�s
s�wata xiroqina. Kato vzemem po- natat�k pred vid t�destvata

sin z = sin(π − z), cos z = cos(2π − z)

poluqavame, qe funkci�ta sinz e ednoznaqna v {z,−π/2 ≤ x ≤ π/2},
kakto i v�v vs�ka vertikalna ivica {z, kπ/2 ≤ x ≤ (k + 2)π/2, }k =
±1,±3, · · · . Po s�wi� naqin ustanov�vame, qe funkci�ta cos z e
ednolistna v {0 ≤ x ≤ π}, kakto i v {z, kπ ≤ x ≤ (k + 1)π}, k =
0,±2,±4, · · · .

Proizlizawi funkcii ot cos z, sin z.

Sledvawite trigonometriqni funkcii se definirat posred-
stvom

tan z :=
sin z

cos z
, cot z :=

cos z

sin z
, csc z :=

1

sin z
, sec z :=

1

cos z
.

Kakto znaem,
d

dz
tan z = sec2 z,

d

dz
cot z = −csc2z,

d

dz
sec = sec z tan z,

d

dz
csc = − csc z cot z.

kompleksnoznaqnite hiperboliqni funkcii. Te s�wo se defini-
rat kato obobwenie na realni� sluqa�:

sinh z =
ez − e−z

2
, cosh z =

ez + e−z

2
, tanh z =

sinh z

cosh z
, coth z =

cosh z

sinh z
,

kakto i
sechz :=

1

coshz
, csch z :=

1

sinh z
.
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Exercises:
1. Presmetnete

n∑
k=0

ekz.

2.Zapixete slednite qisla v�v vida a + ib :

e2+πi/4, sin(2i), cos(1− i), cosh(πi/2).

3. Ob�snete zawo funkci�ta < cos z
ez e harmoniqna.

4. Doka�ete, qe ez e ednolistna v�v vseki kr�g s radius < π.
5. Nametere obraza na pravo�g�lnika {z,−1 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ pi}
pri izobra�enieto w = ez.
6. Rexete uravnenieto

sin z = cos z.

7. Nametere obraza na ivicata {z, 0 ≤ x ≤ π/2, 0 ≤ y} posredstvom
izobra�enieto tan z.
8. Ob�snete ( bez da presm�tate ) zawo funkci�ta ln |z| e har-
moniqna v�v vs�ka oblast, nes�d�r�awa naqaloto.
9. Poka�ete, qe funkci�ta Log (−z)+πi e ednoznaqen analitiqen
klon na funkci�ta log z v c�lata ravnina, razr�zana po neotri-
catelnata qast na realnata prava.
10. Nametere p�rvata proizvodna na glavnata sto�nost na funkci�ta
z1+i v toqkata z = i.
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