
Èçïèò ïî Êîìïëåêñåí Àíàëèç, 20061. Äà ñå íàìåðè àíàëèòè÷íà �óíêöèÿ f(z) òàêàâà ÷åv(x; y) := Im f(z) = yx2 + y2è a):f(2) = 0; b):f(2) = i:�åøåíèå: Ïðèëàãàéêè óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-�èìàí, ñòèãàìå äî ïðåäñòàâÿíåòîRef(z) = � xx2 + y2 + C;êúäåòî C å ðåàëíà êîíñòàíòà, òàêà ÷å îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìåf(z) = �x + yx2 + y2 + C = � �zjzj2 + C:Ïðåðàáîòâàíåòî íà ãîðíèÿ èçðàç âîäè äî ïðåäñòàâÿíåòîf(z) = �1z + C:Î÷åâèäíî â ñëó÷àÿ à) f(z) = �1z ;äîêàòî â ñëó÷àÿ b) çàäà÷àòà íÿìà ðåøåíèå. $2. Èçîáðàçåòå îáëàñòòà D0(1) n [i=2; i℄ âúðõó D0(1):�åøåíèå: Âúçìîæíî ðåøåíèå å ñëåäíîòî:z1 = e�i�=2z;(ïðè òîâà èçîáðàæåíèå îáëàñòòà ñå çàâúðòÿâà â îòðèöàòåëíà ïîñîêà íàïðàâ úãúë), ñëåä òîâà òðàíñ�îðìàöèÿòà íà Æóêîâñêèz2 = 12(z1 + 1z1 )èçïðàùà â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ðàçðÿçàíà ïî îòñå÷êàòà [�1; 5=4℄; po-natatyk z3 = 89(z2 � 18)1



òðàíñ�îðìèðà êîí�îðìíî [�1; 5=4℄ â åäèíè÷íàòà îòñå÷êà, è íàêðàÿ îáðàòíàòàíà Æóêîâñêè �óíêöèÿ z4 = z3 +qz23 � 1;ñ êëîíà z4(54) = 12äàâà òúðñåíîòî èçîáðàæåíèå. $3. Ïðåñìåòíåòå ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå èíòåãðàëàI := ZC3(4) z1� os z dz:�åøåíèå: Â êðúãàD3(4)�óíêöèÿòà z1�os z èìà îñîáåíîñò ñàìî â òî÷êàòàz = 2�; â òî÷êàòà z = 0 îñîáåíîñòòà å îòñòðàíèìà. Òîãàâà (òåîðåìàòà çàðåçèäóóìèòå ) I = 2�i2� limz!2� ddz ((z � 2�)21� os z ) = 0:4, a). Êàòî èçïîëçâàòå èíòåãðàëíàòà �îðìóëà íà Êîøè, äîêàæåòå, ÷å àêî�óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà âúðõó êðúãà Da(r) è èìà ïðåäñòàâÿíåòî â ðåäíà Òåéëîð f(z) = 1Xn=0 fn(z � a)n;òî f(z)� mXn=0 fn(z � a)n = 1Xn=m+1 fn(z � a)n 12� ZCa(r) f(�)(� � a)n+1d�:�åøåíèå: Ñëåäâà îò ïðåäñòàâÿíåòî íà Tåéëîðîâèòå êîå�èöèåíòèfn = 12� ZCa(r) f(�)(� � a)n+1d�:$4, b) Íåêà �óíêöèÿòà f(z) å àíàëèòè÷íà âúðõó êðúãà D0(r) ñ èçêëþ÷åíèåíà òî÷êàòà z = 0; êúäåòî èìà èçîëèðàíà îñîáåíîñò. Íåêà, ïî-íàòàòúê,ïðîèçâîäíàòà äà èìà Òåéëîðîâîòî ðàçâèòèåf 0(z) = n=1Xn=�1 nzn:2



Âúçìîæíî ëè å �1 6= 0? Äà ñå îïðåäåëè Res (f; 0):�åøåíèå: Îò óñëîâèåòî çà f ñëåäâà, ÷å ðàçâèòèåòî è' â ðåä íà Òåéëîðèìà âèäà f(z) = �1X�1 anzn + 1X1 anzn:Äè�åðåíöèðàíåòî âîäè äî ïðåäñòàâÿíåòî çà f 0(z)f 0(z) = �1Xn=�1nanzn�1+ 1X1 nanzn�1 = �2Xn=�1(n+1)an+1zn+ 1X0 (n+1)an+1zn:Êàòî ñðàâíèì äâàòà ðåäà, âèæäàìå, ÷å �n = �(n � 1)a�n+1; n >2; n = (n + 1)an+1; n � 0 è �1 = 0:Îùå Res (f; 0) = a�1 = ��2:5.a) Íåêà f èìà íóëà â òî÷êàòà z = a îò êðàòíîñò m: Äà ñå äîêàæå , ÷åòîãàâà è ñàìî òîãàâà �óíêöèÿòà 1f(z) èìà ïîëþñ â ñúùàòà òî÷êà îò ñúùàòàêðàòíîñò.�åøåíèå: Íåêà òî÷êàòà z = a e íóëà îò êðàòíîñòm:Ïðè òîâà ïðåäïîëîæåíèå�óíêöèÿòà èìà âèäà f(z) = (z � a)mg(z);êàòî �óíêöèÿòà g(z) å àíàëèòè÷íà â ïîäõîäÿùà îêîëíîñò íà è g(z) 6= 0â òàçè îêîëíîñò. Òîãàâà ùå èìàìå ïðåäñòàâÿíåòî1g(z) = 1g(a) +X i(z � a)i;îòêúäåòî ñëåäâà è1f(z) = 1g(a) 1(z � a)m + 1Xi=�m+1 i(z � a)i;êîåòî äîêàçâà ïúðâàòà ÷àñò îò òâúðäåíèåòî. Äîêàçàòåëñòâîòî íà äîñòàòú÷íîñòòàñëåäâà ñúùàòà ëîãèêà.$ 3



5.b) Íåêà �óíêöèÿòà f èìà âèäà f = � ; êàòî � 6= 0 â îêîëíîñò íà òî÷êàòàz = a; à �óíêöèÿòà  èìà åäíîêðàòíà íóëà â ñúùàòà òî÷êà. Äà ñå äîêàæå,÷å Res (f; a) = �(a) 0(a) :�åøåíèå: Çà  å âàëèäíî ïðåäñòàâÿíåòî  (z) = (z � a)�(z); êàòî�óíêöèÿòà � å ðàçëè÷íà îò íóëà â îêîëíîñò íà z = a è �(a) =  0(a):Äåéñòâèòåëíî, àêî Òåéëîðîâèÿò ðåä íà  (z) å�(z) = 1Xn=1 n(z � a)n;òî �(z) = 1Xn=0 n+1(z � a)n;êàòî �(a) = 1 = �0(a):Ñëåäîâàòåëíî 1 (z) ùå å àíàëèòè÷íà îêîëî z = a ñ èçêëþ÷åíèå íà ñàìàòàòî÷êà z = a; êúäåòî ùå èìà ïðîñò ïîëþñ. È òàêà,� (z) = �(z � a)�(z) :Òîãàâà Res (f; a) = limz!a �(z)�(z) = �(a)�(a) = �(a) 0(a) :6. a) Ïðåñìåòíåòå Z 10 dx(1 + x2)n :�åøåíèå: Ïîëîæåòå f(z) = 1(1 + z2)nè èçñëåäâàéòå ãðàíèöàòà íà Z�R f(z)dz;êîãàòî R ! 1; êîíòóðúò �R ñå ñúñòîè îò îòñå÷êàòà [�R;R℄ è ãîðíàòàïîëîâèíà íà êðúãà C0(R): 4



6. b) Ïðåñìåòíåòå I := Z� pzz2 + 4z + 3dz;êàòî êîíòóðúò � å ãðàíèöàòà íà îáëàñòòà D; ñúñòîÿùà ñå îò êðúãa D0(2)ñ èçâàäåíà îòñå÷êà [0; 2℄; îáèêîëåíà äâà ïúòè, à åäíîçíà÷íèÿò êëîí íà�óíêöèÿòà pz ñå îïðåäåëÿ îò óñëîâèåòî pi = e�i=4:�åøåíèå: Èçáîðúò íà åäíîçíà÷íèÿ êëîí íà pz å: pz = pjzjeiArgz=2;êàòî 0 � Argz < 2�: Â ÷àñòíîñò,p(�1) = eiArg(�1)=2 = e�i=2 = i:Âúðõó ãîðíèÿ è, ñúîòâåòíî, âúðõó äîëíèÿ áðÿã íà [0; 2℄ èìàìåpz = � px; z = x 2 [0; 2℄�px; z = x 2 [2; 0℄Ïî òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå ùå èìàìå ïî-íàòàòúêI = 2�i Res (�1) = p(� 1)z + 3 = 2�ii=2 = ��:Íàòàòúê ðåøåíèåòî å ÿñíî.
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