
Kato naqalo we v�vedem pon�tieto konformnost na funkci�.

Definition: Neka izobravenieto f e definirano v okolnost na to-
qkata z0. Kazvame, qe to e konformno v z0, ako zapazva �glite kakto
po golemina, taka i po posoka.

Dostat�qno uslovie za konformnostta na f v z0 e s�west-
vuvaneto na p�rva proizvodna f ′(z0) i f ′(z0) 6= 0.

Dokazatelstvo: Da si pripomnim geometriqni� smis�l na proizvod-
nata. Vseki p�t, kogato f ′(z0) 6= 0 imame

lim
z→z0

Arg (f(z − z0)− f(z0)) = lim
z→z0

Arg (z − z0) + Arg f ′(z0),

koeto ni dava pravo da sqitame, qe kogato z e dostat�qno blizo
do z0, to

Arg (f(z − z0)− f(z0)) ≈ Arg (z − z0) + Arg f ′(z0).

Neka sega krivite γ1, γ2 se presiqat v toqkata z0. _g�l�t me�du
t�h e tozi me�du dvete dopiratelni prez toqkata z0. Ostav��ki
toqkata da kloni k�m z0 po ednata i sled tova po drugata dopi-
ratelna i izpolzva�ki poslednata zavisimost, stigame do izkazan-
oto tv�rdenie.

Drobno line�na transformaci� 1

Definition: Transformaci�ta

φ(z) := Az +B

pri ko�to A 6= 0 se nariqa C�la Line�na Transformaci�.
Ako izpolzvame zapisa

A = |A|eiα, α := Arg A,

1)nariqa se owe tranformaci� na Möbius
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to rezultat�t ot de�stvieto na C�lata line�na transformaci�
v�rhu kompleksnoto qislo

z := |z|ei Arg z

ima vida
φ(z) = |A||z|ei( Arg z+α) +B, (1)

koeto, kakto se vi�da, e posledovatelno izv�rxvane na homoteti�
s koeficient |A|, rotaci� na �g�l α i translaci� v posoka B.

Obr�wame vnimanie v�rhu fakta, qe vs�ka edna ot tezi trans-
formacii preobrazuva prava v prava i okr��nost v okr��nost.

V�ve�dame sega transformaci�ta

ψ(z) :=
1

z
.

Za ne� otbel�zvame, qe t� transformira obobwena okr��nost
v obobxena okr��nost, t.e., okr��nost v�rhu Rimanovata sfera v
okr��nost v�rhu sfera. De�stvitelno, kakto znaem, uravnenieto
na prava prez toqkite 2 a, b ima vida

l : z(ā− b̄)− z̄(a− b) + b̄q − āb = 0, (2)

a uravnenieto na okr��nost s cent�r v toqkata z0 i radius R e

C : zz̄ − zz̄0 − z̄z0 + |z0|2 −R2 = 0.

Neposredstvenata proverka ustanov�va gornoto tv�rdenie.
Obw vid na Drobno - Line�na Transformaci�

w(z) :=
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0.

Pri c = 0 transformaci�ta e ot vida (1), pri a = 0− ot vida
(2), taka qe neka

ca 6= 0.

Togava we imame

w(z) =
a

c

(
1 +

bc− ad
a(cz + d)

)
(3)

2)v�rhu Rimanovata sfera pravata se izobraz�va s okr��nost, ko�to minava
prez severni� pol�s N, t.e. prez bezkra�nata toqka v�rhu Gausovata ravnina.
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koeto obosnovava iziskvaneto

ad− bc 6= 0. (4)

Ot poslednoto predstav�ne se vi�da owe, qe funkci�ta na Möbius
e kompozici� na c�lata line�na funkci� φ(z) = Az+B, |A|+ |B| > 0
i na funkci�ta ψ(z) = 1/z.

Izpolzva�ki predstav�neto (3), lesno prover�vame owe, qe trans-
formaci�ta na Möbius e vzaimno ednoznaqno izobra�enie, t.e., 3

w(z1) 6= w(z2), z1 6= z2

kakto i qe
w′(z) 6= 0, z ∈ C.

Poslednoto neravenstvo osigur�va, kakto znaem, konformnostta
na funkci�ta w = w(z) pri naliqieto na (4) v c�lata kompleksna
ravnina C.

Zav�rxvame tezi razgle�dani� s formuliraneto na
Teorema 1: Transformaci�ta na Möbius w = w(z), pri ko�to ko-
eficientite a, b, c, d udovletvor�vat (4), e vzaimno-ednoznaqno
konformno s�otvectvie na razxirenata Gausowa rawnina C v�rhu
sebe si.

Neka w(z) = w.Definirame ”obratnata” transformaci� w−1(w),t.e.w−1(w(z)) ≡
z. Prostoto presm�tane pokazva, qe

w−1(w) = z =
−wd− b
wc− a

.

Oqevidno w−1 e s�wo transformaci� na Möbius, koeficientite
na ko�to udovletvot�vat uslovieto (4).

Ostav�me na qitatel� da proveri, qe mno�estvoto na trans-
formaciite na Möbius v kompleksnata ravnina e grupa otnosno
”umno�enieto” w1 ◦w2(z) := w1 (w2(z)) s edinica identiteta I(z) ≡
z.

Definition: We kazvame, qe transformaci�ta na Möbius ima
dvo�na toqka v z = z0, ako w(z0) = z0.

3takiva izobra�eni� se nariqat ”ednolistni. ”
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Lesno prover�vame, po natat�k, qe w(z) ima na�-mnogo dve
dvo�ni toqki, osven ako ne s�vpada s identiteta. De�stvitelno,
opredel�neto na dvo�nite toqki se sve�da do rexavane na kvadrat-
noto uravnenie

az + b = cz2 + dz.

Za naliqieto na poveqe ot dve dvo�ni toqki e neobhodimo i dostat�qno

a = d, b = c = 0,

koeto i dava identiteta. I taka stigame do
Teorema 2: Transformaci�ta na Möbius se opredel� ednoznaqno
ot tri razliqni toqki.
Dokazatelstvo:De�stvitelno, neka T (z) i S(z) sa takiva, qe T (z1) =
S(zi), i = 1, 2, 3. Togava T−1 ◦ S(zi) = zi, i = 1, 2, 3, koeto, kakto znaem e
v�zmo�no samo kogato T−1 ◦ S ≡ I. No togava T ≡ S. Q.E.D.

Neka sega zi, i = 1, 2, 3;wi, i = 1, 2, 3 sa dve tro�ki razliqni pome�du
si toqki. We t�rsim transformaci� w(z), ko�to da izprawa
s�otvetno zi v wi, i = 1, 2, 3. Za tazi cel da razgledame izobra�e-
nieto w = w(z) definirano po sledni� naqin

z − z1

z − z3

z2 − z3

z2 − z1

=
w − w1

w − w3

w2 − w3

w2 − w1

(5)

Direktno prover�vame, qe

w(zi) = wi, i = 1, 2, 3

Ot Th.2 sledva, qe funkci�ta w = w(z) definirana s (5) e
edinstvenata s�s svo�stvoto w(zi) = wi, i = 1, 2, 3.

PRIMER:: Neka

w(z) :=
z + 1

z − 1
.

Da se nameri obraz�t na realnata i na imaginernata os R, I i na
ediniqnata okr��nost C1.
Rexenie: Pri posoqenoto izobra�enie toqkite ±1 otivat
s�otvetno v 0,∞, a nulata i bezkra�no otdaleqenata toqka v (z) -
v −1 i ediniqnata toqka.Vednaga se vi�da, qe obraz�t w(R) na R
we b�de realnata prava. Obraz�t na I we b�de okr��nost prez
±1, pri tova ortogonalna na w(R), poradi konformnostta. Tova
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e ediniqnata okr��nost v ravninata (w). Ediniqnata okr��nost
C1 ⊂ (z) we se transformira v okr��nost v (w) prez toqkite
0,∞ ⊂ (z) i ortogonalna na R, t.e. v imaginernata os v (w).

We priemem bez dokazatelstvo sledvawata
Teorema 3: Neka D e oblast v ravninata C i granicata i e Γ.
Neka toqkite zi, i = 1, 2, 3 sa razpolo�eni po tak�v naqin v�rhu Γ,
qe pri dvi�enieto z1 −→ z2 −→ z3 oblastta D ostava ot l�vata
strana. Neka T (z) e transformaci� na Möbius s uslovieto (4).
Togava obraz�t na D e oblastta, ko�to se namira otl�vata strana
na T (z1) −→ T (z2) −→ T (z3).

Definition: Neka Ca(R) e okr��nost s cent�r z = a i radius R.We
kazvame, qe dvete toqki z, z∗ sa simetriqni, ili inversni spr�mo
ako sa sv�rzani s�s s�otnoxenieto

z̄∗ =
R2

z − a
+ ā.

Pri z = a polagame z∗ :=∞.
Kakto znaem, toqkite z, z∗ sa simetriqni spr�mo pravata l, ako

sa razpolo�eni ot dvete ı́ strani i razstoqni�ta im do pravata
sa ednakvi. V b�dewe nie we polzvame pon�tieto ”simetriqni
” toqki, kato pri tova we imame predvid kakto simetriq sprmo
prava, taka i inversiq spr�mo okr��nost.

Dokazatelstvoto na slednata teorema ostav�me na qitatel�
Teorema 4: Pri drobno line�nite transformacii simetriqnite
toqki se preobrazuvat v simetriqni.
PRIMER: Da se nameri obwi�t vid na drobno line�nata trans-
formaci�, ko�to preobrazuva ediniqni� kr�g v sebe si.
RexenieNeka a e proizvolna toqka ot ediniqni� kr�g(|a| < 1);
oznaqavame s a∗ inversnata i sprqmo C1; a∗ = 1

ā
. Izobra�enieto

T (z) := K
z − a
zā− 1

, K = constant (6)

izprawa a v 0 i a∗ v ∞. Obraz�t na edniniqnata okr��nost we e
okr��nost, spr�mo ko�to nulata i bezkra�nostta sa simetriqni,
t.e., okr��nost s cent�r v nulata. Za da opredelim sto�nostta na
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K,we polo�im z = eiφ i we iskame |T (z)| = 1.Imame posledovatelno

|K eiφ − a
eiφā− 1

| = |K eiφ − a
e−iφ − ā

| = |K| = 1,

ili t�rsenoto izobra�enie ima vida (6) s

K = eiα.

Exercises:

1. Da se nameri obraza na snopovete pravi y = kx, y = ax+b, kakto
i na okr��nostite x2 + y2 = ax, x2 + y2 = by pri izobra�enieto
w = 1/z.

2. Opredelete obraza na {x, y ≥ 0} pri w = z−i
z+i
.

3. Opredelete obraza na �g�la 0 ≤ φ ≤ π
4
pri w = fraczz − 1.

4. Opredelete obraza na ivicata {0 ≤ x ≤ 1} posredstvom w =
z−1
z

i posredstvom w = z−1
z−2

. 5. Namerete simetriqniza obraz na

krivite |z| = 1/2, , |z − 1| = 1, x = 2 spr�mo ediniqnata okr��nost
6. Namerete DLT w(z), izobraz�vawa gornata poluravnina v�rhu

ediniqni� kr�g taka, qe
a) w(i) = 0, Arg w′(i) = −pi/2 i
b) w(i) = 0, w(2i) = 1/2.

7. Namerete obwi� vid na DLF, transformirawa gornata polu-
ravnina v sebe si.

8. Izobrazete ednolistno i konformno v gornata poluravnina
oblastta D := {z, |z| > 1}

⋂
{z,=z ≤ 1}.

Rexenie Transformaci�ta

z1 :=
z + i

z − i

izprawa oblastta v�v vertikalnata ivica {z, 0 < <z < 1}.Razt�game
do xiroqina = π i rotirame sled tova qrez

z2 := πeπ/2z1
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-taka stigame do ivicata {z, 0 < =z < π}.Izobra�enieto

z4 := ez3 .

otve�da v�rhu gornata poluravnina.
T�rsenata funkci� e kompozici�ta na trite izobra�eni� :

f(z) = z4 ◦ z3 ◦ z2 ◦ z1(z).
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