
II. Potencial - definici�,
osnovni svo�stva.

7. Logaritmiqen potencial

Definition: Neka µ e kra�na Boreleva m�rka v B(C). Izraz�t

Uµ(z) :=

∫
supp(µ)

log
1

|z − t|
dµ(t)

se nariqa logaritmiqen potencial spr�mo µ.
We otbele�im, qe Uµ e dobre definiran; pri towa e v�zmo�no

i Uµ(z) =∞.
Sledvawite teoremi harakterizirat osnovnite svo�stva na log-

aritmiqni� potencial. ([1], [2]).
Teorema 7.1 Logaritmiqni� potencial e superharmoniqna funkci�
v C.
Dokazatelstvo a) We zapoqnem s ustanov�vane na neravenstvoto

Uµ(z) > −∞

za vs�ko z ∈ C. Da fiksirame po proizvolen naqin toqkata z ∈ C
i qisloto M, takova, qe

|z − t| ≤M, t ∈ supp(µ).

Togava
1

|z − t|
≥ 1

M
,

sledovatelo
Uµ(z) ≥ log

1

M
µ(C).

b) Po natat�k we ustanovim, qe Uµ e poluneprek�snata otdolu.
De�stvitelno, znaem, qe vs�ka emo�e da se predstavi kato granica

na monotonno rast�wa redica ot neprek�snati funkcii. Ot druga
strana, predstav�neto

Uµ(z) = lim
M→∞

∫
min (

1

M
, log

1

|z − t|
)dµ(t)
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e lesno dokazuemo. Pri tova, redicata vd�sno e monotonno rast�wa
po m. Sledovatelno, logaritmiqni�t potencial e poluneprek�s-
nata otdolu funkci�.
c) Ostava da proverim i neravenstvoto

Uµ(z) ≥
∫ 2π

0

Uµ(z − reiΘ)dΘ

za podhod�wa qislo r > 0 (v�. paragraf 4.) Kakto veqe znaem,
funkci�ta log 1

|z−t| e superharmoniqna, sledovatelno

log
1

|z − t|
≥ 1

2π

∫ 2π

0

log
1

|z − t− reiΘ|
dΘ

za podhod�wa qislo r > 0. Ottuk sledva∫
supp(µ)

log
1

|z − t|
dµ(t) ≥ 1

2π

∫
supp(µ)

(

∫ 2π

0

log
1

|z − t− reiΘ|
dΘ)dµ(t)

=
1

2π

∫ 2π

0

(

∫
supp(µ)

log
1

|z − t− reiΘ|
dµ(t)) dΘ =

1

2π

∫ 2π

0

Uµ(z − reiΘ)dΘ.

S tova dokazatelstvoto e zav�rxeno.(v� Par. 4.) Q.E.D.
Sledvawata teorema harakterizira funkci�ta izv�n nositelz

na opredel�wata m�rka. ([3], [2])
Teorema 7.2 Logaritmiqni�t potencial Uµ(z) e harmoniqna funkci�
v�v vs�ko otvoreno G mno�estvo v supp(µ)c, kato

Uµ(z) = µ(C) log |z|+O(|z|−1), z →∞.

Dokazatelstvo Neka G ⊂ supp(µ)c e otvoreno mno�estvo;neka F
e kr�g s cent�r w ∈ G i radius r, tak�v, qe dist(w, supp(µ)) > r.
Poslednata konstrukciay e v�zmo�na, poradi tova, qe mno�estvoto
G
⋂

supp(µ) = Ø e otvoreno. Razgle�dame ∆Uµ(z) za z ∈ F. Za
tezi sto�nosti imame

∆Uµ(z) = ∆

∫
supp(µ)

log
1

|z − t|
dµ(t)

=

∫
supp(µ)

∆z log
1

|z − t|
dµ(t) = 0, z ∈ G.
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Vid�hme, qe potencial�t e harmoniqen v podhod�wa okolnost na
vs�ka toqka ot otvorenoto mno�estvo G. S tova, tv�rdenieto e
dokazano. Q.E.D.
Primeri
1. Da presmetnem logaritmiqni� potencial na m�rkata µ, takava,
qe dµ = 1

2π
dΘ s nositel okr��nostta s cent�r v nulata i s radius

r. V tozi sluqa�

Uµ(z) :=
1

2π

∫
log

1

|z − reiΘ|
dΘ.

Kakto veqe znaem ( Par. 4, )

1

2π

∫ 2π

0

log|z − reiΘ|dΘ =

{
log|z|, |z| > r|
logr, |z| ≤ r

(1)

S tova

Uµ(z) =

{
log 1
|z| , |z| > r|

log1
r
, |z| ≤ r

V obwi� sluqa�, kogato m�rkata µ, opredelena qrez dµ = 1
2π
dΘ

v�rhu okr��nostta ∂∆(a, ρ), asociirani�t logaritmiqen poten-
cial ima s�otvetno vida

Uµ(z) =

{
log 1
|z−a| , |z − a| > ρ|

log1
r
, |z − a| ≤ ρ

2. Neka µ e m�rkata s nositel intervala [−1, 1], zadadena qrez

dµ =
1

π

dx√
1− x2

.

Tazi m�rka se nariqa arcsin-ova, zawoto∫ β

α

dµ =
1

π
(arcsin(β)− arcsin(α)), −1 ≤ α ≤ β ≤ 1.

We otbele�im, qe
µ([−1, 1]) = 1.

Takiva merki se nariqat ediniqni.
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3. Neka Pn e polinom ot stepen n i δz e m�rkata na Dirac v toqkata
z.1Da oznaqim s ζi, i = 1, · · · , n nulite na polinoma Pn. V�ve�dame
ediniqnata m�rka

νn :=
1

n

n∑
i=1

δζi .

Tazi m�rka se nariqa vero�tnostna ili bro�wa2 i igrae va�na
rol� v teori�ta na potenciala.Neka Pn e redica ot polinomi s
nuli v�rhu ediniqni� interval, takiva, qe asociiranite s t�h
vero�tnostni merki klon�t slabo k�m arksinusovata m�rka. t,e,

νPn −→ µ.

V tozi sluqa� nulite na polinomite imat asimptotiqeski arksi-
nusovo razpredelenie v�rhu intervala.

Sledvat n�koi ot osnovnite harakteristiki na potenciala ([4],[2],[3])

We doka�em kato naqalo principa za poni�enie 3( [2]).
Teorema 7.3 Neka µn −→ µ, n→∞. Togava

Uµ(z) ≤ lim inf
n→∞

Uµn(z), , z ∈ C. (2)

Dokazatelstvo De�stvitelno, logaritmiqni�t potencial e spored
Th.7.1 superharmoniqna funkci�, a sledovatelno, po definici�, i
poluneprek�snata otdolu. Prilaga�ki Th. 6.2, spr�mo redicata
Uµn(z) i Uµ(z), poluqavame vednaga (2).

Neka sega {zn} e bezkra�na redica, shod�wa k�m toqkata z ∈
C. Kakvo e povedenieto na redicata Uµn(zn) kogato µn −→ µ?
Otgovor~t dava obobweni� princip za poni�enie 4:
Teorema 7.4 Neka zn → z0 i µn −→ µ.Togava

Uµ(z0) ≤ lim inf
n→∞

Uµn(zn).

1

δz(w) :=
{

1, z = w
0, otherwise

2probability, counting measure
3descent principle
4generalized descent principle
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Dokazatelstvo : Neka zn → z0.Kakto znaem, vs�ka poluneprek~snata
otdolu funkci� e granica na monotonno rast�wa redica ot neprek~xnati
funkcii. Ili

Uµ(z0) = lim
M→∞

∫
min (M, log

1

|z0 − t|
)dµ(t).

Po Th. 7.3 imame po -natat~k∫
min (M, log

1

|z0 − t|
)dµ(t) ≤ lim inf

∫
min (M, log

1

|z0 − t|
)dµn(t).

Ottuk sledvat ocenkite

Uµ(z0) ≤ lim
M→∞

lim inf

∫
min (M, log

1

|zn − t|
)dµn(t) ≤ lim inf

∫
log

1

|zn − t|
dµn(t)

= lim inf Uµ(zn).

Q.E.D.
Teorema 7.5, princip za neprek�snatostta [4] Neka µ e kra�na
boreleva m�rka s kompakten nositel supp = K i neka ζ ∈ K.
a): Togava

lim sup
z→ζ

Uµ(z) = lim sup
z→ζ, z∈K

Uµ(z).

b): Po-natat�k, ako

lim
η→ζ,η∈K

Uµ(η) = Uµ(ζ, )

to
lim
z→ζ,

Uµ(z) = Uµ(ζ).

Dokazatelstvo
a): Neka Uµ(ζ) = ∞. Qastta a sledva ot superharmoniqnostta na
logaritmiqni� potencial. Razgle�dame Uµ(ζ) <∞.Po neobhodi-
most, togava, µ({ζ}) = 0.Sledovatelno, ako ε > e fiksirano qislo,
to ve s~westvuva r > 0, takova, qe µ(∆(ζ, r)) ≤ ε. Fiksirame sega
z ∈ C i izborame τ ∈ K, koeto da minimizira |z − ω|, kogato
ω ∈ K. We otbele�im, qe τ → ζ, kogato z → ζ. Osven tova za
vs�ko ω ∈ K poluqavame

|ω − τ |
|z − ω|

≤ 2.
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Poradi tova

Uµ(z) = Uµ(τ) +

∫
K

log
|ω − τ |
|z − ω|

dµ(ω) =

Uµ(τ) +

∫
K−∆(ζ,r)

log
|ω − τ |
|z − ω|

dµ(ω) +

∫
∆(ζ,r)

log
|ω − τ |
|z − ω|

dµ(ω)

≤ Uµ(τ) + 2ε+

∫
K−∆(ζ,r)

log
|ω − τ |
|z − ω|

dµ(ω).

Ostav�me sega z → ζ (togava i τ → ζ, kato pri tova τ ∈ K).
Rezultat�t e

lim sup
z→ζ

Uµ(z) ≤ lim sup
τ→ζ,τ∈K

Uµ(z).

Tv~rdenieto sledva ot oqevidnoto neravenstvo

lim sup
z→ζ

Uµ(z) ≥ lim sup
τ→ζ,τ∈K

Uµ(z).

b): Po uslovie
Uµ(ζ) = lim

τ→ζ,τ∈K
Uµ(τ) = (3)

= lim sup
τ→ζ, τ∈K

Uµ(τ).

Po-natat~k, po a
lim sup
τ→ζ, τ∈K

Uµ(τ) = (4)

lim sup
τ→ζ

Uµ(τ) ≥ lim inf
τ→ζ

Uµ(τ).

Ot superharmoniqnostta na potenciala imame

Uµ(ζ) ≤ lim inf
τ→ζ

Uµ(τ).

Kombinirajki (3), (4) i poslednoto neravenstvo, stigame do t~rseni�
rezultat. Q.E.D.
Teorema 7.6, princip za maksimuma ([4]): µ− krajna boreleva
m�rka s kompakten nositel supp(µ) = K.

Ako
Uµ(z) ≤M, za vs�ko z ∈ K,
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to
Uµ(z) ≤M, za vs�ko z ∈ C.

Dokazatelstvo Kakto znaem, logaritmiqni�t potencial e subhar-
moniqna funkci� v C\K, kato Uµ(z)→ −∞, z →∞.Po predixnata
teorema i po dadenost,

lim sup
z→ζ,ζ∈K,z∈C−K

Uµ(z) = lim sup
z→ζ, z∈K

Uµ(z) ≤M.

Prilagajki principa za maksimuma na subharmoniqnite funkcii
v~rhu vs�ka komponenta na C−K, stigame do tv+rdenieto. Q.E.D.
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