
4. Sub-superharmoniqni funkcii

Definition 1. Neka X e topologiqno prostranstvo, neka z0 ∈ X i
f e funkci�, definirana v okolnost U na toqkata z0, kato f(z) :
U −→ [−∞,∞). Kazvame, qe f e poluneprek�snata otgore ( u.s.c.)
v z0, ako

lim sup
z→z0

f(z) ≤ f(z0).

Respektivno, polunepr�snata otdolu (l.s.c.) v z0, ako f(z) :
U −→ (−∞,∞] i

lim inf
z→z0

f(z) ≥ f(z0).

Oqevidno ako f e polunepr�snata otdolu −f e polunepr�snata
otgore i obratno.

Ostav�me na qitatel� da proveri, qe edna funkci� e neprek�s-
nata v dadena toqka togava i samo togava, kogato e ednovremenno
poluneprek�snata otdolu i otgore v tazi toqka.

Definition 2. Funkci�ta f e u.s.c. z0, ako za vs�ko α > f(z0)s�westvuva
otvorena okolnost V na toqkata z0 takava, qe

f(z) < α

vseki p�t, kogato z ∈ V. Analogiqno, ako za vs�ko α < f(z0)s�westvuva
otvorena okolnost W na toqkata z0 takava, qe

f(z) > α

vseki p�t, kogato z ∈ W, to funkci�ta e poluneprek�snata otdolu
v z0 (l.s.c.)

Predostav�me na qitatel� da doka�e ekvivalentnostta na dvete
definicii

Definition 3. f e U.S.C (l.s.c.) v Y ⊂ X, ako e u.s.c. (l.s.c.) v�v
vs�ka toqka ot Y.

Po s�westvo vtorata definici� e: Funkci�ta f e u.s.c. v
z0, ako za vs�ko α ∈ R mno�estvoto {z, f(z) < α} e otvoreno v
topologi�ta na X.)
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We ustanovim vernostta na

Teorema 4.1 K -kompaktno mno�estvo i f− u.s.c. v K. Togava
f(z) e ograniqena otgore i dostiga svo�ta na�- gol�ma sto�nost.
Dokazatelstvo: Polagame Mn := {z ∈ K, f(z) < n}, n ∈ N. Poradi
poluneprek�snatostta otgore vs�koMn, n = 1, 2, · · · e otvoreno. V�rno
e owe i predstav�neto

K =
∞⋃
n=1

Mn.

No, poradi kompaktnostta na K, ot pokritieto {Mn}∞n=1 mo�e
da se izvleqe kra�no podpokritie, t.e. s�westvuvat kraen bro�
estestveni qisla n1 < n2 < · · · < nj takiva, qe

K =

j⋃
i=1

Mni
.

Vr�xa�ki se k�n definici�ta, vi�dame, qe f e ograniqena v�rhu
K. S tova p�rvata qast na teoremata e dokazana.

Neka S := supz∈K f(z). Dopuskame, qe f(z) < S, z ∈ K i defini-
rame mno�estvata Sn := {z ∈ K, f(z) < S − 1

n
}, n ∈ N. Kakto i

predi, s�westvuvat kraen bro� qisla n′1 < · · · < n′l takiva, qe
K =

⋃n′
l

i=n′
1
Sn′

i
. No togava vlizame v protivoreqie s definici�ta na

qisloto S. Poluqenoto protivoreqie dokazva teoremata. Q.E.D.
We vidim ponatat�k, qe poluneprek�snatite funkcii sa granici

na monotonno namal�vawi redici ot neprek�snati funkcii.

Teorema 4.2 Neka f e u.s.c. v mno�estvoto M. Togava s�westvuva
bezkra�na redica ot monotonno namal�vawi neprek�snati funkcii

ϕ1(x) ≥ ϕ2(x) · · · ≥ ϕn(x) ≥ · · · f(x)

takiva, qe
limϕn(x) = f(x).

Dokazatelstvo: Tv�rdenieto e oqevidno, ako f ≡ −∞. Zatova
we se sprem na sluqa�, kogato f 6≡ −∞.

Definirame za n ∈ N funkciite

ϕn(z) := sup
y∈M

(f(y)− n|z − y|).
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Prover�vame lesno, qe

|ϕn(z′)− ϕn(z′′)| ≤ n|z′ − z′′|.

De�stvitelno,
φ(z′) ≥ f(y)− n|z′ − y|

za vs�ko y ∈ X i neka

φ(z”) = f(y”)− n|z”− y”|.

Togava

ϕn(z′)− ϕn(z′′) ≤ f(y”)− f(y”) + n(|z′ − y”| − |z”− y”|) ≤ n|z′ − z”|

Po s�wi� naqin poluqavame i

ϕn(z”)− ϕn(z′) ≤ n|z′ − z”|.

koeto dokazva ukazanoto neravenstvo. Sledovatelno taka defini-
ranite funkcii ϕn, n = 1, 2, · · · sa neprek�snati. Oqevidno

ϕ1(z) ≥ ϕ2(z) ≥ · · ·ϕn(z) ≥ · · · ≥ f(z),

otk�deto sledva neravenstvoto

lim inf ϕn(z) ≥ f(z). (1)

We poka�em, qe
lim supϕn(z) ≤ f(z) (2)

za vs�ko z ∈M. De�stvitelno, neka

A > f(z).

( da napomnim, qe funkci�ta f(z) e ograniqena.) Fiksirame α < A,
takova, qe

f(z) < α.

Ot poluneprek�snatostta sledva s�westvuvaneto na polo�itelno
qislo δ takova, qe

f(y) < α vseki p�t, kogato |y − z| < δ.
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Po- natat�k, za n > A−α
δ

imame

ϕn(z) = sup
y∈M

(f(y)− n|z − y|)


< α, |z − y| < δ
< f(y)− A−α

δ
|y − z| <

< f(y)− A+ α, |z − y| ≥ δ

Sledovatelno,

ϕn(z) < α za n >
A− α
δ

.

S tova (2) e dokazano. Obedin�va�ki (1) i (2), stigame do
tv�rdenieto na teoremata. Q.E.D.

4



Definition 3. Neka X e topologiqno prostranstvo i f : X −→
[−∞,∞). Funkci�ta f e subharmoniqna v X, ako

a)f e u.s.c. v X

i
b) za vs�ko z ∈ X s�westvuva ρ, ∆(z, ρ) ⊂ X takova, qe

f(z) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

f(z + reiΘ)dΘ (3)

Funkci�ta f e superharmoniqna v X, ako funkci�ta −f e
subharmoniqna v X.

Qitatel�t lesno we proveri vernostta na

Teorema 4.3 Neka D e oblast v C i neka f ∈ A(D). Togava funkci-
ite |f(z)|α, α > 0 i log |f(z)| sa subharmoniqni v D.

Teorema 4.4 V gornite uslovi� za D, neka f, g sa subharmonic.
Togava subharmoniqni sa i max (f, g)(z), kakto i αf + βg, α, β > 0.

We otbele�im owe, qe harmoniqnite funkcii sa ednovremenno
super i sub - harmoniqni.

We prod�l�im s�s slednata
Teorema 4.5 -princip za maksimuma na subharmoniqnite funkcii.
Neka u− subharmoniqna v oblastta D ⊂ C. Togava
a. u dostiga svo� maksimum v�rhu granicata ∂D, osven ako ne e
t��destvena konstanta.
b. ako za vs�ka toqka ζ ∈ ∂D

lim sup
z→ζ,z∈D

u(z) ≤ 0,

to u(z) ≤ 0 v D.

Dokazatelstvo: We otbele�im v naqaloto, qe funkci�ta u mo�e
da dostiga absol�ten, lokalen maksimum ili minimum v�v v�trexni
toqki, bez nepremenno da e t��destvena konstanta v D. Kato
primer, da posoqim funkci�ta u(z) := max ( Rez, 0), definirana
v�rhu c�lata kompleksna ravnina. Po natat�k, po definici� za
oblast v razxirenata Gausova ravnina, bezkra�no otaleqenata to-
qka e toqka ot granicata i.’ Validnostta na teoremata zavisi
imenno ot tazi konvenci�.
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Da dopusnem, qe u dostiga absol�tni� si maksimum M v�v
v�trexna toqka na D i da definirame mno�estvata

A := {z ∈ D, u(z) < M}, B := {z ∈ D, u(z) = M}.

Mno�estvoto A e otvoreno poradi poluneprek�snatostta. Oqe-
vidno i B e otvoreno, poradi svo�stvoto na srednite sto�nosti
(sr. s (3)). No D = A

⋃
B, i t�� kato D e sv�rzano mno�estvo,

to ili D ≡ A, ili D ≡ B. S tova a) e dokazano.
Da prod�l�im funkci�ta u do granicata ∂D, definirajki

u(ζ) := lim sup
z→ζ,z∈D

u(z).

u e u.s.c. ∂D, taka qe po Th. 4.1 u dostiga absol�tni� si
maksimum v�rhu D, da ka�em, v toqkata w. Ako w ∈ ∂D, to u(z) ≤ 0
v D. Ako toqkata w e v�trexna v D, to spored p�rvata qast na
teoremata, u(z) ≡ Const v D, a ottam i v�rhu D. Otnovo u(z) ≤ 0
v D. Q.E.D.

We poka�em, qe e v�zmo�no da zamenim ∂D s ∂D−{∞}, stiga
v qastta b) funkci�ta u da ne raste ”prekaleno b�rzo”. Validna
e, po-konkretno, slednata
Teorema 4.6 -princip na Phragmen - Lindelöf. u− subharmonic
v neograniqenata oblast D, kato

lim sup
z→ζ

u(z) ≤ 0, ζ ∈ ∂D − {∞}.

Ako s�westvuva kra�na superharmoniqna funkci� v takava, qe

lim inf
z→∞

v(z) > 0, i lim sup
z→∞

u(z)

v(z)
≤ 0,

to
u(z) ≤ 0za vs�ko z ∈ U.

Dokazatelstvo: We zapoqnem s�s sluqa�, kogato v(z) > 0 v D.
Fiksirame ε > 0 i v�ve�dame funkci�ta uε(z) := u(z) − εv(z). T�
e subharmoniqna v D (sr. Th.4.4)i, poradi lim supz→ζ u(z) ≤ 0 za
vs�ka toqka ζ ot granicata na D, to, spored Th.4.5,b u(z) ≤ 0, z ∈
D. Ostav��ki ε→ 0, stigame do tv�rdenieto.
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We razgledame obwi� sluqa�. Neka η > 0; polagame Fη := {z ∈
D, u(z) ≥ η.} T�� kato v e poluneprek�snata otdolu i lim infz→∞ v(z) >
0, to v we b�de ograniqena otdolu v�rhu Fη. Bez da naruxavame
obwnostta, mo�em da sqitame, qe v > 0. Neka

V := {z ∈ D, v(z) > 0.}

Togava Za ζ ∈ ∂V − {∞} sa v sila ocenkite

lim sup
z→ζ

(u(z)− η) ≤
{

lim supz→ζ u(z), ζ ∈ ∂D − {∞} ≤ 0
u(ζ)− η, ζ ∈ ∂V

⋂
D ≤ 0

No, spored predixnoto dokazatelstvo, otneseno k�m funkci�ta
u− η, we imame u− η ≤ 0 v�rhu V. T�� kato Fη ⊂ V i u(z) ≤ η
v�rhu D − Fη, to u < η v�rhu D. Tv�rdenieto sledva sled
graniqen prehod po η.

Sledstvie 4.6Neka u e subharmonic v neograniqenata oblast D,
kato

lim sup
z→ζ

u(z) ≤ 0, ζ ∈ ∂D − {∞} i lim sup
z→∞

u(z)

log |z|
≤ 0.

Togava
u(z) ≤ 0, z ∈ D.

Dokazatelstvo: Fiksirame w ∈ ∂D i prilagame Th.4.6 s v(z) =
log |z − w|.

Sledstvie 4.7-Teorema naLiouville Neka u e subharmonic v C
i

lim sup
z→∞

u(z)

log |z|
≤ 0.

Togava u ≡ Const v C. V qastnost, vs�ka funkci�, subharmoniqna v
c�lata ravnina, ko�to e ograniqena otgore, e konstanta.
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Exercise 1. Neka F e toqkovo mno�estvo v kompleksnata ravnina i
χF e negovata harakteristiqna funkci�. Doka�ete, qe χF e pol-
uneprek�snata otgore togava i samo togava, kogato F e zatvoreno.

Exercise 2. Poka�ete, kato izpolzvate neravenstvoto na Cauchy-
Schwartz, qe ako U ⊂ C e otvoreno mno�estvo i h ∈ H(U), to i
h2 ∈ H(U).

Exercise 3. Doka�ete validnostta na

1

2π

∫ 2π

0

log |z − reiΘ|dΘ =

{
log |z|, if r ≤ |z|,
log r, if r > |z|.

Exercise 4. Neka u1, u2, · · · , un sa subharmoniqni v oblastta D ⊂ D.
Da predpolo�im, qe sumata u1 + · · ·un dostiga svo� maksimum
v D. Poka�ete, qe pri tezi predpolo�eni� vs�ka funkci� ui e
harmoniqna v D.
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