
5. Kriterii za subharmoniqnost
Podobno na harmoniqnite funkcii, subharmoniqnite sa edinno

sv�rzano s integrala na Poason, udovletvor�va�ki neravenstvoto
na Poason. We doka�em slednata teorema

Teorema 5.1Neka U e otvoreno mno�estvo v Gausovata ravnina
C i , u(z) : U −→ [−∞,∞) e poluneprek�snata otgore funkci�. Ek-
vivalentni sa togava slednite tv�rdeni�
a) e subharmoniqna v U ;
b) vseki p�t, kogato ∆(w, ρ) ⊂ U, r < ρ, 0 ≤ t ≤ 2π e v�rno neraven-
stvoto

u(w + reit) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

ρ2 − r2

ρ2 + r2 − 2 cos(t−Θ)
u(w + ρeiΘ)dΘ;

c) Za vs�ko kompaktno podmno�estvo K ⊂ U i vs�ka funkci� h ∈
H(K) takava, qe

lim sup
z→ζ

(u− h(z)) ≤ 0, ζ ∈ ∂K

e v�rno i
u(z) ≤ h(z), z ∈ K.

Dokazatelstvo: a) −→ c):Za dadeni K,h ∈ H(K) funkci�ta u − h
e subharmoniqna v�rhu K. Tv�rdenieto sledva ot principa za
maksimuma na subharmoniqnite funkcii (Th.4.5)

c)−→ b): Neka ∆(w, ρ) ⊂ U. Po Th.4.2 s�westvuva redica ot
neprek�snati monotonno namal�vawi funkcii · · ·φn(z) ≥ φn+1(z) ≥
· · · takiva, qe φn → u. Po-natat�k, spored Th.2.2, funkciite P∆φn
sa harmoniqni v ∆(w, ρ). Osven tova, limz→ζ P∆φ(z) = φ(ζ), ζ ∈ ∂∆,
taka qe

lim sup
z→ζ

(u− P∆φ)(z) ≤ (u− φn)(ζ), ζ ∈ ∂∆.

Ot c) sledva
u ≤ P∆φ(z), z ∈ ∆.

Tv�rdenieto se poluqava sled granien prehod po n→∞ i otqi-
tane na monotonnostta.

b)−→ a): Dokazatelstvoto e �sno. Q.E.D.
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Sledvawi�t kriteri� za subharmoniqnost vkl�qva Laplasiana
na razgle�danata funkci�.

Teorema 5.2 Neka U e otvoreno mno�estvo i neka u ∈ C2(U). Pri
tezi predpolo�eni� u e subharmoniqna v U togava i samo togava,
kogato ∆(u)(z) ≥ 0, z ∈ U.
Dokazatelstvo: We zapoqnem s dokazatelstvoto, qe neravenstvoto
∆(u)(z) ≥ 0 oznaqava subharmoniqnost. Za celta we se v�zpolzvame
ot tv�rdenieto c) na predixnata teorema Neka K e kompaktno
podmno�estvo i neka f ∈ H(K) e takava, qe

lim sup
z→ζ

(u− f)(z) ≤ 0 za vs�ko ζ ∈ ∂K.

We poka�em, qe u ≤ f v�rhu K. Fiksirame ε > 0 i definirame

vε :=

{
u(z)− f(z) + ε|z|2, z ∈ K,
ε|z|2, z ∈ ∂K.

vε e subharmoniqna, sledovatelno dostiga maksimum v�rhu K. No
maksimum�t ne mo�e da e lokalen, t�� kato ∆vε = ∆u + 4ε >
0 navs�k�de v K. Sledovatelno mamsimum�t se dostiga v toqka
ot granicata, koeto vodi do u − f ≤ sup∂K ε|z|2. Tv�rdenieto, qe
funkci�ta e subharmoniqna sledva sled graniqen prehod po ε→ 0.

Neka funkci�ta u e subharmoniqna v oblastta U. Da dopusnem,
qe za n�koe w ∈ U e v�rno ∆u(w) < 0. Po neprek�snatost togava
neravenstvoto se zapazva i v podhod�wa okolnost na w, t.e.

∆u(z) < 0, |z − w| < r.

Togava, spored predixnoto dokazatelstvo u we e superharmoniq
na, koeto de fakto oznaqava, qe v posoqenata okolnost e har-
moniqna. V qastnost,

∆u(z) = 0, |z − w| < r.

koeto protivoreqi na predixnoto neravenstvo. Sledovatelno navs�k�de
v U

∆u(z) ≥ 0.

Q.E.D.
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Sledvawata teorema, nareqena owe ” teorema za zalepvaneto”
il�strira fleksibelnostta na subharmoniqnite funkcii.

Teorema 5.3 Neka u e subharmoniqna funkci� v otvorenoto mno�estvo
U ⊂ C i neka funkci�ta v, subharmoniqna v otvorenoto podm-
no�estvo V ⊂ U e takava, qe

lim sup
z→ζ

v(z) ≤ u(ζ), ζ ∈ U
⋂

∂V.

Definirame

w(z) :=

{
max(u, v)(z), z ∈ V
u(z), z ∈ U − V

Togava taka definiranata funkci� w e s�wo subharmoniqna v U.
We zav�rxim tozi razdel s teorema za bezkra�ni redici ot

subharmoniqni funkcii. T� se otnas� do redica ot monotonno
namal�vawi subharmoniqni funkcii. Obr�wame vnimanie v�rhu
tova, qe teoremata ne e v�rna za neprek�snati funkcii.

Teorema 5.4 Neka U e otvoreno mno�estvo i {un}e redica ot
monotonno namal�vawi subharmoniqni funkcii ; u1(z) ≥ u2(z) ≥
· · ·un(z) ≥ · · · .Togava u := limun s�wo e subharmoniqna v U.

Dokazatelstvo: Za vs�ko qislo α > 0 mno�estvoto {z ∈ U, u(z) >
α} e obedinenie na otvoreni mno�estva {z ∈ U, un(z) > α} i, sle-
dovatelno, s�wo e otvoreno. Po definici�, togava, u e l.s.c.

Po- natat�k, ako ∆(w, ρ) ⊂ U, to za vs�ko n ≥ 1

un(w) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

un(w + ρeiΘ)dΘ.

Ostav��ki i izpolzva�ki teoremata za monotonno xod�wi redici
vi�dame, qe u udovletvor�va neravenstvoto za subharmoniqni
funkcii. Q.E.D.

Exercise 1: Neka mno�estvata U1, U2 sa otvoreni i f ∈ A(U1),
f : U1 −→ U2.
a) Doka�ete, qe ako h ∈ H(U2), to h ◦ f ∈ H(U1).
b) Ako f e konformna v U1, a u e subharmoniqna v U2, to i u ◦ f
e subharmoniqna.

3


