
II. Potencial - definici�,
osnovni svo�stva.

8. Ravnovesna m�rka, konstanta na Roben,
logaritmiqen kapacitet

Definition: Neka µ e kra�na Boreleva m�rka v B(C). Izraz�t

I[µ] :=

∫ ∫
supp(µ)

log
1

|z − t|
dµ(t)dµ(z) =

∫
Uµ(z)dµ(z)

se nariqa energi�, porodena ot m�rkata µ.
Teorema 8.1 Neka

µn −→ µ, n→∞.

Togava
I[µ] ≤ lim inf I[µn].

( t.e., I[µ] e poluneprek~snata otdolu funkci�.)
Dokazatelstvo : Dokazatelstvoto sledva tehnikata na Th.7.3 i
Th.7.4. i se ostav� na qitatel�.

Sledvawata teorema ima fundamentalen harakter. Dokazatel-
stvoto1 n�ma da prive�dame.
Teorema 8.2 Neka µ1, µ2 sa ediniqni Borelevi merki2 s nositeli
v~rhu kompakta K i takiva, k I[µ1] = I[µ2].Togava I[µ1 − µ2] ≥ 0 i
I[µ1 − µ2] = 0 togava i samo togava, kogato µ1 = µ2.

Da oznaqim s U(K) mno�estvoto ot ediniqnite Borelevi merki,
s�sredotoqeni v�rhu kompaktnoto mno�estvo K.

Definition: Neka K e kompaktno mno�estvo v C.Ako s~westvuva
m�rka µK , takava, qe

I[µk] = inf
µ∈U(K)

I[µ], (1)

1[2]
2 M�rkata µ e ediniqna v~rhu K, ako ‖µ‖K = µ(K) = 1.
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to t� se nariqa ravnovesna m�rka na K, a s~otvetni�t logar-
itmiqen potencial - ravnovesen potencial.Qisloto infµ∈U(K) I[µ]
e t.n.”Konstanta na Roben” za kompakta K i se oznaqava s γ(K).

We poka�em, qe ravnovesnata m�rka vinagi s�xestvuva i e ed-
noznaqno opredelena, stiga mno�estvoto K da ne e pol�rno. 3

Teorema 8.3: Neka K e nepol�ren kompakt v C. Togava s~westvuva
ravnovesna m�rka.
Dokazatelstvo Ot nepol�rnostta na K i ot Th. 7.1 sledva , qe

γ(K) = inf
µ∈U(K)

I[µ] > −∞.

Neka γ(K) < ∞. We poka�em, qe ravnovesnata m�rka e edin-
stvena. Izbirame redica ot merki µn, takiva, qe

I[µn]→ γ(K).

Po teoremata na Helly s~westvuva podredica, ko�to we oznaqavame
s~wo s {µn} i ko�to kloni v slabata topologi� k~m n�kakva m�rka
ν, t.e.

µn −→ ν, µn, ν ∈ U(K).

Ot Th.8.1. sledva
lim inf I[µn] ≥ I[ν],

kato pri tova po konstrukci�

lim inf I[µn] = γ(K).

Otqitajki fakta, qe γ(K) minimizira energiite po ediniqnite
merki v~rhu kompakta, stigame do tv~rdenieto za s~westvuvane na
ravnovesna m�rka, t.e.

ν = µ(K).

Edinstvenostta sledva ot Th. 8.2.
Ako γ(K) =∞, to I[µ] =∞ za vs�ka Boreleva m�rka, i v~pros~t

za s~westvuvaneto e rexen. Q.E.D.
Teorema 8.4 (Frostman’s theorem): Neka K e kompaktno mno�estvo
v C i neka µK e egovata ravnovesna m�rka. Togava :

3Edno mno�estvoto F e pol�rno, ako ν(F ) = 0 za vs�ka Boreleva m�rka ν.
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a)
UµK (z) ≤ γ(K)vC;

b)
UµK (z) = γ(K) poqti navs�k~de vK.

4

Teoremata na Frostman e izkl�qitelno va�no poradi mnogob-
ro�nite si prilo�eni�. S pravo tazi teorema e edna ot funda-
mentalnite v teori�ta na potenciala.

Definition: Qisloto e−γ(K) se nariqa ”kapacitet na kompakta ” K
i se oznaqava s cap(K).

N�koi osnovni svojstva:
1. cap(K) > 0←→ γ(K) <∞.
2. cap(K) = 0 =⇒ K e pol�ren.
3. K1 ⊂ K2 =⇒ cap(K1) ≤ cap(K2).
4. cap(K) = cap(K + a)
5. cap(rK) = r cap(K), r > 0.

Edno ot prilo�eni�ta na teoremata na Frostman e praktiqeskoto
namirane na ravnovesnite merki i potenciali, v�rhu koeto we se
sprem.
Teorema 8.5 K - kompakt, cap(K) > 0 i neka ν ∈ U(K). Ako

U ν(z) = Cza vsyako z ∈ K,

to
C = γ(K)

i
ν = µK .

Ostav�me na qitatel� da doka�e, qe ravnovesnata m�rka na
kr�ga s raduis r e dΘ

2πr
, a ravnovesni� potencial

Uµ(z) =

{
log 1

r
, |z| ≤ r,

log 1
|z| , |z| > r,

4navs�k~de s izkl�qenie na pol�rno podmno�estvo.
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Exercises

1. E1, E2− kompakti,

cap(E1) = 0. =⇒ cap(E1 + E2) = cap(E2).

2. n - redica ot kompakti, En ⊂ En+1, n = 1, 2, · · · . Polagame
E :=

⋃
En. Da se doka�e, qe

cap(E) = lim cap(En).

3. Namerete ravnovesnata m�rka i ravnovesni� potencial na
ediniqni� interval.

4. K = E
⋃

∆,∆−ediniqen kr~g , E− pol�ren kompakt. Neka ν
e ravnovesnata m�rka na K. Obosnovete

I[ν] <∞.

Doka�ete, qe
ν(E) = 0

i ottuk proverete, qe Uν ∈ H(C \∆)).

Izpolzvajte principa za minimuma, za da doka�ete, qe

Uν > I[ν]

v~rhu E.
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