
Ïðèìåðíè Tåìè çà Èçïèò ïî Êîìïëåêñåí Àíàëèç1. Èçîáðàçåòå îáëàñòòà D := C nD0(1)S[�2;�1S[1; 2℄ â áåçêðàéíèÿ úãúëG fw; � < arg w < 3�=2g:�åøåíèå: Ïîíåæå îêîí÷àòåëíàòà îáëàñò å áåçêðàåí úãúë ñ øèðî÷èíà= �=2; òî å óìåñòíî äà ó÷àñòâà è èçîáðàæåíèå îò âèäà fg1=4 ñ ïîäõîäÿùîèçáðàí åäíîçíà÷åí êëîí. Çàäà÷àòà áè ìîãëà äà áúäå ðåøåíà ïî ñëåäíèÿíà÷èí: �óíêöèÿòà z1 := 12(z + 1z ) ùå èçïðàòè îáëàñòòà D â êîìïëåêñíàòàðàâíèíà, ðàçðÿçàíà ïî îòñå÷êàòà [�5=4; 5=4℄; ïî-íàòàòúê z2 := z1�5=4z1+5=4 -â C n (�1; 0℄: Ïîñëåäíàòà îáëàñò ìîæå äà ñå çàïèøå âúâ âèäà f�� �arg z2 � �:g Ñëåä òîâà z3 := (z2)1=4 ñ èçáîð íà îíçè êëîí, çà êîéòî(1)1=4 = �1 èçïðàùà (z2) â áåçêðàéíèÿ úãúë f3�=4 � arg z3 � 5�=4:gÍàêðàÿ ðîòàöèÿòà íà úãúë = �=4 ùå äîâåäå äî G; ò.å. z4 = z3ei�=4:Òúðñåíîòî èçîáðàæåíèå å êîìïîçèöèÿ îò òðèòå â óêàçàíàòà ïîñëåäîâàòåëíîñò.$2. Íåêà �óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà âúðõó è âúâ âúòðåøíîñòòà íà çàòâîðåíèÿãëàäúê êîíòóð �: Äîêàæåòå, ÷å çà âñÿêî z0 62 � å âàëèäíî ðàâåíñòâîòîZ� f 0(z)(z � z0)dz = Z� f(z)(z � z0)2dz:�åøåíèå: Èíòåãðàëíàòà �îðìóëà íà Êîøè (ïðèëîæåíà ñïðÿìî àíàëèòè÷íàòà�óíêöèÿ f 0(z)) ïîêàçâà, ÷åZ� f 0(z)(z � z0)dz = 2�if 0(z0):Îò èíòåãðàëíàòà òåîðåìà íà Êîøè çíàåì ïî-íàòàòúê, ÷åZ� f(z)(z � z0)2dz = ZCz0(r) f(z)(z � z0)2dz;êàòî èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî ïðîèçâîëíî áëèçêà äî òî÷êàòà z0îêðúæíîñò Cz0(r); òàêàâà, ÷å òÿ äà ëåæè èçöÿëî âúâ âúòðåøíîñòòà íàêðèâàòà �: �àçâèâàìå f â ðåä íà Òåéëîð îêîëî òî÷êàòà z = z0;f(z) = 1Xn=0 n(z � z0)n:1



Òîãàâà ùå èìàìåf(z)(z � z)2 = 0(z � z)2 + 1z � z0 + 1Xn=2 n(z � z0)n�2;è ðåñïåêòèâíî,ZCz0 (r) f(z)(z � z)2dz = ZCz0 (r) 0(z � z)2dz+ZCz0 (r) 1z � z0dz+ 1Xn=2 ZCz0 (r) n(z�z0)n�2dz:Äÿñíàòà ñòðàíà îáà÷å å ðàâíà íà 12�i: Túé êàòî1 = 2�if 0(z0);òî òâúðäåíèåòî ñëåäâà îòòóê è îò ïúðâîòî ðàâåíñòâî.$3 . Äîêàæåòå ñ ïîìîùòà íà òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå, ÷åI := Z ��� d�1 + sin2� = �p2:�åøåíèå: Ïî �îðìóëèòå íà Eulersin� = ei� � e�i�2i :Àêî ïîëîæèì z := ei�;òî íîâàòà ïðîìåíëèâà ùå îïèñâà âåäíàæ â ïîëîæèòåëíà ïîñîêà îêðúæíîñòòàC0(1); êîãàòî � ñå äâèæè îò �� äî �; à �z = 1z : ÏèøåìI = 1i Z ��� iei�d�ei�(1 + sin2�) ;ñëåä êîåòî ïðåìèíàâàìå êúì íîâàòà ïðîìåíëèâà z: Ïîëó÷àâàìåI = � IC0(1) zz4 � 6z2 + 1dz:Ïîëþñèòå íà ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ, êîèòî ëåæàò â åäèíè÷íèÿ êðúã,ñà òî÷êèòå z1;2 = �q3�p8:2



Ïî òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòåI = 2�i 2Xi=1 Res(zi);êîåòî âîäè äî èñêàíèÿ ðåçóëòàò. $4. Êàòî èçïîëçâàòå èíòåãðàëíàòà �îðìóëà íà Êîøè, äîêàæåòå, ÷å àêî�óíêöèÿòà f å àíàëèòè÷íà âúðõó êðúãà Da(r); òîf(a) = 12� Z 2�0 f(a+ rei�)d�:�åøåíèå: Îò àíàëèòè÷íîñòòà ñëåäâà ïðåäñòàâÿíåòîf(a) = 12�i ICa(r) f(z)z � adz:Âúðõó îêðúæíîñòòà íà èíòåãðèðàíå å âàëèäíî ïðåäñòàâÿíåòî z � a =rei�;� 2 [0; 2�℄; îòêúäåòî ïîëó÷àâàìåf(a) = 12�i Z 2�i0 f(a+ rei�)rei� irei�d�:Ñëåä ñúêðàùàâàíåòî ïîëó÷àâàìå èñêàíèÿ ðåçóëòàò. $5. Êîíñòðóèðàéòå �óíêöèÿ f; êîÿòî äà èìà äâóêðàòíà íóëà â òî÷êàòàz = 0; ïðîñòà íóëà â z = 1 + 2i; ñúùåñòâåíà îñîáåíîñò â z = 1 è ïðîñòïîëþñ â z = �1:�åøåíèå: Òúðñåíàòà �óíêöèÿ èìà âèäàf(z) = e 1z�1 z2(z � 1� 2i)(z + 1) g(z);êàòî �óíêöèÿòà g(z) å öÿëà (àíàëèòè÷íà íàâñÿêúäå â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà)è ðàçëè÷íà îò íóëà. $6. Ïðåñìåòíåòå Z 10 dxpx(x+ 4) :3



�åøåíèå:Äà ïðèïîìíèì, ÷å ïî äå�èíèöèÿpz = e 12 log z:Òúé êàòî log z å ìíîãîçíà÷íà �óíêöèÿ, òî òàêàâà å è pz: Àêî log z å�èêñèðàí ÅÄÍÎÇÍÀ×ÅÍ êëîí íà ëîãàðèòìè÷íàòà �óíêöèÿ, ò.å.log z = ln jzj + i Arg (z) + 2k�i; z 6= 0;êàòî k � fixed and Arg (z) ïðèíàäëåæè íà úãúë ñ àìïëèòóäà � 2�; òîè òî è pz å åäíîçíà÷åí êëîí. Â íàøèÿ ñëó÷àé å ïîäõîäÿù èçáîðà íàñëåäíèÿ åäíîçíà÷åí êëîíLogz := ln jzj+ i Arg (z);êàòî z ùå ñå ïðîìåíÿ â öÿëàòà ðàâíèíà, ðàçðÿçàíà ïî ïîëîæèòåëíàòàðåàëíà îñ, ò.å. 0 � Arg (z) < 2�: Èëè,pz =pjzjei Arg (z)=2; 0 � Arg (z) < 2�; z 6= 0: (8)Âúâåæäàìå �óíêöèÿòà f(z) = 1pz(z + 4)è ðàçãëåæäàìå Ir;R := Z�r;R f(z)dz; r < 4 < Râúðõó ñëîæíèÿ êîíòóð �r;R; ñúñòîÿù ñå îò îêðúæíîñòèòå C0(R); îáèêîëåíàâ ïîëîæèòåëíà ïîñîêà, îò îêðúæíîñòòà C0(r); îáèêîëåíà â îòðèöàòåëíàïîñîêà è îò äâàòà áðÿãà íà îòñå÷êàòà [r; R℄; ñúîòâåòíî â ïîñîêà r �! R èâ ïîñîêà R �! r: Ñ äðóãè äóìè,Ir;R = IC0(R) f(z)dz + Z rR f(z)dz � IC0(r) f(z)dz + Z Rr f(z)dz (9):Îò òåîðåìàòà çà ðåçèäóóìèòå, ïðèëîæåíà çà �óíêöèÿòà f è îáëàñòòà,îãðàíè÷åíà îò êîíòóðà �r;R; ñëåäâà ðàâåíñòâîòîIr;R = 2�iRes(�4) = �: (10);4



òúé êàòîp�4 = 2ei�=2 = 2i:Äà ðàçãëåäàìå èíòåãðàëèòå ïî äâåòå îêðúæíîñòè.Èìàìåj IC0(R) f(z)dzj � kf(z)kC0(R)2�R � 2� RpR(R� 4) ! 0; R!1: (11)Ïî ñúùèÿ íà÷èí èj IC0(r) f(z)dzj � kf(z)kC0(r)2�r � 2� rpr(4� r) ! 0; r ! 0: (12)Ïî-íàòàòúê, ñúãëàñíî (8),f(z) = � px; z = x + iy 2 [r; R℄pxe2�i=2 = �px; z = x + iy 2 [R; r℄:Òîâà îçíà÷àâà, ÷åZ rR f(z)dz + Z Rr f(z)dz = Z rR 1�px(x + 4)dx + Z Rr 1px(x + 4)dx == 2 Z Rr 1px(x+ 4)dx:Çàìåñòâàéêè ïîëó÷åíèÿ ðåçóëòàò â (9) è èçïîëçâàéêè (10), âèæäàìå,÷å 2 Z Rr 1px(x+ 4)dx+ IC0(R) f(z)dz � IC0(r) f(z)dz = �:Îñòàâÿéêè ñåãà r ! 0 è R ! 1 ïîëó÷àâàìå, íà îñíîâàíèå íà (11) è(12) , ÷å I = �=2:
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1. íàìåðåòå ÷èñëàòà z; çà êîèòî os z = i sin z:�åøåíèå: Îò �îðìóëèòå íà Euler ïîëó÷àâàìåeiz + e�iz = eiz � e�iz;êîåòî îçíà÷àâà, ÷å eiz = 0:Óðàâíåíèåòî íÿìà ðåøåíèå.
2. Äîêàæåòå, ÷å ðåäèöàòà fzng1n=1 å ñõîäÿùà òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòîáåçêðàéíèÿò ðåä P1n=0(zn � zn�1) å ñõîäÿù.�åøåíèå: Äà ïðèïîìíèì äå�èíèöèÿòà çà ñõîäÿù áåçêðàåí ðåä: A :=P1n=0 an å ñõîäÿù, àêî ðåäèöàòà îò ïàðöèàëíèòå ñóìè å ñõîäÿùà, èA := limN!1SN ; SN = NXn=0 an:�åøåíèåòî ñòàâà î÷åâèäíî, àêî âçåìåì ïîä âíèìàíèå, ÷åN�òàòà ïàðöèàëíàòàñóìà íà ðåäà P1n=0(zn � zn�1) å aN � a0:
3. Äîêàæåòå, ÷å àêî è äâåòå �óíêöèè f(z); jf(z)j ñà åäíîâðåìåííî àíàëèòè÷íèâ îáëàñòòàD; òî f � Const; àêî è äâåòå �óíêöèè f(z); �f(z) ñà åäíîâðåìåííîàíàëèòè÷íè â îáëàñòòà D; òî f � Const:�åøåíèå: Ôóíêöèÿòà jf(z)j å ðåàëíîçíà÷íà ò.å. èìàãèíåðíàòà è' ÷àñò åòúæäåñòâåíà íóëà. Íî ïî óñëîâèå òÿ å è àíàëèòè÷íà åäíîâðåìåííî ñ òîâà.Òîãàâà, ñïîðåä óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-�èìàí,íåéíàòà ðåàëíà êîìïîíåíòàñúùî òðÿáâà äà å òúæäåñòâíà êîíñòàíòà, ò.å. jf(z)j = Const íàâñÿêúäå âD: Ñåãà ùå ïðèëîæèì ïðèíöèïà íà ìàêñèìóìà íà ìîäóëà íà àíàëèòè÷íè�óíêöèè. Òúé êàòî è f(z) Å ÀÍÀËÈÒÈ×ÍÀ Â D; òî jf(z)j ùå äîñòèãàñâîÿ ìàêñèìóì âúðõó ãðàíèöàòà, îñâåí àêî íå å òúæäåñòâåíà êîíñòàíòà.Íî â íàøèÿ ñëó÷àé jf(z)j = Const íàâñÿêúäå â D; òàêà ÷å è ñàìàòà�óíêöèÿ ùå å òúæäåñòâåíà êîíñòàíòà.6



Âòîðîòî òâúðäåíèå ñëåäâà îò óðàâíåíèÿòà íà Êîøè-�èìàí. Äåéñòâèòåëíî,íåêà f = u+ iv:Òîãàâà �f = u� iv:Îò àíàëèòè÷íîñòòà íà äâåòå �óíêöèè èìàìåu0x = v0y; u0y = �v0x;êàêòî è u0x = �v0y; u0y = v0x:Ïðîñòîòî ñðàâíåíèå ïîêàçâà, ÷åu0x = v0y = u0y = v0x =;îòêúäåòî ñëåäâà è íàøåòî òâúðäåíèå.
4. Íåêà f å àíàëèòè÷íà âúðõó çàòâîðåíèÿ êðúã K è íåêà jf(z) � 1j < 1çà âñÿêî z 2 K: Äîêàæåòå, ÷å f íÿìà íóëè âúâ âúòðåøíîñòòà íà êðúãà.�åøåíèå: Àêî òâúðäåíèåòî íå å âÿðíî, òî çà íÿêîÿ âúòðåøíà òî÷êà z0�óííêöèÿòà ùå ñå àíóëèðà, ò.å. f(z0) = 0: Íî òîãàâàj0� 1j < 1;êîåòî î÷åâèäíî å ãðåøíî.5. Îïðåäåëåòå ñòîéíîñòòà íà èíòåãðàëàZ� f 0(z)f(z) dz;áåç äèðåêòíî äà ãî ïðåñìÿòàòå, êàòîf(z) = ez z2(z � 1)3(z + 2)(z � 2)2 ;à êîíòóðúò � å åëèïñàòà ñ �îêóñè�1; è ñ ãîëÿìà è ìàëêà ïîëóîñ ñúîòâåòíî5=4; 3=4: 7



�åøåíèå: Ïðèëîæåòå ïðèíöèïà íà àðãóìåíòà.6. Ïðåñìåòíåòå I := Z� os zz2(z � 3)dzêàòî � å êîíòóðúò, îãðàíè÷àâàù îáëàñòòà, çàêëþ÷åíà ìåæäó îêðúæíîñòèòåC�1(2) è C3=4(1=4):�åøåíèå: Îòãîâîðúò å I = 2�i( os zz � 3)0(0):7. TEST-APRIL8. TEST-MAY�åøåíèå
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