
Tåñò, Ìàé 2007, Påøåíèÿ1. Äîêàæåòå, ÷å j Z
 esin zdzj � 1;êàòî èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî èìàãèíåðíàòà îòñå÷êà 
 =[0; i℄:�åøåíèå:Âúðõó îòñå÷êàòà 
 å âàëèäíî ïðåäñòàâÿíåòî z = iy; y 2 [0; 1℄: Îò�îðìóëèòå íà Euler çíàåì, ÷åsin z = eiz � e�iz2i :Ñëåä çàìåñòâàíåòî ïîëó÷àâàìåZ
 esin zdz = i Z[0;1℄ e e�y�ey2i dy:Î÷åâèäíî je e�y�ey2i j = 1;îòêúäåòî âåäíàãà ñëåäâà òúðñåíàòà îöåíêà.2. Âÿðíî ëè å èëè íå ðàâåíñòâîòîIC0(1) �zdz = IC0(1) 1z dz:Îáîñíîâåòå îòãîâîðà ñè.�åøåíèå: Çíàåì, ÷å âúðõó åäèíè÷íàòà îêðúæíîñòz�z = 1;îòêúäåòî �z = 1z :1



Î÷åâèäíî è íàïèñàíîòî ðàâåíñòâî å âÿðíî.3. Íåêà � å ãëàäúê êîíòóð, ñâúðçâàù òî÷êèòå �3i è 3i è ëåæàùâ äÿñíàòà ïîëóðàâíèíà fz;R(z) > 0g: Äà ñå ïðåñìåòíå R� 1zdz�åøåíèå: Ïîëàãàìå I := Z� 1zdzè èçáèðàìå ïîëîæèòåëíî ÷èñëî " < 3 ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å êðèâàòà �äàëåæè âúâ âúíøíîñòòà íà êðúãaD0("): Ñëåä òîâà ðàçãëåæäàìå �óíêöèÿòàf(z) = 1z â îáëàñòòà D ñ ãðàíèöà �D = � S[3i; i"℄S (�
")S[�i";�3i℄;êúäåòî � å ïîëîæèòåëíî îðèåíòèðàíà,à êðèâàòà�
" å îòðèöàòåëíî îðèåíòèðàíàè å îíàçè ÷àñò îò îêðúæíîñòòà C0("); êîÿòî ñå íàìèðà â äÿñíàòà ïîëóðàâíèíà.Òúé êàòî f 2 A(D; òî òåîðåìàòà íà Êîøè å ïðèëîæèìà, îòêúäåòîZD f(z)dz = 0;èëè I = Z
)" f(z)dz + Z[i";3i℄ f(z)dz + Z[�3i;�i"℄ f(z)dz:Ïî-íàòàòúê ðåøåíèåòî å ïîçíàòî.4. Íåêà f 2 A(D0(1)) è jf(z)j � M âñåêè ïúò, êîãàòî jzj = 1:Äîêàæåòå, jf(0)j � M è jf 0(0)j � M: Êàêâî ìîæåì äà êàæåì çàf (n)(0)?�åøåíèå: Îò èíòåãðàëíàòà òåîðåìà íà Êîøè èìàìåf(0) = 12�i IC0(1) f(z)z dz;îòêúäåòî ñëåäâà ïúðâàòà îöåíêà. Ïî-íàòàòúê:f (n)(0) = n!2�i IC0(1) f(z)zn+1dz; n = 1; 2; � � �2



êîåòî âîäè äî jf (n)(0)j � n!M:5. Ñúùåñòâóâà ëè ñòåïåíåí ðåä P1n=0 anzn; êîéòî äà å ñõîäÿù âòî÷êàòà z = 2 + 3i è ðàçõîäÿù â z = 3� i?�åøåíèå: Îòãîâîðúò å "íå."Äåéñòâèòåëíî, ñðàâíÿâàéêè äâàòàìîäóëà âèæäàìå, ÷å j2+3ij > j3� ij: Ïî òåîðåìàòà íà Àáåë òîãàâàñõîäèìîñòòà íà ðåäà â z = 2+3i ãàðàíòèðà ñõîäèìîñò è â z = 3� i;ïðîòîâîðå÷è íà óñëîâèåòî.6. Íàìåðåòå Ëîðàíîâîòî ðàçâèòèå íà �óíêöèÿòà f(z) = z2 
os 13zçà jzj > 0:�åøåíèå:Çíàåì, ÷å
os 13z = 1Xn=0(�1)n 1(3z)2n(2n)!Îòòóê ïîëó÷àâàìåf(z) = z2 � 118 + 1Xn=1(�1)n�1 1z2n32n+2(2n+ 2)!7. Íàìåðåòå Ëîðàíîâîòî ðàçâèòèå íà �óíêöèÿòà f(z) = z2�2z+3z�2 âîáëàñòòà jz � 1j > 1:�åøåíèå:Èçïîëçâàìå ïîçíàòîòî ïðåîáðàçîâàíèå1z � 2 = 1(z � 1)� 1 = 1z � 1 11� 1z�1 :3



Òúé êàòî jz � 1j > 1; òî11� 1z�1 = 1z � 1 1Xn=0 1(z � 1)n ;òàêà ÷å 1z � 2 = 1Xn=1 1(z � 1)n :Îêîí÷àòåëíî f(z) = [(z � 1)2 + 2℄ 1Xn=1 1(z � 1)n :
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1. Äîêàæåòå, ÷å j Z
 esin zdzj � 1;êàòî èíòåãðèðàíåòî ñå èçâúðøâà ïî èìàãèíåðíàòà îòñå÷êà 
 =[0; i℄:Óïúòâàíå: Èçïîëçâàéòå ïàðàìåòðè÷íîòî ïðåäñòàâÿíå íà îòñå÷êàòà
 è ñëåä òîâà �îðìóëèòå íà Euler çà �óíêöèÿòà sin z:
2.Âÿðíî ëè å èëè íå ðàâåíñòâîòîIC0(1) �zdz = IC0(1) 1z dz:Îáîñíîâåòå îòãîâîðà ñè.
3. Íåêà � å ãëàäúê êîíòóð, ñâúðçâàù òî÷êèòå �3i è 3i è ëåæàùâ äÿñíàòà ïîëóðàâíèíà fz;R(z) > 0g: Äà ñå ïðåñìåòíå R� 1zdzÓïúòâàíå: �àçãëåäàéòå ïîäèíòåãðàëíàòà �óíêöèÿ â ïîäõîäÿùàîáëàñò è èçïîëçâàéòå òåîðåìàòà íà Êîøè.
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4. Íåêà f 2 A(D0(1) è jf(z)j � M âñåêè ïúò, êîãàòî jzj = 1:Äîêàæåòå, jf())j � M è jf 0(0)j � M: Êàêâî ìîæåì äà êàæåì çàf (n)(0)?
5. Ñúùåñòâóâà ëè ñòåïåíåí ðåä P1n=0 anzn; êîéòî äà å ñõîäÿù âòî÷êàòà z = 2 + 3i è ðàçõîäÿù â z = 3� i?Óïúòâàíå: Ñðàâíåòå äâàòà ìîäóëà è ïðèëîæåòå òåîðåìàòà íàÀáåë.
6. Íàìåðåòå Ëîðàíîâîòî ðàçâèòèå íà �óíêöèÿòà f(z) = z2 
os 13zçà jzj > 0:
7. Íàìåðåòå Ëîðàíîâîòî ðàçâèòèå íà �óíêöèÿòà f(z) = z2�2z+3z�2 âîáëàñòòà jz � 1j > 1:
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