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1. Nametere obraza na pravite x = a, y = b posredstvom transfor-
maci�ta w(z) = z−a

z−ib , a, b ∈ R.
Rexenie: Polagame l1 := {z, x = a}, l2 := {z, y = b}. Obrazite pri
transformaci�ta w oznaqavame s Li, i = 1, 2. Po -natat�k :

∞ −→ 1,
0 −→ −ia

b

a −→ 0
ib −→∞

Ot a,∞, 0 ∈ l1 sledva 0, 1,−ia
b
∈ L1, 1,∞ ∈ L2. T�� kato l1 ⊥ l2, to i

L1 ⊥ L2. S drugi dumi, L1 e okr��nostta prez toqkite 0, 1,−ia
b
,a

L2− pravataprez 1 i minavawa prez cent�ra na tazi okr��nost.

2. Namerete obraza na poluivicata G := {z = x+ iy, 0 ≤ x <∞, 0 ≤
y ≤ π} posredstvom transformaci�ta w = ez+1

ez−1
.

Rexenie: Zapoqvame s transformaci�ta z1 = ez. T� izprawa
kontura na poluivicata v {z, x ≤ −1}

⋃
{z, y ≥ 0, |z| = 1}

⋃
{z, x ≥ 1},

a samata poluivica - v neograniqenata oblast nad tozi kontur.
Sledvawata transformaci� e M^OBIUSOVATA

w =
z1 + 1

z1 − 1
.

T� izprawa < v sebe si, a ediniqnata okr��nost C0(1)− v imag-
inernata os =. Proizvolna toqka ot naxata oblast, napr. z = 2i,
opredel� obraza na c�lata oblast. T�� kato

w(2i) =
3− 4i

5
,

to obraz�t e qetv�rti�t kvadrant. I taka, obraz�t na poluivi-
cata G pri posoqenoto izobra�enie w(z) e qetv�rti�t kvadrant.

3. Namerete obraza na poluivicata G := {z = x + iy, −∞ < x <
1, −π ≤ y ≤ π} posredstvom transformaci�ta w = ez−1

ez+1
.
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Rexenie: Zapoqvame s transformaci�ta z1 = ez. T� izprawa
oblastta G v kr�ga K0(e) s cent�r v naqaloto i radius = e,
razr�zan po oceqkata [−e, 0]. Po -natat�k transformaci�ta NA
M^OBIUS w(z1) = z1−1

z1+1
izprawa okr��nostta C0(e) v okr��nost

C, centrirana v�rhu realnata prava i minavawa prez toqkite
e−1
e+1

, e+1
e−1

, a interval�t [−e, 0]− v bezkra�nite l�qi {z, x ≤ −e}
i {z, x ≥ e+1

e−1
}. T�rseni�t obraz e v�nxnostta na okr��nostta C,

razr�zana po gornite l�qi.
4. Analitiqna li e funkci�ta f(z) = |z|. Obosnovete otgovora.

Rexenie: Da dopusnem, qe |z| e analitiqna. Tazi funkci� ima
samo realna komponenta, imaginernata qast e t��destvena nula.
No t� we udovletvor�va uravneni�ta na Koxi Riman, pone�e e
analitiqna, otk�deto sledva, qe e t��destvena konstanta. Posled-
noto e oqevidno nev�rno.

5. Za kakvi sto�nosti na z e v�rno 1z = 1. Obosnovete otgovora.

Rexenie: Neka z = x+ iy. Po definici�, 1z = ez log 1, ili

1z = ezarg 1 = ezi2kπ, k = 0,±1,±2, · · · .

Ottuk
1z = e2kπixe−y2kπ = (e2kπi)xe−y2kπ = e−y2kπ.

Posledni�t izraz e raven na 1 za vs�ko k togava i samo togava,
kogato y = 0, t.e., kogato qisloto z e realno.

6. Nametere obwi� vid na transformaci� na Moebius, ko�to da
izprawa d�snata poluravnina bez kr�ga {z, |z −

√
2| ≤ 1} ,v�rhu

veneca {z, 1 ≤ |z| ≤ a}.
Rexenie: T�rsim dvo�kata toqki, inversni ednovremenno spr�mo
imaginernata os i okr��nostta C√2(1). Tova sa toqkite ±1. Vs�ka
transformaci� w(z) = K z−1

z+1
sK = konstanta izprawa posoqenata

oblast v�v venec s cent�r naqaloto. Tova sledva ot vr�zkata
me�du DLT i inversi�ta. Sled podhod�wo normirane na kon-
stantata K stigame do t�rsenata transformaci�.

7. Poka�ete, qe ako f(z) i |f(z)| sa ednovremenno analitiqni v
oblastta D, to f ≡ Const.
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Rexenie: Neka

f(z) = u(x, y) + iv(x, y) + C1 + iC2, C1,2 =

konstanti, e analitiqna. Ot uravneni�ta na Cauchy-Riemann
sledva

ux = vy, uy = −vx.

Ot analitiqnostta na |f(z)| imame

(u+ C1)ux + (v + C2)vx = (u+ C1)uy + (v + C2)vy = 0.

Poslednoto e homogenna line�na sistema spr�mo u, v, determi-
nantata na ko�to e ravna na uxvy − uyvx, a t� e razliqna ot nula
poradi uslovi�ta na Cauchy-Riemann. Togava u ≡ −C1, v ≡ −C2,
t.e. funkci�ta e t��destvena konstanta.
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