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1. Dans cet ouvrage on montre que certains problémes de progammation
mathématique (linéaires ou non-linéaires) dans des espaces ordonnés se réduisent
a I’étude de I'ensemble des points fixes d’un certain opérateur associé. En 1965 E.
B. ErSov dans I'ouvrage [4] a considéré le probléme d’optimisation suivant.

Soit E=R" et K < E un céne convexe saillant, fermé qui donne sur E une
structure d’espace de Riesz et soit ”=* la relation d’ordre définie par K.

On suppose qu’il est donné une fonction continue monotone croissante
f:K—E (c-a-d.. x; =x,=f(x,)=f(x,)), et ¢:K—R une fonction monotone
croissante. E. B. Erfov a cdnsidéré le probléme d’optimisation suivant:

*) min {@p(x)|xe @} o: 2 ={x|xeK &f(x)<x}
et il a montré que dans le cas E=R"si 2 #®, alors 2 a un plus petit élément z qui
est la solution du probléme (*) mais il n’a proposé aucune méthode de calcul pour
I'élément z. '

En 1968 dans I'ouvrage [1] V. Z. Belenkii a étudié le probléme d’Ersov en
y associant un probléme de point fixe et il a démontré que dans le cas 2 #® et f
continue, la solution du probléeme d’ErSov peut étre calculée par des
approximations successives.

On remarque aussi que le probléme d’ErSov sur les espaces ordonnés a été
aussi considéré par R. Cristescu, en 1976, dans I'ouvrage [3]. Le probléme
d’ErSov intervient dans les problémes de planification [4]. On sait que la théorie
des catastrophes affirme que les catastrophes dans les systémes économiques sont
Causées par I'absence de la continuiré. Mais, dans les problémes de planification,
Pabsence de la continuité peut intervenir facilement. Cet aspect du probléme
Justifie I'étude qu’on présente dans cette note. Donc, on étudie le probléme
d’Ersov dans les espaces vectoriels topologiques ordonnés en supposant f pas
Nécessairement continue et pas nécessairement monotone croissante.

. L’étude qu’on présente utilise un théoréme de point fixe pour les opérateurs
discontinus A-monotones au sens de Politjukov [7]. Un cas particulier de ce
théoréme a été utilisé dans I'ouvrage [6] dans la comparaison des solutions des
€quations différentielles dans les espaces de Banachordonnés.

2. On suppose que E (7) est un espace métrisable qui a la topologie T définie
par une famille suffisante de semi-normes {|,}nen> C.-3-d.:

i) (Vx€E) (x#0) (IneN) (| x|,#0)
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ii) (vn, meN) (IreN) (Vxe€E) (| x|, | X|a=|x],).

On dit que le sous-ensemble K< E est un cone convexe saillant si:
c,) K+KcK; c,) (VAeR,) (AK<K) ; c;3) Kn(—K)={0}.

On dit que le cone convexe K = E est normal pour la topologie 7 s’il existe
un systéme fondamental de t-voisinages # de zéro tel que: (VUe%)(U=(U
+ K) n(U — K)). Des exemples de cones normaux se trouvent dans 'ouvrage [5].

On dit que le cone convexe K = E est complétement régulier [resp.
régulier] si toute suite monotone croissante dé¢léments de K qui est
topologiquement bornée [resp. bornée par rapport a I'ordre définie par K] est -
convergente.

Si le cone convexe K < E est complet et bien basé¢ [5] alors il est
complétement régulier, ou si K < E est normal et faiblement complet alors il est
aussi complétement régulier [5]. On démontre aussi que si K < E est un cone
convexe normal et complétement régulier alors il est régulier [5]. Les cones
normaux, complets et faiblement Schwartz sont complétement réguliers [5], [6].

Si E (1) est en plus un espace nucléaire complet ou semi-réflexif alors tout
céne normal fermé K — E est complétement régulier [5].

Soit maintenant E (t) un espace localement convexe, K — E un cdne convexe
saillant et ”=*“ la relation d’ordre définie par K.

Soit A = E un ensemble et f:A—E un opérateur (pas nécessairement
continu).

Définition 1. On dit que l'opérateur f est (sm)—compact sur l'ensemble A si et
seulement si, toute suite de la forme: xo=f(x,)= ...2f(x,) . .. ou pour tout neN,
x,€ A contient une sous-suite convergente.

Exemples. 1) Si f(4) est séquentiellement compact, alors l'opérateur
f:A—E est (sm)—compact.

2) Si f est monotone croissant, propre et s’il existe ne N tel que f" (A) est
séquentiellement compact alors f est (sm)-compact.

3) Sif: A— A, f(A) est borné et le cone K est séquentiellement complétement
régulier, alors f est (sm)—compact.

Soit E (t) un espace localement convexe ordonné par le cone convexe fermé et
saillant K < E.

Définition 2. On dit que l'opérateur f: A>E, A = E est A—monotone croissant
si et seulement si, il existe up opérateur A: E—E pas nécessairement linéaire c:
continu tel que:

1) il existe (I+A)~* .

2) (I+A)"! est monotone croissant .

3) f+ A est monotone croissant sur A.(x ;, x,€4 et x; Sx,—>f(x )+ A (x,)

Sf(x )+ AKX ,).).

Remarque. Si E est un espace de Banach et A —linéaire et continu, on
obtient la notion d’opérateur A —monotone, défini par V. P. Politjukov [7].

Théoréme 1. Soit E (t) un espace localement convexe metrisable, ordonné par un
cone convexe K c E supposé normal, fermé et saillant. Soit A< E un sous-ensemble
fermé et f:A—E un opérateur A-monotone croissant.

Si: (I+A)~! (f+A) set (sm)-compact, (I+A)~" (f+A)(A)<= A et s'il existe un
élement xpe A tel que f(xo)<x, alors f a un point fixe dans l'ensemble A.
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Démonstration. Puisque I'espace E(r) est métrisable on sait que la
topologie 7 est équivalente avec une topologie définie par une famille croissante
dénombrable de semi-normes {||,}nen-

Nous pouvons supposer que la famille {||,},.y Vvérifie les propriétés i), ii) et
comme le cone K est normal nous pouvons supposer aussi que pour tout ne N, la
semi-norme ||, est monotone croissante sur le céne K. Dans ce cas, la topologie t
est équivalente avec la topologie définie par la métrique

(1) dx, y)= 2 2-n X"Vl

: V x, yeE.
n=1 1+|x_yln Y

On considére l'opérateur: g=(I+A)~! (f+A) qui est monotone croissant,
g:A—A et I'ensemble: Ay={xzA|g(x)<x}. Puisque f(x,)<x, on obtient que
Xo€ A et donc A,#®. Pour tout ie Non considére la fonction: ®(. ; i): Ag—R,
définie par:

(2) @ (w; i)=sup{d(g'(v), g’W)|v, we A, g'(v)Sg'(w)Su}.
La fonction ®(.; i) est bien détinie, parce que pour tout ue A, on a, g(u)<u
d’otl g' (1)< u. Soit maintenant la fonction de deux variables ®(u; i). La fonction

@ (u; i) est décroissante d’aprés i pour u fixé. En effet, il est suffisant de démontrer
que:

3) DO(u; i+1)=®(u; i) pour tout ieN
Soit M I’ensemble formé par tous les couples (v , w ) qui intervienent dans le
calcul du @(u; i) et M, ’ensemble de tous les couples (v, w,) qui intervient dans le

calcul du ®(u;i+1).

Si(vy, w,)e M, alors g(v,) Svy, g(w;)Sw,. On pose: v=g(v,); w=g(w,).
Alors v, we A, parce que:

g(W)=g@@))=g@)=v. gWw)=g(g(w,)=gw,)=w.
On a aussi les relation suivantes:
gt )=g'(g@)=g'0), ¢ W)=g'(g(W))=g'W).
Dong, si (v,, wy)e M, alors il existe (v, w)e M tel que: d(g'*'(v,), g'* ! (w,))
=d(g'(v), g'(w)) d’ou il résulte la relation (3). On peut affirmer donc qu’il

existe lim,., ®(u;i) et on peut définir:

4 du)=1lim ®(u; i); VueA,.

i—~+o
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On démontre aussi que I’hypothése que g est (sm)-compact implique la
relation:

(&) inf ®(u)=0; VyeA,,
ugy
ueAdg

En effet, on suppose que la relation (5) n’est pas vraie,donc: (3 y, € 4)
(3Bo>0, BoeR) (V ueA, u<y) (VieN) (®(u; i)>p,). Dans ce cas on peut
construire la suite:

6)  VoZg?(v) Zg*(W)2g* ()2 g* W)= . . . Zg¥)Zg¥ (W)= . . .
ou v, w,eAd, telle que:
Q) d(g* ), g (w))>Po, V seN.

La suite (6) n’a pas de sous-suites convergentes.
En effet, nous avons les relations suivantes.

(8) 9% () —g*C P (1,4 Zg** (v)—g* (W) =0, V 5, V k=1, 2, . . .
)] gzs(Ws)—gz(ﬁk)(WHk)ggz(H”(Us+1)—gz(s+l)(ws+1)g0’
Vs Vk=1 2, ...

Puisque: g2¢*®(v,,,) =g>*(w,) pour tout s et k, et g>*(w,) g>**"V(vs4,);
g2t P (w,, ) <g?¢*V(w,,,) pour tout s et k=1, 2, . . . ce quE donne:

g2 (W) —g> P Wyt )= 97T (041 ) =970 W0 0 2970V (0541) — 97T P (W)

Donc, les relations (8) et (9) sont vraies.

Mais la relation (7) implique: g¢**(v)) —g%*(w;)>0 et g>¢*V(v,, ;) —g26+D
(ws4+1)>0 quel que soit seN. ;

Puisque la famille de semi-normes {|,},.n Vérifie la propriété i) et pour
chaque neN la semi-norme ||, est monotone croissante sur le cone K il résulte
qu’il existe n,, n,e N pour chaque seN tels que

192 (0)—g* P (V4 ) In, Z197° ) —g> W, >0; V k=1, 2, . . .
et
g2 (W) — g2V Wer) o, 2192 (054 ) =g VW ) 1a, >0 ¥V k=1, 2, . ..

"2:

Comme chaque sous-suite de la suite (6) contient ou une infinité de termes de
la forme g% (v,,) ou une infinité de termes de la forme g% (w,,) ou {s.} est une
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sous-suite de N il résulte que chaque sous-suite de la suite (6) n’est pas une suite de
Cauchy, donc n’est pas convergente. Ici nous observons aussi que les sous-suites’
{g* (vs)}, {9 (w,)} a cause de la relation (7) ne sont pas constantes.

Donc nous avons obtenu que la suite (6), n’a pas de sous-suites convergentes.
Mais cette affirmation est en contradiction avec I’hypothése que g est un
opérateur (sm)-compact parce que g>*~!(v,), g>*~!(w,)e A, quel que soit se N.

On peut donc maintenant affirmer que la relation (5) est vraie. Utilisant la
relation (5), 'élément x, € 4, la monotonie de g et le fait que f est (sm)-compact
on peut construire une suite de la forme:

(10 XoZg(x)Zg?(x2)=...9"(x)2 ...

qui a les propriétés suivantes:
) 1 . '
(11) P x) <3 xiedo i=1, 2, . . .

(12) g"(X)nen €st convergente vers un élément ye A.

Pour obtenir la suite (10) on utilise aussi le fait que @ vérifie la propriété:
(13) Uy Suy=>0u,) < 0u,).

La relation: g'(x;)Zy implique, g'*!(x;) =g (y) et comme x; Zg(x,) implique

g'(x) Z2g°* ! (x;)) on obtient que g'(x;) =g (y) pour tout ie N ce qui donne y=g(y)’
c’est-a-dire, ye A,.

On observe que pour tout i et m on a:
g )G X m) 2y g () 29 ().

De la relation (11) on obtient:

— . . 11
(14) lim d(g"" ™ (x4 m), g'*"'(y))§7<i—; i=2, 3, ...

m— oo _l

Donc il existe m tel que: d(g'*™(x;4m), g‘*"‘(y))<ﬁ.

Tenant compte de la définition de la distance d, on obtient pour n la relation

o 18T K — GO, 1
2™n - .
TG ™ Cim)—G ")y i1

et d’aprés un calcul élémentaire on obtient pour tout n tel que i—1>2"
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. . 2 .
|9'+"'(xi+m)-g'+"'()’)|n<i—_1—_§; i=2 3, ...

Pour n donné, on prend i tel que i—1>27% alors il existe m tel que

(15) |g‘*"'(x,-+,,.)—g'+"'(}’)|n<__l.‘_1_2n'

Puisque: 0=Sy—g(») £g'* ™ (X;+m)—g'*™(y) et les semi-normes {| ln}nen sont
monotones croissantes sur le cone K, on obtient que pour n donné et i—oo (i
—1>2" si on retient lindice m pour lequel on a la relation (15), on a

s 4 ; 2
0=|y=9 W L=1g" " Xism =9 " WS T 57

Alors quand i—oco on obtient: |y—g()|,=0 et si on fait le méme
raisonnement pour chaque neN on a: (V neN) (ly—g(y) |,=0) et comme la
famille de semi-normes {| |}~ Vérifie la relation i) il résulte que y—g(y)=0et y
est un point fixe pour g dans I’ensemble 4. Mais ¢a donne: (I +A)" T (+A )=y
d’ou f(y)=y et le théoréme est démontreé.-

Remarque. Si f: A—E est un opérateur monotone croissant, alors il est A
—monotone ou A=0 (Popérateur nul).

Corollaire 1. Soit E (t) un espace localement convexe métrisable ordonné par un
cone normal fermé et saillant K, A<E un ensemble fermé faiblement
séquentiellement compact et f: A—E un opérateur A-monotone croissant (pas
nécessairement continu).

Si I+A)" ' (f+A)(A)= A et s'il existe xo€ A tel que f(xo)=x, alors f a un
point fixe dans l'ensemble A.

Démonstration. Il est suffisant de prouver que g=(I+A)~ ' (f+A) est
(sm)-compact. En effet, pour toute suite de la forme:

(*) XoZg(x)2g(x)= . . . Zgx)= . - .

il existe une sous-suite {g (x,,k)} faiblement convergente et comme le cone K
est normal il résulte que la suite {g (x,,k)} est t-convergente vers la méme limite.

[5]1

Corollaire 2. Soit E (t) un espace localement convexe métrisable ordonné par un
cone normal, fermé et saillant.

On suppose que le cone K est séquentiellement complétement régulier.

Soit f: K—K un opérateur A-monotone croissant et forcé (f(0)>0). Si
I+A)" 1 (f+A) (K)=K et sl existe xo,€K tel que f(x o) S x o alors fa un point
fixe x*eK, x*#0.
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3. Soit E (1) un espace localement convexe métrisable ordonné par un céne
convexe fermé, normal saillant et régulier. On suppose aussi que
I’espace ordonné (E, K) est un espace de Riesz. Soit f: K—E un opérateur (pas
nécessairement continu) et p:K—R une fonction monotone croissante. On
considére le probléme d’optimisation:

(*): mi%p(x); ou 2 ={xeK|f(x)=x}.

X €

On considére l'opérateur:

F(x)=[ f(x)] +=sup(0, f(x)), VxeK.

Théoréme 2. Si F est continu et A-monotone croissant ou A et (I+A)~"' sont
continus et (I+A)~' (F+A) (K)cK, alors les affirmations suivantes sont
equivalentes.

1) 2 ={xeK|f(x)<x} est non-vide

2) ¥ ={xeK|F(x)=x} est non-vide

3) 1l existe la limite de la suite {x,} oti: Xo=0, Xp4+1+A (X n+1)=F (x,)
+A(x,) et si xx«=lim,_, . x, alors xx€ N = D et xx est le plus petit élément de
I'ensemble & .

Demonstration. (2)=(1). En effet, si /'~ ® alors il existe x,eA4"et donc
F(x¢)=Xxo. Comme F(xo)=sup [0, f(x,)] on obtient que f(xo,)<x, d’ou on a
D # .
(3)=(2). Utilisant la continuité on peut passer a la limite dans la relation:

x0=0, X,4,=(I+A) "' (F+A) (x,):n=1, 2, . ..

et on obtient que: x,=(I+A)"'(F+A)(x,) dou: F(x,)=x, et donc N £O.,
(1)=>(3). On suppose donc 2 #® et soit yeg. '
Alors f(y)<y et F étant A-monotone croissant, on obtient F(y)+A(y) =y
+A() dou, I+A) "' (F+A)(»)=y. On a aussi,

0S(I+A)"'(F+A)(0) et donc, 0Sx,<x,< . .. <x,= ... =y

Le cone K étant régulier, il existe x, =lim,_ ,, X, et utilisant la continuité on
a:x,=I+A)""(F+A)(x,) dou, F(x ,)= x, et donc x, € N(c’est-a-dire & # D). 1]
est évident que # = 2. On observe maintenant que x, <y pour tout ye 9 ce qui
donne que x, est le plus petit ¢lément de l’ensemble 2.

Remarque. Si 9 #® alors I’élément x, obtenu par laffirmation (3) est la
solution du probléme (*).

On considére maintenant le cas discontinu.

Théoréme 3. Soit E (1) un espace localement convexe métrisable ordonné par un
cbne convexe K = E supposé. fermé, saillant, normal et qui donne sur E une structure
d’espace de Riesz.Si F est A-monotone croissant,(I +A)™*(F + A) est (sm)-compact
et I+A) "' (F+A)(K)=K alors les affirmations suivantes sont équivalentes.

(1) P ={xeK|f(x)=x} est non-vide

?2) N ={x|xeK, F(x)=x} est non-vide.
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Démonstration. (1)=(2) On suppose que 2 #®; donc il existe ye 2 tel
que f(y)=<y d’ou on a que F(y)<y. Soit g(x)=(I+A)"' (F+A) (x) et A=[0,y]
={x|0<x=y}. Le cone K étant fermé il résulte que A est fermé. F étant A-
monotone croissant on a que g (4) < A et g étant (sm)-compact commeé g (y)<y on
peut utiliser le théoréme 1 et on obtient qu’il existe x, € 4 tel que g(x,)=x, d’ou
F(x,)=x, et donc N #®

(2)=>z'1) Si ¥/ #® il existe x,eANtel que F(x,)=x, et la définition de F
implique f(x,)<x, cClest-a-dire @ #®. ~

Le resultat suivant est un théoréme de localisation de la solution du
probléme (*).

Théoréme 4. Si les hypothéses du théoréme 3 sont verifiees si D #® alors

#® et x, est le plus petit élement de I'ensemble D si et seulement si x,, est le plus
petit élement de l'ensemble /. (Dans ce cas x, est la solution du probleme (*).)

Démonstration. Si 2 #® alors le théoréme 3 implique que &/ #®, et la
définition de l'opérateur F implique que &/ < 9.

Soit x,, le plus petit €lément de 'ensemble 2. On a alors F (x,)=x, et on peut
appliquer le théoréme 1 a l'opérateur g=(I +A)"! (F+A) et a I'’ensemble
fermé A =[0, xx«] d’ou il résulte qu’il existe X tel que F (X)=X=xx, Xe 92 et donc
xx=Xe N < D d’ou il résulte que x« est le plus petit €lément de I'ensemble N

Soit maintenant x, le plus petit élément de '’ensemble N. On suppose que
x, n’est pas le plus petit élément de I'ensemble 2 . Donc, on suppose qu’il
existe xo€ @ tel que, a) ou bien x,<x,; b) ou bien x, n’est pas comparable
avec x,.

On applique théoréme 1 a 'opérateur g et a I'ensemble A =[0, x,] et il résulte
qu’il existe XeAN'tel que F(X)=X et X=x,. .

Comme x, est le plus petit élément de I'ensemble /" on a x,=X d’ou

x*<X<xoce qui est en contradiction avec a) et b) d’ou le theoréme.

Théoréme 5. Si les hypothéses du théoréme 3 sont vérifiées et si 2 #® alors
N #£® et x, est un élément minimal de I'ensemble D si et seulement si x, est un
élément minimal de I'ensemble N.

Démonstration. Si2 #® le théoréme 3 implique que /" #® et si on
suppose que x, € Pest un élément minimal pour I’ensemble & on a aussi dans ce
cas que f(x,)Sx, dou F(x,)=x,.

Toutes les hypothéses du théoréme 1 sont vérifées pour l'opérateur
g=I+A)"! (F+A) et ’ensemble fermé A =[0, xx],et comme g (x x) =< xx il résulte
qu’il existe Xe€ A4 tel que F(X)=%=x, dou f(X)=X. Puisque Xeget x=x, il
résulte que X=x, c. a-d. x, e Net évidement X, est un élément minimal pour 4.

On suppose maintenant que x, € A'est un élément minimal pour A.. Alors
F(x,)=x, dou f(x,)=x, et donc x, € 2.

Si ye @ alors f(y))<y dou F(y)<y et le théoréme 1 appliqué 4a
g=I+A)"! (F+A) etd I'ensemble 4=[0, y] implique qu’il existe XeA4 tel que
F(X)=%<y. Siy<x«alorsonaX=<y=xsxetcomme X=X x implique X=x « il
résulte que y=xx et le théoréme est démontre.

Il résulte des résultats précédents que sur le probléme d’ErSov (*) un
probléme important est de prouver que 2#o.

On présente maintenant une situation quand le théoréme 1 implique aussi
que? #.

On suppose que E est un espace de Banach ordonné par un coéne convexe
fermélnormal et par rapport a la relation d’ordre E est un espace complétement
réticulé.
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Soit f: K—K et on suppose que f a la forme spéciale suivante:
f(x)=P(x)+S(x)+b; V xeK

ou : S: K—K est un opérateur décroissant, P: K—K est une contraction, beK
est un élément fixé.

On peut définir l'opérateur: T(y)=inf {xe K|x =P (x)+S(y)+b}; VyeK.

En effet, 'opérateur T est bien défini parce que pour tout ye K I'ensemble
{xe K|x=P(x)+S(y)+b} est non-vide a cause du fait que pour tout ye K @ (x)
=P (x)+S(y)+b est une contraction et il existe xo,=2x,(y) tel que P(xo)+S(y)
+ b =x,.

On considére l'opérateur G= T?; G:K—-K.

Théoréme 6. Si le cone K est en plus régulier alors l'opérateur G a un point fixe
x,€K. Si T(x,)=<x, alors l'ensemble 2 ={xeK|f(x) =x} est non-vide, et si (I
+A)~! (F+A) est continu, le probléme d’Ersov a une solution qui peut étre calculée
par des approximations successives. (On suppose que (I +A)~ Y(F+A)(K)cK et F
A-monotone croissant.)

Démonstration. Puisque pour y,, y,eK et y, <y, on a linclusion:
{xeK|x2P(x)+S(y,)+b}c{xeK|x=P(x)+S(y;)+b} dou il résuite que
T(y,)=T(y,) ce qui donne que T est un opérateur monotone décroissant.

~Alors la définition de 'opérateur G implique que G est monotone croissant.
Soit [0, T(0)] ={x|0=x =T(0)} on a G(K)<=[0, T(0)]. En effet, pour tout xe K on
a, 0ST(x)=T(0) et G(T(0)=T>(T(0)=T(T*(0)) < T(0).
Donc si xe [0, T(0)] alors 0'=<G (0) <G (x) = T(0). Le cone K étant fermé on a
que [0, T(0)] est fermé et comme K est supposé régulier et G(K)<[0, T(0)] il
résulte que G est (sm)-compact. On peut donc appliquer le théoréme 1 a
l’ensecr)nble [(;, T(0)] et on obtient que G a un point fixe x,e[0, T(0)].
n a alors,

x, =G (x,)=T(T(x,)=inf {xeK|xZP(x)+S(T(x,))+b}.

Donc x,=<x pour tout xe 4 ou #={xeK|xZP(x)+S(T(x,)+b}#®.
Soit x,efet on suppose que T(x,)=<x,.
On a dans ce cas, S(T(x,)=S(x,) € §(x*) =S(x,) ce qui donne:

Xo= P (x0)+S(T(x,)+b =P (x0)+ S (x,)+bZP(x0)+S(xo)+b.

Donc x,e@ce qui signifie que 2D #0.

Puisque K est régulier et (I +A)~ ' (F+ A) continue comme dans le théoréme
2 il existe la limite de la suite {x,} définie par: xo=0, X, +A(X,4+1)=F(x,)
+A(x,); YV n=1, 2, . . . qui est la solution du probléeme d’Ersov.

4. Les théoréme de localisation 3, 4 et 5 peuvent étre obtenus dans le cas des
espaces vectories complétement réticulés utilisant la variante suivante du
théoréme Knaster-Kantorovich-Birkhoff.

Théoréme 7. Soit (E, <) un espace vectoriel ordonné complétement réticulé et
f:D—E, DcE un opérateur A-monotone croissant. S'il existe u=u tel que:

1) [u, @]<D
2) uSf()
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3) f@) <.

Alors f a un point fixe u,e[u, u].
Démonstration. On observe que les hypothéses 2) et 3) imliquent:

) u=(I+A)7" (f+A) () et
©) T+A)~' (f+A) @=a.

On considére I'ensemble E={uecE|us<a & u=(I+A)~' (f+A) (u)}. De la
relation (4) on a que ueX et donc Z#.

L’espace E etant completement réticule il existe Uy =SUP 2. Pour toutue X on
a, u=Su, dou, u=(I+A)"' (f+A) WSUT+A)"' (f+A) (u,) et alors de la
définition de u, on obtient:

(6) u, SU+A)™1 (f+A) (uy).

Puisque u, e[y, u] et I+A)~! (f+A) est monotone croissant on peut
prouver que (I+A)~ ' (f+A) (u,)eX d’ou on a que (I+A) V(f+A) w)=Su, et
tenant compte de la relation (6) il résulte, I+A)~ ' (f+A) (u,)=u, ce qui
implique, f(u,)=u,

5. Dans la définition d’un opérateur A-monotone il est important de pouvoir
vérifier facilement que l'opérateur (I +A)~! est monotone croissant.

On présente maintenant quelques criteres pratiqus de monotonie pour
(I+A)" 1. Soit (E(t)) <) un espace vectoriel topologique ordonné. On dit
que l'opérateur f: E~>Eest de type monotone [4]si:(V x, yeE) (f(x) =f(y)
==X <y)- On sait que f est de type monotone si et seulement si f est injectif et
Fi:f (E)—»E est monotone croissant. Donc si (I + A) est de type monotone alors
(I+ A)” 'est monotone croissant.

Soit E=R" et A=(a;;); i, j=1, 2, ..., n une matrice réelle. On dit que A4 est
une M-matrice si: :

1) det A#0

2) a;=0 Vv i#); i j=1, 2, ..., n
3) A~ est positive.
Si A=(a;; vérifie les propriétés suivantes:
1) a;>0 Vi=1,2, .. .,n
2) a;=0 Vv t;é], i, j—l 2,
alors A est une M-matrice si et seulement si || B||,,,<1 ou || |lsp est la norme

spectrale, B=D"'C, D=diag. A et A=D—C.
On dit que la matrice A=(a;) est strictement dlagonalement
dominée si:

z ajl<layl; v-i=1, 2, . .., n

T
Si A est strictement diagonalement dominée et en plus:
1) a;=0 V i#j; i, j=1, 2, ..., n
2) a;>0 Vvi=1,2, ..., n

alors A est une M-matrice.

Evidemment, une M-matrice est un opérateur de type monotone. On
déemontre que si 4 est une M-matrice et D une matrice diagonale positive, alors
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D+ A est une M-matrice. Donc si A est une M-matrice, alors (I+A)™! est
monotone croissante.

On dit que l'application ®:R"—>R" ou ®=(¢,, . . . , ¢,) est une application
diagonale (non-linéaire) si, pour chaque i=1, 2, ..., n la composante ¢; est
fonction de x; seulement (ou x=(xy, . . . , X5 . . . , X))

On démontre que si A:R"—R" a une décomposition de la forme: A=A+ ®
ou A est une M-matrice et ® une application diagonale continue et monotone
croissante alors (I+A)~! est monotone croissante.

De ’ouvrage [7] il résulte que si A: R"—R" a une décomposition de la forme:
A=A+® ouw

1) A=(a;) et a;<0; VYV i#j i, j=1,2, ..., n

2) ®=(¢p;, ¢ . . ., ¢, est une application diagonale

3) (3 2eR) (VxeR") ({Ax, x)>=Zalx, X))

4) (3B€eR) (Vs, teR, s#t) (i (s)—@: (t)/(s—t)Zp) pour tout i=1,...,n

5) a+p>0
alors (I4+A)”! est monotone croissante.

Pour les matrices de type M on peut consulter I'ouvrage [10] et pour les
opérateurs de type monotone I'ouvrage [4].

Une autre classe d’opérateurs non-linéaires qui peuvent étre utilisés dans le
concept d’opérateur A-monotone croissant est la classe d’opérateurs T-accrétifs au
sens de Calvert [3].

Soit E un espace de Banach qui a aussi une structure d’espace de Riesz. (On
dit dans ce cas que E est un espace de Banach réticule).

Si xeE on pose: x*=sup(x, 0); x~ =sup(—x, 0) et |x|=x*+x".

On suppose aussi que si |x|=|y| alors || x| =] y].

Une application de dualité positive sur E est une fonction
J:E—E* qui vérifie les propriétés suivantes:

1) J(x), x>=|x|? VxeE

) IS ¥ xeE

3 J(x), yp>=0 si x=0 et y=0

4) J(x), yp=0 si xLy (c-a-d. si inf (|x]|, |y|)=0).

On sait que sur un espace de Banach_réticulé il existe toujours une
application de dualité positive [3].

Si E est un espace de Banach réticulé et J une application de dualité positive
on dit que f:D(f)—E; D(f)<E est T-accrétif si: (¥ x, yeD(f))({f(x)—f(y),
(J(x—y))">=0) et on dit que f est T-non expansif sii ( Vv x, yeD(f)) (|| (f(x)
—SON* I = 1 x=»* Il

On sait [3] que si f:D(f)—E est T-accrétif . alors pour tout i>0, (I
+4)" ' ® (I+Af)—E est T-nonexpansif. Dans ce cas (I +4f) ' est monotone
croissant. En eftet, s1 g=(I+Af) * alorson a: [ (g(x)—g ()" | S I (x—y)" |, et si
x<y on obtient que (x—y)* =0 d’ou (g(x)—g(y)* =0 ce qui donne g(x)s?(y).

Donc, sur un espace de Banach réticulé si A est T-accretif alors (I +A)™ " est
monotone croissant sur & (I +A).

Observations. 1) On peut utiliser aussi d’autres méthodes pour prouver
que 2 #O.

2) Si 'ensemble 2 est non-vide et fermé on peut étudier I'existence des points
minimaux utilisant les critéres d’existence des points a support coniques.

3) 1l reste le probléme de l'existence du plus petit élément de I'ensemble Net
le calcul de cet élément dans le cas discontinu.
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