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Introduction

Soit ¥ (H) I'espace de Banach des opérateurs linéaires bornés sur I'espace de
Hilbert complexe H, et soit 6 ,(X)=AX — XA, Xe ¥ (H), 'opérateur de dérivation
sur .% (H) induit par Ae.¥ (H). On désigne par £ (6 ,)* la fermeture, relativement
a la topologie faible des opérateurs sur % (H), de I'image de 4, et par {A} =
Ker 6, le commutant de A.

Il est prouvé par R. E. Weber [7, p. 81] que tout opérateur compact dans
J,=U{R(,)"({A} : Ae £ (H)} est quasi-nilpotent. Par une démarche simple,
inspirée du calcul matriciel, on peut obtenir le résultat de Weber comme cas
particulier d’'un théoréme plus général.

En seconde partie, on introduit la notion d’opérateurs faiblement finis (4 est
faiblement fini si I¢2%(5,)"). Pour ces opérateurs, on donne plusieurs
caractérisations, et on montre qu’ils forment un ensemble dense en norme dans
& (H). Ils ont été introduits dans [2].

Lorsque A|; est faiblement fini pour tout sous-espace (orthogonalement)
réduisant E de A, on dit que A est completement faiblement fini. On montre, en
derniere partie, que A est completement faiblement fini si et seulement si

NH) (26 )*(){A})=0, o N(H) est la classe des opérateurs normaux
(H).

dans ¥ (H

1. Opérateurs compacts dans J,,

Notation. La convergence relative & la topologie faible des opérateurs
dans Z (H) est notée .

1.1. Lemme. Tout opérateur de rang fini dans J, est nilpotent.
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Preuve. Supposons que AX,— X, A Te{A} avec T de rang fini et {X,}
une suite généralisée dans ¥ (H).

0 * x
Sur H=Ker T d £(T *), on peut écrire T=<0 g) et A=(0 B) puisque

. w 0 OR
Ker T est invariant par A. On a aussi A(TX,)—(TX,)A—> T2=(0 %2), et le

*

0Y

a,

0
calcul de TX, donne un opérateur de la forme < ) On en déduit alors que

BY,— Y,B> R2. Par suite, R?€ 2 (8,)( \{B}' puisque 2 (T *) est de dimension finie.
On en conclut que R?, donc R, est nilpotent [5]. Alors T est lui-m&me nilpotent car

(0 QR
1*_(0 R ) O

1.2. Theoreme. Si T € ¥ (H) est un opérateur pour lequel il existe un projecteur
P qui commute avec tout opérateur dans {A}’, et tel que T\gp, soit de rang fini non
nilpotent, alors T¢J,,.

Preuve. En effet, supposons que AX,—X,A> Te{A}'. Puisque P com-
mute avec A, onen d’eduit,' en posant E =2 (P), que T\ypeX (6 Au:) “'ﬂ{A,E}’, ce qui
implique que Tgp est nilpotent par (1.1).

1.3. Corollaire. Tout operateur compact dans J,, est quasi-nilpotent.

Preuve. Cest une conséquence immédiate de (1.2) car le projecteur de Riesz
P,, associé a la valeur propre non nulle 4 de 'opérateur compact T, et de rang fini
et commute avec tout opérateur dans {T}. [

2. Opeérateurs faiblement finis

Notations. On désigne par F l'ensemble des opérateurs dans £ (H)
admettant un sous-espace réduisant (non nécessairement orthogonalement) de
dimension finie, et par & l'idéal des opérateurs de rang fini dans % (H).

2.1. Theoreme. Si Ae Z (H), on a equivalence entre
(i) AeF,
(ii) {A} contient un operateur de rang fini non nilpotent,
(ili) {A}' contient un operateur compact non-quasi-nilpotent,
(iv) A est faiblement fini,
(V) I¢R(5,)"", fermeture ultrafaible de % (3 ).

Preuve. (i) = (ii). Si AeF, {4} contient un projecteur P non nul, de rang
fini. (i) => (iii). C’est évident.
(iii) = (iv). Soit K un opérateur compact dans {A}’. En supposant que IeZ (6 ,) ",
on arrive 2 KeZ(6,)¥({A}’, ce qui entraine que K est quasi-nilpotent par (1.3).
(iv)=(v). Cest clair car Z(3,)"* =R (d,)".
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(v)=>(i). Si I¢#(,)"", il existe un opérateur de classe trace T tel que tr(T)=1 et
tr(TY)=0 pour tout YeZ(5,) [1, p. 24]. Alors; pour tout Xe.# (H), on a

0=tr(T(AX —XA)=tr(TAX)—tr (ATX)=tr(TA— AT) X),

ce qui implique TA= AT. D’autre part, T est non quasi-nilpotent et admet donc
une valeur propre isolee A#0. Si P est le projecteur de Riesz associé a 4, il est de
rang fini et commute avec tout opérateur commutant avec T, donc avec A. Par
suite, I'image de P est un sous-espace de dimension finie réduisant pour A. OJ

Deéfinition 1. Si Ae ¥ (H), le spectre ponctuel réduisant de A4, noté

o, (A), est 'ensemble des scalaires A pour lesquels il existe x #0 tel que Ax=Ax et

A*x=2x. Notons que opr(A) coincide avec le spectre ponctuel o,(4) de
A notamment lorsque A est semi-hyponormal [9, p. 10], ou dominant [6].

2.2. Corollaire. Soit Ae ¥ (H). Si 6,,(A)=0 »(A), on a équivalence entre les
assertions suivantes:
(i) Z(3,)" = (H),
(i) F( {4} =0,
(iii) 1€2(5,)",
(iv) 0, (4)=Q.

Preuve. L’équivalence entre (i) et (ii) est due 2 J. P. Williams [8, p. 275] et
ne nécessite pas que a,,,(A) d,(A); et il est évident que (i) implique (iii). D’autre
part, si o,(A)#Q, il existe un ’scalaire 4 et un vecteur x#0 tels que Ax=Ax et
A*x=/ix. Par conséquent, I’espace engendré par {x} est réduisant pour 4, et le
théoreme (2 1) affirme que I¢2(6,)" ; on a ainsi montré que (iii) = (iv). Enfin, si
jﬂ{A} =0, il est clair que g,(4)#(Q, ce qui prouve que (iv) = (ii).03

Definition 2. Avec D. A. Herrero [3], on dit qu’une propriéte (2)
d’opérateurs dans & (H) est une mauvaise propriéteé si
(i) si A verifie (2), alors a4+ f verifie () pour tout feC et pour tout a#0.
(ii) Si A verifie (2), alors B verifie (#) pour tout opérateur B semblable a A.
(iii) Si A verifie (2) et o(A)(\o(B)=Q, alors A@B verifie (#).

2.3. Theoreme. L ’ensemble des operateurs faiblement finis est dense en norme
dans < (H).

Preuve. Il est déemontré dans [3, p. 78] que si la mauvaise propriété (2) est
vérifiee pour au moins un opérateur, alors I'ensemble {T €% (H) : T veérifie (%)}
est dense en norme dans & (H). Alors, il suffit de constater que I¢# (5 ,) " est une
mauvaise propriété, ce qui n'est qu’une simple vérification.

Remarques. (1) Le théoreme (2.3) améliore celui de Y. Ho, a savoir que
(Te L (H):1¢#(5;)} est dense en norme dans . (H) [4, p. 510].

(2) Puisque tout opérateur nilpotent admet un sous-espace réduisant de
dimension finie [3, p. 168], le théoreme (2.1) assure que tout opérateur algébrique
est faiblement fini. Ce résultat sera amelioré en (3.2).
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3. Opérateurs completement faiblement finis

3.1. Theoreme. Un operateur Ae ¥ (H) est completement faiblement fini si et
seulement si tout opéerateur normal dans R(5,)*(\{A} est nul.

Preuve. Soit T un opérateur normal dans #(5,)"(){A4}'. Par le théoreme
de Fuglede-Putnam [1, p. 81], P=T*Te#(5,)"(){A}. Designons par E la
resolution de l'identite de P. Soit A>0 et (4,),.n une suite située dans [0, 4],
strictement croissante vers A. Pour tout entier n, on considere la fonction f, définie
sur R par

0 si xe[—o0,4,]
1 .
j;l(x)= ;i—;t"(x_;m) S1 xe[)‘nal],
1 si x€[4, +o0.

Clairement, chaque fonction f, est limite uniforme sur o (P), de polyndmes sans

terme constant. Comme Q (P)eZ(6,)*({A}' pour tout polyndme Q nul en 0, on
en déduit que, pour tout neN, f,(P)eZ(5,)"(){A}. D'autre part, la suite (f,),cn
est décroissante, minorée et convergente ponctuellement vers f=y;, (. Par suite,
f.(P) converge faiblement vers f(P)=E; ), et alors E w[emwﬂ{/{}’.
Maintenant, le sous-espace F=E; ,((H) est orthogonalement réduisant pour A4,

etona [.eZ( an) ™ Alors, vu que A est completement faiblement fini, ceci n’est
possible que si F= {0}, cest-a-dire E; .;=0. En conséquence, o (P)= {0}, ce qui
entraine P=0, et donc T=0.

Inversement, soit E un sous-espace orthogonalement réduisant non nul de 4,

10
et soit B=A;. Considérons, sur H=EGBE'L, I'opérateur normal T=(O 0).

Puisque T¢#(5,)*(){A}, on a I¢ZR (55", cest-a-dire B est faiblement fini. [J

3.2. Theoreme. Tout operateur algebrique A est completement faiblement fini.

Preuve. En effet, si E est un sous-esEz]lce réduisant de A, 'opérateur Az est
encore algébrique, donc faiblement fini.
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