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Une remarque sur la classe A1, 2

M. Ouannasser

Presented by M. Putinar

In [2] one finds the following caracterization of the class A :TeA if and onlf' if
-3: o((-.:r)) =((QQ-,-)),. Here we establish the analogous result for A, (G, namely T€A, if and only if
o T)=\1)1-

Introduction

Soit H un espace de Hilbert complexe, séparable de dimension infinie et
Z(H) lalgebre des opérateurs bornés sur H. La classe A(H) est I’ensemble des
contractions T e .Z(H), absolument continues pour lesquelles le calcul fonctionnel
de SzNagy-Foias: ®,: H®,— £(H) est isométrique.

On sait que pour TeA limage de ®, coincide avec o/ (’algebre duale
engendrée par T) et que @, est un homéomorphisme faible-* de H® sur /.

Pour_x, y dans H, x@ y est I'opérateur de rang <1 définie sur H par:
Vue Hx () y) (u)=(u, y)x. ,

Une caractérisation de la classe A, Vg est donée par le résultat suivant:

Theoreme A [5]. Un opérateur TeA,No(H) si et seulement si Te A(H) et
I'enveloppe convexe équilibrée fermée de &5( 1) est égale a la boule unité de Q.
(Ou &% () introduit dans [6] est constitué des [L]€Qy pour lesquels il existe
des suites (x,),, (v,), dans la boule unitée fermée de H vérifiant:

@ lim [[L] —[x,®y,111=0;
(i) VoeH, ||[x,®o];l — 0)

n—0
Le but de cette note est de montrer qu'en ce qui concerne la structure du
prédual d’un opérateur dans la classe A; NG, on a le résultat plus fort suivant.

Théoreme 1. Si TeA,No (H) alors &5(1)=(Q1):-
Ce résultat fournit une caractérisation de la classe A, JVp analogue a celle basée
sur I'ensemble (/) donnée dans [2] pour la classe A Np:(TeAXNpsi et
seulement si 2, (/1)=(Q7), ). Il prouve également que pour T e A, Nol'ensemble
&5(4 ;) est convexe. La question de la convexité de &5(2/) en geénéral est
ouverte. Nous avons pu obtenir en nous basant sur des techniques de [4] et [5] le
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résultat suivant (dont les détails de la démonstration seront publiés
ultérieurement).

Proposition 2. Soit TeA; alors l'enveloppe convexe équilibrée fermée de

r(ofy) est incluse dans o.8%(sf ;) avec a<3 (on'& (/1) est constitué des

[L];€ &% (1) pour lesquels la suite (x,), est égale a la suite (y,), dans la définition
de &5( 1))

Démonstration du théoré¢me 1:

1) Si TeC o(H)n A(H) alors un argument basé sur la notion de borélien
essentiel, le corollaire 4.2 de [4] (basé lui-m&me sur des techniques introduites en
[1]) et le fait que si Te C o, N A alors pour toute suite (x,), convergente faiblement
vers 0, on a|| [x,@ ol | = 0, Vwe H donne le résultat.

En effet, puisque ®,: H® — .o/ est un homéomorphisme faible-*il existe
@r:Qr — L' (T)/H} isométrie vérifiant ¢y =®;. Pour tout [L];€Q, de norme
IL]z | <1, il existe feL! (T)de norme |f||, <1 tel que [L]; =¢7' (/D= [f]; (ob
] =U])L1/H(l, .

D’apres le corollaire 4.2 de [4] appliqué a I'=T et a f] il existe deux suites (u, ),
et (v,), dans la boule unité fermée de H faiblement convergentes vers O tel que:

lim o7 ' (/D —[4,®v,] =0

donc
lim [ [L] —[u, ® v,]7 | =0.

Drautre part, le fait que (u,) tend faiblement vers 0 et Te C , entraine que pour
tout we H on a: lim || [u, ® w]; || =0. Ceci montre que la boule unité ouverte de

Q est incluse dans &5 (). Or I'ensemble &5 (1) est fermé pour la norme, donc
(Qr), = &5(~L 1), donc on a égalite.

2) Cas général.

Puisque Te A,_J%' le théoreme 6.2 de [S] nous assure l'existence d’un
sous-espace invariant . pour T complétement analytique; il existe donc une
application antianalytique:

e:D — A tel que:
A—ve,.
(a) (T, « —A)*e; =0 pour tout AeD.
(b) ve,=4#.
A€ D
On a alors T, €C o N A(A). En effet, 'ensemble {x e .#/ ||(T,,)*"x|| =0} est un
sous-espace vectoriel fermé de .# qui contient {e,, A€ D}, donc c’est .# tout
entier, ce qui montre que T,, € C (). D’autre part, le fait que (T\, —A)*e, =0
entraine que D = o(T,,) et (cf. par exemple la démonstration du théoréme 4.1 de
[3]) on a alors T, ,€A(#).
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Finalement d’aprés 1) on a: &5( Tia )=(Qrie)s - .
Soit maintenant [L];€(Q7r), et [K] 1.« =®ne O @7 (L]7) dans (Q n.« ), , puisque
T.u€CoNA, [K]r. est dans &5 (# 1.4), il existe donc (%,)s> (va), dans la boule
unité de . verifiant:

() lim || [K 1.0 —[x, ® Y lra =0,
(d) Voed, lim|[x,® olr.l=0.

Or, p=05% O @y est une isométrie de Qr dans Qr, , vérifiant, pour tout xe M,

H: =[x®@Pyyln«-
éﬁ eﬁgfxgi{hh)e l[IJ“’°.<h(T, ,1)1,;4;([3:? ylr > =<h(T), [x®ylr >=(h(T)x, y)
=h(T.4)x, Pyy)=<hT ) [xOP,y >. :
Alo(rs I(c))Ji:t celgl)xi pféc(éd|e entraine: fimﬁi]r —[x,® y,]l =0. Reste a veérifier la

condition d’annulation 2 droite a Pinfini. Pour cela, soit weH, on a:
1%, @ elz I =10(1x,® @lr) 1 =115, & Paol sl 0.

Ceci montre bien que [L];€&%(s/1) et termine la démonstration.
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