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Ein Beitrag zum Konvexitatsbegriff I

Konstantin Stathakopoulos

Angestellte von S. Negrepontis

In dieser Arbeit entwickeln wir einen verallgemeinerten Konvexitatsbegriff von B. Fuchssteiner
und das hauptsachliche Resultat ist die Charakterisierung der Extremalpunkte.

1. n — Konvexen

Es seien :X eine nicht leere Menge, n(4) die Menge aller endlichen
Untermengen von A4, wobei A< X, und P(4) die Potenzmenge von A.

1.1. Definition. Eine Funktion 6* :n(X)—P(X) mit den Eigenschaften :
i) A=*(A) fur alle Aen(X) und
ii) aus Ben(6*(A) folgt dann 6*(B)< 6* (4)
heiBt # — Konvexe (auf der Menge X).

Wir bemerken, daB jede n — Konvexe eine isotone Funktion ist, namlich aus
Ac B, A, Ben(X), folgt 6*(4)<d* (B).

1.2. Beispiele vonn— Konvexen.
i) Die Funktionen &;, 6} :m(X)—P(X) mit 8;(4)=A fur alle Aen(X) und
0y (A)=X fur alle mchtleere Aen(X) sind n — Konvexen und fur beliebige
m— Konvexe 6* auf X gilt es 6] (4) = 6* (4)<= 4, (A) fur alle Aen(X). J; ist also die
Minimale und &, die maximale = — Konvexe auf X(6: 6% <4)).
ii) Fur bchcblges Xxo€X die Funktion 8} :m(X)—P(X) mit 55 (A) AU {x,} ist
offenbar eine = — Konvexe auf X.

Es seien x,, x,€X, x #x, und AcX mit x,, x,¢4. Dann hat man
[ (A)n& (A) A 6 (A)=463 (A), i=1,2, namlich die Ordnung auf der Menge
der n — Konvexen, dne im Belsplel i) erwahnt wurde, ist eine teilweise Ordnung.

1.3. Satz. Fiir jede n — Konvexe 6* auf eine Menge X gelten die Darstellungen :
) 5+ (4= ua- (B) und ii) 6*(A)= US*(B).

Be x(3% (A))
Bewei s i) Aus der Isotonie von §* folgt Ud*(B) =6*(A) und da A en(A) ist
Be x(A)
&*(4)c us* (B).

Be x(A)
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ii) Aus der Bezichung A4<6*(4) folgt Aen(6*(4)) und dadurch hat man
0*(A)= LO6*(B). Andererseits fur alle Ben(d*(A)) gilt es 6*(B)<=d* (A), also ist

Be x(3%(A))
Ud*(B) =6*(A).
Be x(3° (A))
Wenn Xeine endliche Menge ist, dann gilt offenbar (6*)2 =6* und das fur jede
n—Konvexe 6*. Das gleiche ist aber richtig, wo moglich, fur jede — Konvexe 6*

auf beliebige Menge X. Wirklich:
1.4. Korollar. Es gilt 6*(6* (A))=06* (A) fir alle Aen(X) mit 5*(A) en(X).

Beweis. Die Behauptung ist offenbar, da aus i) oder ii) des obigen Satzes hat man
0*(A)=o* (6* (A))= UO*(B) =6*(A).
Be x(3° (A))

2. Konvexen

Mit der Hilfe der erwahnten Darstellungen von 6*(A4) hat man eine
Fortsetzung von §* auf ganz P(X).

2.1 Definition. Es sei 6* :m(X)—P(X) eine n — Konvexe. Die Funktion
5 :P(X)— P(X) mit 8(4)=ud* (B) heisse dann Konvexe auf X.

Be x(A)

Es ist klar, daB &(A4)=6* (4) fur alle 4Aen(X) ist.

2.2. Satz. Jede Konvexe 6 auf X hat folgende Eigenschaften:
i) Acd(A) fur alle AeP(X).
ii) & ist eine isotone Funktion.

iii) Es gilt 62=0 und 8(A)= VI(H).
He x(3(4))

iv) B<&(A) dann und nur dann, wenn &(B)< &(A).
Beweis. i) A= UB = uUd*(B) =6(A).
Be x(A) Be x(A)

i) AcB<X folgt mM(A)=n(B), also gilt 3(4)=uUd* (H) = LS*(M)=5(B).

He x(A) Me x(B)

iii) Von i) folgt A=8(A4) fur alle A< X, also gilt §(A4)< 6(H(A)).
Wenn aber Hen(8(A4)) ist, dann gibt es Bien(A), i=1,2,...,n,sodaBH<c v 3(B)-

i=1
Naturlich gilt B,c v Ben(A) fur alle j=1, 2,...,n. Wodurch hat man
i=1
&B)<=d( L B), oder HS U 3(B)Sd( v B). Das bedeutet, daB fur alle

i=1 J=1 i=1
L]

Hen(5(A4)) cine Menge M= U Ben(d) existiert so, daB H<d(M ) odef

5(H)< 5(M). Nun man hat 86(A) = US(H) S US(M)=65(4), namlich &%= und
He x(8(A)) Me x(A)

5(A)= US(H).

He =(3(A))
iv) Sie folgt unmittelbar aus i) und ii).
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23. Bemerk ungen. Esseien §, und J, die Fortsetzungen von den 5; und 6
entsprechend. 8, heiBe die minimale Konvexe und J, die maximale Konvexe auf X.
Es ist klar, daB eine Konvexe é auf X ist die minimale dann und nur dann, wenn
&(A)=A fur alle A < X,entspechend ist sie die maximale dann und nur dann, wenn
&A)=X fur alle A< X, wahrend fur beliebige Konvexe 6 auf X gilt 6,<6<9,.

SchluBlich, wenn x,, x,€X, x, #x,, ASX mit x;¢4, i=1, 2 und 6,‘ mit
6,‘|,m=6;i, i=1, 2 sind, dann gilt 6,l(A)n6 ,2(A)=A #06 ,‘(A), i=1, 2 und

demgemaB ist die Menge der Konvexen auf X teilweise geordnet.

2.4. Definition. Eine Menge A = X wird als 6 —konvex (oder einfach konvex,
wenn kein MiBverstandnis zu befurchten ist) bezeichnet, falls 5(4)=A ist.

Damit hat man die Charakterisierungen: Eine Konvexe § ist die minimale
dann und nur dann, wenn jede Menge 4 < X konvex ist, bzw. ist sie die maximale
dann und nur dann, wenn die einzigen konvexen Mengen die® und X sind.

2.5. Satz. Jede Konvexe 6 auf X hat die Eigenschaften: i) Der Durchschnitt von
konvexen Mengen ist konvex und ii) es gilt: 5(A)=ué (B).
BS&A)
Beweis. i) Es seien: (4,),, A;< X mit A4 )=A4, und Ben(n 4)). Dann gilt
el

&B)< (A ) fur alle iel,oder (B)sn HA)=nA,=HnA)=Ué(H),d. h. (N A)
iel el iel iel

Hel(‘er’\.ﬁ)
=NnA,.
el
ii) Vor allen hat man Ud(B) = §(A4). Fur die umgekehrte Beziehung hat man aus

B ¥A)

iii) des 2.2. Satzes die Beziehungen &(A4)= USH) = uUI(B) =(A4), also gilt

He x((A)) Bc¥A)
&(A)=L(B).
Bs &A)

2.6.Satz. Wenn of < P(X) eine linear geordnete beziiglich< Menge ist, dann fur
Jede Konvexe & auf X gilt 4:.)46('4) =6£5A) n.

Beweis. Fur alle 4e« gilt &A)gé(x}), folglich gilt U&(A4) =é(vA). Fur
die umgekehrte Bezichung hat man: Fur jede Menge Ben{UA) existieren A4,e.of
Aest

i=1, 2,...,n, so daB B< U A,. Von der Linearitat der Ordnung ist
i=1

Ap=max {4, :i=1,2,...,n}edf. Also gilt:
HUA)=UdB) S UHA ) =uUd(A). Damit ist die Behauptung des Satzes
Aew  Bex(uA) Bex(UA) Aes/
Aco Aest
bewiesen.
. Direkte Folgerung des Satzes ist, daB die Vereinigung von konvexen Mengen
tiner linear geordneten Familie ist wieder konvex.
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3. Extremalpunkte

3.1. Definition. Ein Element acA, A< X, ist als Extremalpunkt von A zu
bezeichnen, wenn fur alle Ben(A4) mit aed(B) gilt aeB.

Mit E,(4) wird die Menge aller Extremalpunkte von A beziglich o
bezeichnet. Es gilt definitionsgemaB E,(4)< A und a€E,(A) dann und nur dann,
wenn fur jede Menge Ben(A4) mit a¢B folgt, daB a¢d(B).

3.2. Satz. Fir alle Mengen A< X gilt es E;({A)<E 4(4) ([1]).
Beweis. Es sei acE;(5(A)), also aed(A)=ud(D). Daraus folgt die Existenz
De x(A)

ciner Menge Den(A) = n(3(A)) mit aed(D). Folglich, da aeE;(&(4)), ist acDSA4;
d. h. aeA. Es sei nun eine Menge Ben(4)<=n(5(A4)) mit aed(B). Dann soll aeB,
denn Bem(&(A)) und aeE,(&(A)), d.h. acE,(4), was unsere Behauptung war.

Natirlich im Falle eines Vektorraumes X und fur &4) die gewohnliche
konvexe Hillle gilt E;(5(A))=E ,(A4)). Aber in unserem Konvexitatsbegriff 4 im
allgemeinen Fall gilt die Gleichheit nicht, wie die nachsten Beispiele zeigen:

i) Es seien: X =R2,8; :n(X)—P(X) mit 3} ({(x,, y)eR?:i=1,2,...,n}) ={(%
y)eR? :m<y<M, xeR}, wobei m=min {y,:i=1, 2,...,n}, M =max{y, :i=1:
2,...,n}. Offensichtlich ist 5; eine n — Konvexe und sei §, dic von o,
entsprechende Konvexe auf X. Es ist leicht zu bestatigen, daB E, (0,(A)= @ ist
fur alle A< X, wahrend z B. fur A={(x, y)} man hat E,b(A)={(‘5c, )} £

Wir unterstreichen, daB im Bezug auf dieser Konvexe die einpunktigen
Mengen sind nicht konvex.

i) Es seien: X=R? & :a(X)»P(X) mit & ({(x, yeR*:i=1
2,...,n))=S.nS, NnK,nK,, wobei S ={(x, y)eR?:x*+y*2m?}, sy-{(x»
yeR2:x2+y?sM?}, K,={(x, y)eR?>:x2m,, yeR}, K,={(x, y)eR :xeR,
yng}’ m=min {(xlz +y‘2)l/2 = 1! 2"' °,n}r M=max{(x‘2+y‘2)‘/2 = 1, 2)"""
m,=min {x,:i=1, 2,...,n} und m,=min{y,:i=1, 2,...,n}. Es ist leicht
festzustellen, daB &7 eine ® — Konvexe ist und 8, sei die von &; entsprechende
Konvexe auf X.Vor allem ist jede einpunktige Menge in diesem Fall konvex. Nun
fur x, yeRmit 0<x <yund A={(x, x), ( y,y)} €R?hat man E, (5,(4))={(x, x)} un
E,(A)=A, d. h. E; (5,(A)#E 5,(4). ’

3.3. Satz. Es sei 6 eine Konvexe auf X.Dann gilt es:
i) E,(A)=A fur alle A<X dann und nur dann, wenn 6=34,.
ii) E;(4)=Q fiir alle A<X dann und nur dann, wenn 6=95,.

Beweis. Die erste Behauptung ist fast offenbar. Fur die zweite Behauptungé
es seien & eine Konvexe mit E,(B)=( fur alle B< X und eine nicht leere Menge
A< X.Fur jedes ac A gibt es dann ein B,en(4) mit a¢ B,, wahrend acd(B,); d-&:
3A)=X oder §=4,. Denn aus der Annahme &(4)#X gabe es ein xeX mit
x¢6(AL= (uj(D) , also x¢5(D) fur alle Den(A), folglich x¢3(B,) desto mehr x¢ B,

Wir bemerken nun, daB fur jede Ben({x}UB,) mit x¢B gilt Ben(B,) < n(4), also
x¢8(B), namlich xeE,({x}uUB,); d. h. E,({x}u B,)#@® ; Widerspruch!
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Umgekehrt es seien :6=4,, eine nichtleere Menge A< X, ein aeA4 und ein
Ben(A) mit a¢B. Dann gilt aeX=4§(B); d. h. E;,(4)= .

3.4. Satz. Es seien :6 eine Konvexe auf X ,eine Menge A< X und ein ae A. Dann
gilt :aeE;(A) dann und nur dann, wenn a¢5(A\{a}).

Beweis. Es sei ein aeE;(A) mit aed(A\{a})= USD). Es soll dann ein

Dex(A\{a})

Den(A\{a}) existiecren mit ae5(D) und a¢ D, das eben bedeutet, daB a¢ E,(A4), was
der Annahme a€E,(A4) widersprucht.

Fur die umgekehrte Richtung sei acA mit a¢&(4\{a})= UD), namlich

Dex(A\{a})

a¢ (D) fur jedes Dem(A\{a}). Fur jedes Den(A) mit a¢D gilt a¢ (D), was mit
acE,;(A) gleichbedeutend ist.

3.5. Korollar. Es seien 6 eine Konvexe auf X,eine konvexe Menge A< X und
ein acA. Dann gilt :acE,(A) dann und nur dann, wenn &A\{a})=A\{a}.

Beweis. Es sei ein a€E;(4). Dann ist a¢d(4\{a}), folglich fur jedes
bed(A\{a}) gilt b+#a und existiert es ein Bem(A\{a}) mit bes(B)=b(4)=A; d. h.
beA\{a}, oder XA\{a})=A\{a}.

Umgekehrt es sei ein ae A =54) mit 5(A\{a})=A\{a}. Dann gilt a¢ A\{a}
=06(A\{a}) und folglich ist acE,(A).

4. Topologische Konvexen

Es sei (X, T) ein topologischer Raum und fur eine Menge A = X es sei U(A)
={UeT:AcU}.

4.1. Definition. Eine Funktion 6 :P(X)—P(X) wird als topologische
Konvexe bezeichnet, falls sie folgende Eigenschaften besitzt:
i) & ist eine Konvexe auf X.
ii) Es gilt &(6(A4)) < 3(A) fur alle A<X.
iii) Es gilt &A4) €T fiir alle AeX.

4.2, Satz. Jede topologische Konvexe d auf (X, T) hat folgende Eigenschaften:
i) Die abgeschlossene Hiille einer konvexen Menge ist eine konvexe Menge.
ii) Das Innere einer konvexen Menge ist eine konvexe Menge.

Beweis. Der ist offenbar, weil fur eine Menge BS X mit §(B)=B gilt
&(B)= 5(5(B) )= 5(B) = B bzw. aus BeX folgt 5(B)eX, wahrend B<&(B)<5(B)=B
und dadurch hat man ﬁs&(ﬁ)gB; d. h. es gilt die Behauptung 6(§)=§.

43. Bemerkungen. Uber die erwahnten Konvexen §,, é,, 3, , ,, 6, auf
tinem topologischen Raum (X, T) ist leicht festzustellen, daB: 3 d, sind
topologische Konvexen auf (X, T) fur beliebige Topologie T auf X, §, 1st eme

topologische Konvexe auf (X, T, )lmt T, —{ACX x,€A}V{QD}, wahrend 6
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keine topologische Konvexe auf (X, T%) mit To={4 <X :xo¢A}U{X} und é,, 5,
sind topologische Konvexe auf R?, der mit der ublichen Topologie versehen ist.
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