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We define a class of two criterion problems, for which the Pareto and Slater optimal solutions
belong to the boundary of the set of decision (feasible solutions).

On met en évidence une classe de problémes a deux critéres, pour lesquels les solutions
optimales de Slater et de Pareto appartiennent a la frontiére de I’ensemble des décisions
(solutions admissibles).

Considérons un probleme & deux critéres

(1) (K,{u(z,9),v(z,y)}) ,

ou K € Comp(IR?)- ’espace des sous-ensembles non vides et compacts de IR2,
les fonctions réelles u(z,y), v(z, y) sont harmoniques conjuguées sur K, c’est-a-
dire sur un ouvert G D K. :

Comme la donnée d’une paire {u(z,y),v(z,y)} de fonctions harmoniques
conjuguées est équivalente a la donnée d’une fonction analytique

f(z)=u(z,y)+i'u(a:,y), z=1zx+1y,

alors (1) peut étre ainsi considéré comme un probléme 4 un seul critére com-
plexe:

(2) (K, f(2)) ,

ot la fonction f(z) est analytique sur K, K étant ’ensemble des décisions du
probleme (2).
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Introduisons les notations pour 2/ = z’/ + iy’ , 2" = z" + iy"

u(.’l:,, yl) > u(zll’ yll)
f(Z) > f(Z") < { :
v(z’,y") > v(z",y")
u(z/’ yl) Z u(l‘”, yll)
f(2") = f(z") ~ { -
'U(.’L", yl) 2 'U(.’E”, yll)
. u(xl’ yl) Z u(.?:”, yll)
(&) > f(Z") & { ou
'U(.'E’, yl) > 'U(:L'”, yll)
{ u(zl, yl) > 'U.(:l:”, yll)

’U(:L'/, yl) Z 'U(:E", yll)

f(2") # f(2"), f(2) # f(2") et f(2') # f(2") signifient respectivement la non
réalisation de f(2') > f(2"), f(2') > f(2") et f(2') > f(Zz").

Définition 1. Une décision 2° € K et appelée [1] solution maximale de
Slater pour le probleme (2), si

(3) fG)# F(*),  VzeK

Définition 2. Une décision 2P € K est appelée [1] solution maximale de
Pareto pour le probléme (2) , si

(4) f(2) £ f(z%), Vze K

D’une maniére analogue, on peut définir les minimums de Slater et de
Pareto. '

Soient K*(K,)-1’ensemble des décisions maximales (minimales) de Slater
pour le probléme (2) et K?(K,) I’ensemble des décisions maximales (minimales)
de Pareto pour le méme probléme. Alors, sur la base de (3) et (4)

5 KPC K* (K,CK,).
P

De plus, nous avons les propositions suivantes [1] :

1) Les ensembles KP et K, sont non vides (et, par conséquent, K* #
0,K, #0).

2) Les ensembles K? et K, (et donc K°, K,) sont extérieurement stables:
pour tout z € K il existe 2P € K? et 2, € K, tels que f(2?) > f(2) > f(zp).
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3) Les ensembles K° et K sont compacts (et, par conséquent, il en est de
méme pour les ensembles f(K*) et f(K;) ).
4) Les ensembles K °(K,) et K,(J,) sont intérieurement stables:

FEYF ) V2 € KU(K,)
et .
(") # (&) V', 2" € KP(K,)

Les décisions maximales (minimales) de Slater et de Pareto seront appelées
dorénavent solutions optimales du probleme (2). Dans ce papier, on
étudie la structure des solutions optimales pour le probleme (2). Concrétement,
on montre que les solutions optimales se trouvent sur la frontiére de ’ensemble
K.

Théoréme 1. Si la fonction f(z), analytique sur le compact K, n’est pas
identiquement égale a une constante, alors

(6) K*CFr K (K,CFrK),

ou Fr K est la frontiére topologique de K dans IR2.

Preuve. Remarquons que pour deux nombres complexes A = a(1 + 1)
(a > 0 est une constante réelle positive) et B = by + ib; tels que

V3

2
Bl < Y24l =a,
on a l'inégalité vectorielle
(7) A+ B>0.

Démontrons I'inclusion (6). Supposons le contraire : soit z° une certaine
décision maximale de Slater n’appartenant pas a la frontiére de 1’ensemble
K. Alors 2° est une point intérieur de K et par conséquent f(z) peut étre
représentée par une série de Taylor dans une certain voisinage U(z°) C K

(8) f(Z) = f(2°) + Z Ap(z — z")", Vze U(2°),
n=1
ol e
A, = fT('Z) (Tl € ]N) .
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Par hypothése f(z) n’est pas identiquement égale & une constante. Par
conséquent, parmi les nombres complexes A, (n € IN) on peut trouver, au
moins, un nombre différent de zéro. Soit n = np-le plus petit nombre tel que
A, # 0. Alors, en tenant compte de (8) on obtient

(9) f(2) = f(z°) = (= 2°)"[An, + (2)),  VzeU(z"),
avec

0(2) = Y Angir(z = 2°)" -
k=1

Comme ¢(z) est continue au point 2° et ¢(z°) = 0, alors, sans perte de
généralité, on peut considérer

V2 ;
(10) le(2)] < - 14no| , V2 € U(2")
Choisissons, maintenant un point z* € U(z*) tel que
(z" = 2°)"A,, =a(l+17),

ol a > 0. Ceci est équivalent & exhiber un z* € U(z*), tel que

V2

X2 |(z" = 2)™ Ang = @

et ng arg(z* — z°) + arg An, = § + 2kw, ol k est un nombre entier.
Alors, d’aprés (10)

(=" = 2y ip(z*)] < B2H(=" ~ 2*) " An| = @ -
D’oil, en utilisant (7), on obtient
(2% = 2°)"Ap, + (2" — 2")"p(2") > 0,
avec z* € U(z°). .
L’inégalité vectorielle ainsi obtenue est, d’aprés (9), équivalente a la relation
f(2*) > f(2*) pour un certain point z* € U(2°) C K. Mais alors la décision 2°

n’est pas une solution maximale de Slater du probléme (2), ce que contredit le
choix de 2° € K°.
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Conséquence 1. Si la fonction f(z), analytique sur le compact K, n’est
pas identiquement égale a une constante, alors

KPCFr K (K,CFrK).

Ces inclusions découlent diréctement des relations (5) et (6).

Exemple 1. Considérons le probléeme (2) avec un critére linéaire f(z) =
Az + B, ou A # 0 et B sont des nombres complexes.

a) Soit K - la boule unité fermé:

K={z/|2/<1}.
Alors

KP=K*={z/ z=¢€", —argAScpS%—a.rgA}

K,,=K,={z/z.=e"“’, 7r—-a.rgA5<p_<_g-7r—argA}.
b) Soit K - un carré unité fermé :
s
K={z=z+iy/z,ye[-1,1]}.
Posons ’angle ¢ = arg A. Considérons les ensembles
](1={1+iy/y€[_ls1]}, Kg:{ﬂ:—i/ZE[—l,l]},
K3={_l+iy/y€[_111]}’ K4={.’t+i/$€[-—l,l]}.
Selon les notations adoptées, nous aurons
[ {(1,1)} ,81 o = 0; ( K4U K, ,si¢=0;
K, ,Si0<<P<%; K, ,Si0<<P<%;
{(1,-1)} 8o =F; KiUK; ,sip=71%;
K”=ﬁK2 ,sf%<<p<7r; K.’:‘Kz ,si§<<p<7r;
{(-1,-1)} ,sip=rm; K,U K3 ,sip=m;
K3 i< < K3 ysim << 3
{(-1,1)} ,si = 3%; K3UKy ,sip=3%,
| K4 ,si-321<<p<27r; | K4 ,si37”<<p<27r.
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r{(_17_1)} 7Si‘P=0; 'I(2UK3 ’Si<P=0;

Ks si0<p< T K3 ,si0<<p<§;

{(-1,1)} 8ip=%; KsUK4 ,si (,o

K ,s5i Z < p< g K ,81 F'< < m;
I(,,:ﬁ 4 '2 ¥ 1(3=< ’4 . Y ’

{(1,1)} ,si p = m; K4UK, ,sip=m;

K, sl < < 3 K, sim << 3

{(-1,-1)} ,sip=35 KiUKy ,sip=3F

| K> ,si 3 < < 2m; | K ,si 3 < o < 2m.

Exem ple 2. Etudions le probleme (2) avec un critére défini par une

fonction puissance
f(z)=2",ouneN,n>2.

Soit K = {z [/ |2| < 1} .

Alors
k?=kK*= ] L;,
i=0
ou
i 27r 27r
Li={z=¢%/pe[— J+—-]}’
—K"=Ulj’
=0
ou
lj={2=€i‘p/80€[§ 2= §.7_r+-ij]},j=0,l,...,n—1.

Remarque. Dans ce pa.pier, les propriétés des fonctions analytiques ont
été utilisées pour la premieére fois dans 1’étude des problemes multicritéres.
Dans le cas des problémes a deux critéres (1); il a été possible de déterminer
la structure des solutions optimales de Pareto et de Slater. On a montré que
ces solutions optimales se trouvent sur la frontiére de I’ensemble des décisions.
Autrement dit les valeurs de Pareto et de Slater des critéres ne se réalisent
qu’aux points frontiéres de K. En utilisant une démarche analogue les auteurs
s’attelleront & étudier les structures des points-selle et de maximin vectoriels
[2]. | |
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