OBER LINEARE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN MADELUNGKONSTANTEN

Otto Emersleben

Unter Anwendung ciner neacren Bezieung  zwischen  Epsteinschen
Zetafunktionen, insbesondere demm Beruschen Grundpotentials 71 (v, v, 2),
auf altere Ergebnisse des Verfassers erkennt man, dass die Madelung-
konstanten der 4 Gittertypen NaCl, CsCl, ZnS und Cal’, nur von

. 1 11
2 Zetafunktionswerten abhangen, von denen ausser /7 (., D) ) der Ma-

1
delungkonstanten des Steinsalzgitters, jetzt auchd r Wert von // (u, 0, .,)
mit einer den vergroBierten  Anspricchen entsprechenden  Genauigkeit

(12 Dezimalstellen) vorliegt. — Nahceres uber die Berechnung [indet man
im Anhang. — Zwischen den Madelunghonstanten  jener 4 Gittertypen
bestehen lineare Bezichungen mit ganzzahligen Koclfizienten — z. B,

zwischen je 3 dieser 4 CGiraossen je 1 lincdare Bezichung., Von diesen
Bezichungen sind 2 von einander lincar unabhangig. Daher kann man
die Madelungkonstanten dieser 4 (ntter rational aul 2 unter ihnen
zurackfuhren, z. B. auf dicjerigen des Steinsalz- und des CsCl-Gritters.,
Letztere, die bisher nur als Summe zweier Zetafunktionswerte dargestellt
war, wird jetzt auch durch cinen cinzelnen Zetafunktionswert  ausge-
druckt, mit ciner rhomboedrischen quadraticchen Form  anstelle  der
bisherigen kubischen Formen. Numenische Werte  siche die Zusammen-
fassungen (S. 115 ff) nebst der Tabelle 1 (S0 103).

EINLEITUNG

Vor liangerer Zeit hatte ich gezeigt [1]]|2|, da8 man die heute
allgemein als Madelungkonstanten bezeichneten Gitterenergiegroien auf
Werte Epsteinscher Zetafunktionen zuriickfithren kann. Bei den damals
berechneten Beispielen der 4 reguldren Gittertypen NaCl, CsCl, ZnS
und CaF, erfolgte die Zuriickfiihrung linear, mit rationalen Koeffizienten
von kleinem Nenner, auf weniger als 4 — niamlich zundchst 3 —
verschiedene Werte solcher Zetafunktionen. Daraus folgte bereits, dal
man hieraus (mindestens) 4—3 1 lineare Beziehung zwischen diesen
Madelungkonstanten erhalten kann.

Daneben bestehen aber lineare Beziehungen it ganzzahligen
Koeffizienten zwischen Epsteinschen Zetafunktioncn unter sich. Emne
frither von mir mit solchen Zetafunktionen berechnete Parallelstromuny
zaher Flissigkeiten [3], auf die ich wegen ihrer vielfachen Anwendungen
kiirzlich zuriickgekommen bin [4|, gab AnlaB, schon um die dadurch
mogliche erhebliche Ersparnis an numerischen Rechnungen auszunutzen,
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die zwischen solchen Funktionen bestehenden linearen Beziehungen
umfassender zu untersuchen [5][6], auch soweit sie fiir die bei Kri-
stallgittern, also raumlichen Gittern, vorzugsweise interessierenden
Zetafunktionnen 3.0rdnung in Betracht kommen. Dabei zeigte sich
u. a., daB auch unter jenen Werten der Epsteinschen Zetafunktionen,
auf die ich die Madelungkonstante der 4 erwahnten Kristallgitter
zuriickgefithrt habe, eine sehr einfache Beziehung besteht, so da8 sich
dadurch die Zahl der linearen Beziehungen zwischen diesen 4 Made-
lungkonstanten noch um eine, auf (mindestens) 2, vergroBert.

Diese Ergebnisse veranlaiten mich, die zwischen Epsteinschen
Zetafunktionen bestehenden linearen Beziehungen auch auf Fragen der
Kristallgitterenergie anzuwenden.

Soeben erhalte ich von einer Arbeit von Herrn F. Bertaut [7]
Kenntnis, die die zwischen Madelungkonstanten bestehenden linearen
Beziehungen behandelt, speziell auch zwischen den von mir erwidhnten
4 Gittertypen. Unter Anknipfung an einen Vortrag von Herrn Noar,
der mir leider noch nicht zugianglich war, fihrt Bertaut unter
Benutzung der Patterson-Funktion einen nicht ganz einfachen analy-
tischen Beweits fir die Existenz solcher Beziehungen.

Vorbehaltlich spiterer weitergehender Verdffentlichungen iber die
Anwendungen der erwahnten Beziehungen zwischen den Zetafunktionen
der raumlichen Qitter, insbesondere des Bornschen Grundpotentials,
sollen vorweg bereits Fragen behandelt werden, die lineare Beziehungen
zwischen Madelungkonstanten betreffen. War es seit der Darstellung
dieser GroBen durch  Epsteinsche Zetafunktionen bereits klar, daB
einfache lineare Beziehungen zwischen diesen Konstanten existieren, so
wird man im fnlgenden eine deutliche Ubersicht hieriiber erhalten,
sowohl unter Zugrundelegung kubischer QGitter bei diesen 4 regu-
liren Kristalltypen als auch unter Anwendung eines rhomboedrischen
Gitters fir Kristalle vom CsCI-Typ.

OBERSICHT

In Teil I wird zundchst auf einfache Weise gezeigt, wie man
zwischen der Gitterenergie der 4 reguliren Kristallgittertypen NaCl,
CsCl, ZnS und Cal, in mehrfacher Weise lineare Beziehungen aufstellen
kann, unter denen zwei von einander linear unabhidngig sind. Dabei
beschrinke ich mich zunichst auf unmittelbare Folgerungen aus friihe-
ren eigenen Veroffentlichungen und schlieBe mich eng an die dama-
ligen Bezeichnungen [1][2] an, speziell auch hinsichtlich der Definition
der Gitterkonstanten. Da man verschiedene Moglichkeiten kennt und
verwendet hat, die Madelungkonstanten auf die Tinearen Abmessungen
des Gitters zuriickzufithren (m\besondere auf die Gitterkonstanten des
zugrunde gelegrten kubischen Gitters einerseits und auf den gegenseiti-
gen Abstand der nilchstliegenden lonen andererseits), werden in Abschnitt ¢
die Ergebnisse auf diese verschiedenen linearen QGittergroien umge-
rechnet. Unter diesen ergeben sich auch die beiden von Bertaut
genannten Beziehungen zwischen den Madelungkonstanten.

Da diese Darstellbarkeit analytisch gesehen auf der Abhingigkeit
der 4 Madelungkonstanten von den beiden Epsteinschen Zetafunk-
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tionswerten beruht, die die Madelungkonstanten des NaCl-Gitters und
des CsCl-Gitters bestimmen, und dieser Wert fiir das Steinsalzgitter
bereits sehr genau bekannt ist, wurde nunmehr — vgl. Anhang — der
numerische Wert dieser Groe fiir den CsCl-Gittertyp ebenfalls genauer
als bisher bestimmt, so daB sich daraus insgesamt die Madelungkon-
stanten aller jener 4 GQittertvpen mit mindestens 12 Dezimalstellen
ergeben.

Teil Il behandelt die Abhingigkeit der Madelungkonstanten von
den Zetafunktionen des Gitters, auch den Ubergang auf ein nichtku-
bisches Gitter fiir den CsCl-Gittertyp.

Die bereits mehrfach erwahnten Epsteinschen Zetafunktionen werden im fol-
genden (zu Beginn des Teils 1) fuar Interessenten kurz definiert. Teil | st jedoch
von dieser Delinition insofern unabhingiy, als er verstandlich bleibt, wenn der Leser
jeden Wert dieser Funktionen lediglich als eine besondere Konstante betrachtet. An
Mathematik wird dort nicht mchr als die clementare Auflosung lincarer Gleichungen
mit 2, 3 oder hochstens 4 Unbekannten apgewandt. Teil 11 enthalt auch cinige
vinfache geometrische Uberlegungen an Gitterpunkten und tber Eatfernungen zwischen
so'chen unter Bezugnahme auf dem Gitter zukommende quadratische Formen,

I. LINEARE BEZIEHUNGEN ZWISCHEN MADELUNGKONSTANTEN ALS ELEMENTARE
FOLGE AUS FRUHEREN BERECHNUNGEN

a. Darstellung von 4 Madelungkonstanten durch Zetafunktionen
des kubischen Gitters

In meiner Dissertation [1] habe ich die Gitterenergie eines Kristalls
linear durch verallgemeinerte Zetafunktionen dargestellt, die P. E p-
Stein|8] bereits mathematisch untersucht hatte, bet kubischen Gittern
durch Werte der Funktion

000

Z (5)s-

xXyz

Fiir Newtonsches Potential zwischen den lonen ist s=1 zu setzen.
2

. . . . . e :
Bis auf einen gemeinsamen Faktor von der (estalt q' Voe die LLadung

des Elektrons oder ein Vielfaches davon (lonenladung) und a eine
Linge, vorzugsweise die Qitterkonstante, bedeutet, erhidlt man dann
fiir die Gitterenergie pro lonenpaar, pro Einheitswiirfel, pro Zelle oder
in #hnlicher spezifischer Zusammenfassung eine einfache lineare Kom-
bination verschiedener Funktionswerte der Epsteinschen Zetafunktion

000 , . . :
Z (1),, mit verschiedenen Werten der unteren Parameter x, y, Z.

xXyz

Zur vereinfachten Schreibweise setze ich unter Benutzung einer
von M. Born eingefiihrten Funktion dreier Variabler, des ,Grund-
potentials« 1/(x, y, z) [9a] [9Db]

Z

000
0 (Da=HH(x, y, 2).
xyz
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Dabei bleibt zu beachten, daB es sich bei diesem, wie ich gezeigt habe,
um spezielle Werte der erwahnten Epsteinschen Zetafunktionen handelt.

Beim Gitter vom  Steinsalztyp ergibt sich fiir die Gitterenergie
pro lonenpaar NaCl eine Darstellung durch einen Wert dieser
Zetafunktion:

1 1 1

(1a) ¥Y'nacr T 1](2 2° 9 )
Fiir andere Gittertypen treten einfach gebaute lineare Kombinationen
solcher Funktioswerte -- mit rationalen Koeffizienten — auf. Insbe-
sondere erhielt ich [2] fitr die Gittertypen CsCl, ZnS und CaF,. redu-
ziert auf je ein lonenpaar bezw. — bei CaF, — ein neutrales lonen-
tripel (ein ,Molekul* CaF,).

23 1 1 1 1 1
(lb) y’C!CI a [4 II<0) O» 2>+4 11<212’ 2*)]1

1 1y 3 ] 1 1 I 1 1
(1e) vy \ 1 <4 4' 4 > T2 ”(0’ O, 2)+2 ”(f’ 272 )}

o? 1 1 1 1 I 1 1
A v, a[”(4 ara ity 1000 )4y ”<2’2’2’>]’

Dabei bedeutet e die lLadung des Elektrons, so daB8 beim ZnS-
Gitter jeder besetzte Gitterpunkt mit der Ladung 2e besetzt ist.

a bedeutet die Gitterkonstante in dem Sinn, da8 die Strecke
a der groBBte gemeinsame Teiler der relativen Koordinaten
aller lonenpunkte zu einander in Bezug auf ein mit den Wiirfelkanten

des  Gitters gleichgerichtetes rechtwinkliges Koordinatensystem
darstellt.

Ber der Anwendung  der physikalischen Konstanten e und a auf die Gitter-
energie  verschiedener  Kristalle  besteht  jedoch  ein grundsdtzlicher  Unterschied :
Wahrend ¢ ecine universelle Konstante ist, dic sich von Qitter zu Qitter nicht dndert
Mchrwertigkeit der lonen wird ja berucksichtigt — andert sich der Wert der Gitter-
konstanten a schon von Kristall zu  Kristall desselben Typs, z. B. vom NaCl-Gitter
mit @ 2814 A zum KCl-Gitter mit @ 3,14 A, sogar bei demsclben Gittcr mit den
bhysikalischen Bedingungen wie Temperatur und Druck. Wenn man abcr — wie hier —
Cristalle verschiedener Typen miteinander vergleicht, sind Zweifel moglich, was man
bel einem Typ als Gitterkonstanten  definiert, auch wenn man den Begrifi der
Gitterkonstanten bei cinem anderen Typ als gegebcn hinnimmt. Auch die formale
Definition der Madelungkonstante als  Qitterenergie cines Einheitsgitters des
betretfenden Tvps — mit  Gitterkonstante 1 vermag diese Schwierigkeiten beim
Ubergang zu cinem anderen Gittertvp oft nicht zu beheben.

b. Lineare Beziehung zwischen 2 hierbei auftretenden
Zetafunxtionen

Aus den 4 Gleichungen (1) ersieht man, daB8 dort die Gitterenergie
von 4 verschiedenen Kristallgittertypen durch nur 3 Funktionswerte

1 " 1 1 1 . .
), O , )
{1 !( 0, 9 ] 11 {4 44 J und 1/ (-, PRI ] linear ausgedriickt ist, so
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qu sich jedenfalls (mindestens) eine lineare Beziehung zwischen den
Gitterenergiewerten dieser 4 Kristalltypen ergibt.
Daneben wurde gezeigt |10, daB fiir jedes s

0 00 0 00
(2) Z111 ) 27010011 9
2 2 2 4 4 4
speziell also fiir s=1:
(1 1y 1 1 1 1)
[y ] —
21 ”14'4’4J 2”(2‘2’2J'
Daher vereinfachen sich [11] Gleichungen (1¢) und (1d) zu:
e? 3 1 11 1,
(2¢) Vi = g 5 [11 (o, 0, o J+11{2, 90y J]
sowie
. e 13 1 1 1 17
(2d) vew. =g n{o, 0 J+11(2, 22 ]

Hierdurch erhdht sich der Grad der gegenseitigen linearen Abhingigkeit
der Qitterenergiekoeffizienten, der Madelungkonstanten, dieser 4 Gitter.
Denn alle 3 Gitter vom Typ CsCl, ZnS und Cal, sind damit linear

S . .
vy J, zuriickgefiihrt, wih-

rend die Energie des NaCl-Gitters nur von einem, dem letzten, dieser
beiden Werte abhingt.

auf 2 Parameter, [] (O, 0, L} und ”(:12

C. Aufstellung der linearen Beziehungen zwischen Gitterenergien

Hieraus lassen sich ganzzahlige lineare Beziehungen zwischen den
QGitterenergien leicht herleiten, wenn man zunichst die Gitterkonstante
a als gleich annimmt: Durch Subtraktion der Gleichung (2d) von
Gleichung (2c) erhdlt man:

b 1}_

Y'zns T Y¥car, T 9 4 0290 9
Wegen (1a) ergibt sich hieraus ’
(l) 2!/'ZnS :2q|Cal‘z —+ t”)\'alCl °

Ferner kann man z. B. aus (1b) und (2c) 77 ((‘), 0, ; j eliminieren :

e? 1 1 1)
Y'zns — 2VCscr = a’ ”(2“ "9 9 J. wegen (la)

an Yzas = 2¥cect + ¥nacr-
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1

Oder man eliminiere 7/ [O, 0, 9

} aus (1b) und (2d):

. e? 1 / 1 1 1 »d 1
Vear, = 24¢s0 a9 1 (2 o 2J oder wegen (la)
(1 2¢car, 7 Aeser T ¥iacr -

SchlieBlich kann man auch aus den 3 Gleichungen (1b), (2c¢) und (2d),

die dieselben GroBen /7 (U, 0, ;J und Il(é—, ;, ;J explicite enthalten,

diese GroBen eliminieren und man erhilt
(IV) Q'I’Cah :y'ZnS —+>2q'CsC1 ¢

Gileichung (IV) ergibt sich auch, wenn man aus 2 der vorangehenden
Gleichungen (1), (1) und () v, ., eliminiert.

In jeder dieser 4 Gleichungen (I), (1), (IlI) und (IV) tritt eine der
4 GroBen y, . Weserr Yzns ¥ear, Nicht auf. Jedoch sind nur 2 dieser
4 QGleichungen von einander linear unabhingig.

Daher kann man irgend 2 aus diesen 4 Gleichungen auswihlen —

dies eryibt (; ) 6 Moglichkeiten - und erhdlt so jeweils ein Glei-

chungspaar, dessen beide Gleichungen von einander unabhidngig sind
und aus dem man die anderen beiden Gleichungen des Gleichungsqua-
drupels (I) bis (IV) erhalten kann.

Entsprechend den verschiedenen Definitionsmoglichkeiten der Qit-
terenerygie, bzw. der Madelungkonstanten, insbesondere je nach der
zupgrunde gelegten Gitterkonstante a oder sonstigen Lingeneinheit des
Gitters, konnen sich in den Gleichungen (1) bis (IV) die Werte der
Koeffizienten noch etwas idndern — jedoch ohne Anderungen des Vor-
zeichens. Sei r die kilrzeste Entfernung zwischen entgegengesetzt
geladenen lonen in dem betreffenden Gitter, so ist beim Steinsalzgitter
r- a, bei den anderen 3 Gittern r—ay 3.

v bedeute die Gitterenergie in bezug auf diesen Abstand r.
Dann ist YnaCt = Y'NaC
aber " 3.y fiir die Gitter von CsCl, ZnS und CaF,. Daher erhiit
man aus (1), (II) und (ll):

X . . 13 .
([ ) Yizus = VC:!-‘:+ 2 y'.\‘aCl ’
* .‘ « “ - + ..
(= ¥ zus 2y etV 3vacn
. . V3 .
) Dy _ ,
(Ul Year, = 2Vesart v ¥Nacro

jedoch aus (IV) unverdndert
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(lv.) 29'&;& = y’.ln5+2y'EsCl‘

(IlI*) ist, in anderer Bezeichnung, eine der beiden Gleichungen die
F. Bertaut|7] analytisch bewiesen hat.

Die andere seiner beiden Gleichungen ist gleichwertig mit der
vorstehenden Gleichung (IV*), lediglich hinsichtlich der Ladungen in
einer anderen Einheit: Wir hatten die Gitterenergie bei ZnS, ebenso
wie bei den anderen Kristallen, auf die Elektronenladung e bezogen.
Bezieht man den Wert der Madelungkonstanten A bei ZnS wegen der
Zweiwertigkeit seiner lonen auf die doppelte ladung, 2e¢ (entsprechend
der Definition: ,Madelungkonstante Qitterenergie im physikalischen
Einheitsgitter, d. h. im Gitter mit Ladungen 1«, so wie etwa die
Madelungkonstante des MgO-Gitters gleich der des Steinsalzgitters ist,
weil, von der Wertigkeit der l.adungen abgesehen, beide QGitter iiber-
; des Wertes; also
2Acar, = 4Azus +2Acscr,

einstimmen), so ergibt sich bei ZnS nur

oder
(IV**) Acar. = 2Azus+ Acser .

Dies ist, von der Schreibweise abgesehen, die erste der beiden
Gleichungen, die Herr Bertaut anfiihrt.
Entsprechend ergibt sich

(I**) 4/17,||S /‘Cal - ‘2.5 fq.\'a(‘l ’
3

(11%%) 247 Acsci+ 'y Asacr.

(IlI*) dndert sich hierbei nicht, also

(111+) Aca, = 2Acir+ ) Asscr.

d. Genaue numerische Werte

Aus vorstehendem ersieht man, dafl diese (ileichungen eine cinfache
Folge der linearen Darstellbarkeit der Madelungkonstanten durch Werte
Epsteinscher Zetafunktionen sind, da die Anzahl solcher Funktionswerte,
von der die QGrofBen abhingen, geringer ist als die Anzahl dieser
Gitterenergiegroflen. die durch sie linear dargestellt werden.

Von praktischer Bedeutung sind diese Bezichungen, wenn
man zur Berechnung nicht auf die Werte der Zetafunktionen selbst
zuriickgeht.

Da man die Madelungkonstante des Steinsalzgitters mit grofier
Genauigkeit kennt, auf 14 bis 16 Dezimalstellen {12]:

D11 0 00
‘"(z’Q'QJ:_Z; 12 ;(1)4 1.74756 45946 33182 1,
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jetzt aber auch der Funktionswert [/ (0, 0 ! J mit groBerer Genauig-

’ 2
keit als bisher berechnet wurde (siehe Anhang):
000
1
—n(o, 0, 2J ~Z 4,1 (1,=077438 61414 240,
' 2

kann man nunmehr die Madelungkonstanten der oben angefiihrten
4 kubischen Gittertypen, nicht wie bisher nur diejenige fiir das Stein-
salzgitter, mit 12 Dezimalstellen angeben.

Wegen neuerer vergleichender Arbeiten des CsCl-Gitters [13] ist
dies von besonderem Interesse.

Man erhdlt so die Werte in Spalte | und 2 der der Zusammen-
fassung beigefiigten Tabelle 1 (S. 103).

Il. DIE MADELUNGKONSTANTEN DES STEINSALZ- UND DES CsCl- GITTERS ALS WERTE
EPSTEINSCRER ZETAFUNKTIONEN

a. Die Zetafunktionen der raumlichen Gitter

Die verallgemeinerte Zetafunktion, durch die man bet rdumlichen
Giittern die Madelungkonstante darstellen kann, die Funktion

000
Z ‘,(S), ’
Xyz
wird durch eine der zu dem betreffenden GQGitter gehorigen — positiv
definiten -- quadratischen Formen

@ ((x)) == Zs Z’: anx;xx (Mita;,=au))

J A k=1
bestimmt. s bedeutet den Exponenten der zwischen den Ladungen des

Kristalls wirksamen Kraftfunktion :J, also s=1 fiir Newtonsches Po-

tential.

Bei kubischen Gittern sind die Koeffizienten der quadratischen
Form (Kugelform) @;, a und a;, O fir j3k Die GroBe a kann man
als die Gitterkonstante des zugrundegelegten kubischen Gitters
bezeichnen, namlich den grotiten gemeinsamen Teiler der relativen
Koordinaten aller lonenpunkte zu einander in Bezug auf ein mit den
Wurfelkanten dieses Gitters gleich gerichtetes rechtwinkliges Koordi-
natensystem.

Bis auf a als konstanten Proportionalititsfaktor konnen daher bei
kubischen Gittern die Koeffizienten der quadratischen Form

ajk == a(sj'k

gesetzt werden mit o, 1 und o, 0 fiirr j 4.
Die zu einer solchen quadratischen Form (Kugelform) gehorenden
Zetafunktionen tragen den Index .
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In diesem Fall ist fiir s>3 die Epsteinsche Zetafunktion 3. Ord-
nung mit verschwindenden oberen Parametern und den unteren Para-

metern x, y, z durch die absolut konvergente dreifach unendliche Reihe
definiert

000 > = > s2n(kx+ly+m
7 h=3 3 3 cos 2x (kx—+ 1) 2)

wye U LZ ST ep )

Der Strich (") am Summenzeichen bedeutet, dal das Glied mit den
Indizes k=1=m=0 (bei dem der Nenner verschwinden wiirde) weg-
zulassen ist.

Wenn x=y=2z=0 ist (oder sonst alle Parameter x, y, z ganz-
zahlig sind) konvergiert die die Zetafunktion definierende Reihe nicht
mehr fir s ¢

In allen anderen Fillen konvergiert die Reihe bedingt auch fiir
gewisse s-—3, wenn man z. B. nach wachsendem Nenner, d. bh. als
Dirichletsche Reihe, summiert. Fiir so kleine s, fiir die diese Reihe
rechts nicht mehr konvergiert, wird die Zetafunktion auf der linken
Seite durch die analvtische Fortsetzung dieser Funktion in der Variablen
s definiert.

Dass die analyvtische Fortsetzung dieser Dirichletschen  Reihe auch im Gebicet
der Nichtkonvergenz dieser Rahe zu richtigen  phisikalischen | rgebnissen fuhrt,
beruht auf dem Zivsammenwirken tiefer licgender mathematischer Uberlegungen betr,
Summicerbarkeit Dirichletscher Reihen mit der Tatsache, dass in jedem matericlien
Gitterstuck die Gitterpunttentfernungen nur bis zu cinem bestimmten (von der Grosse
des Stackes abhiargigen) maximalen Gitterpunktabstand vorkommren. Der | eser braucht
hicrvon fiir die Anwendung nur zu  beriicksichtigen, dass s zulassig ist, in der
Zetafunktion den Wert s 1 cinzusetzen, auch wenn dic Reihien dort nicht konver-
gicren. Bei den numerischen Rechnuagen, auf die wir Bezug nehmen, ist nicht dic

Reihe, sondern der Wert der analvtischen Fortsetzung jener Zetafunktion berechnet
worden.

b. Die Zetafunktion des Steinsal-gitters

1
2
in dem wichtigen [-all des Newtonschen Potentials, s 1[14]. Dieser
Fall ergibt, zunichst fiir solche s>1, fir die die nachfolgzende Reihe,
nach wachsendem Nenner sumimiert, noch konvergiert:

000

< N ST cosa(k -1 m)
Z 1 11 (s)y 2 24 i .
2 2 2 LT (B2 12 m?).

Z. B. divergigrt die Reihe mit den Parameterwerten x y =2

el

o e m (B2 + 24 m?)a

Hier werden, wie man sieht, die reziproken Werte der s-ten
Potenzen des Abstandes des Koordinatenanfangspunktes von den Git-
terpunkten mit den Koordinaten (4, [, m) uber alle Gitterpunkte des

_Z v S‘mv ('—])k'l‘
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unendlich ausgedehnten Gitters (auBer dem Anfangspunkt selbst) sum-
miert, und zwar mit einem Gewicht vom Betrage 1, das in jeder der
3 zu einander orthogonalen Qitterachsenrichtungen das Vorzeichen
wechselt, wenn man um einen QGitterpunkt fortschreitet. Das ist aber
die CGewichtsverteilung (Ladungsanordnung) des Steinsalzgitters.
’() 00
Zi 1 1 1 (s)s stellt also in einem Einheitsgitter die Summe der s-ten
2 2 2,
Potenzen der reziproken Abstinde der einzelnen Gitterpunkte vom
Anfangspunkt dar mit einem Vorzeichen, das dem Vorzeichen der
lonenladung des betr. Gitterpunktes in einem Qitter vom Steinsalztyp
entspricht. Mit anderen Worten: Um aus einem physikalischen Ein-
heitsgitter (mit Gitterkonstante @ 1 und Ladungen =+ 1), in dem die

Kraftfunktion :J wirksam ist, ein Jon zu entfernen, ist die Arbeit
000

— /7 11 1 (s) erforderlich. Bei diesem Gitter mit beliebiger Gitter-
2 22

konstante a_-0 und Ladungen vom Betrage ¢ Dbetrigt daher die

Aufbauarbeit

(1a%) waaC Z 111 (8)s
2 22

Daraus ergibt sich fir s =1 Gleichung (la).

c. Das CsCl-Gitter im kubischen Raumgitier

Die Gleichungen (1b) bis (1d) habe ich frither [1] [2] auf einem
nichtelementaren Weg abgeleitet. Da im folgenden von Gleichung (1b)
Gebrauch gemacht werden soll, soll fir diese eine einfache direkte
Ablettung gegeben werden, die auf der geometrischen Anordnung des
CsCl-Gitters beruht.

)OO

Die Funktion l (s)y ist svmmetrisch in x, y und z. Daher
xXyz
0O 0 0 000 0O 0 0
ist s), s),
Zuol()‘Zolu()‘ZlOO)
2 2
0O 0 0 000
und somit 3/ 1 W+ 701 (5)y-=

00, i222}
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000 00O 000 000
Z 111 et/ 1 st/ 1 (Wt 1 ()
2 2 §‘ Q‘ Q 00 0 9 ()! 0O 0 9

fiir s>3

(= DA (= D+ (= 1)
(K2 +B+m?)

s e (D (= DE (- 1Y (= D

"¥:2

-z~ L+ EZE

_ ! (R4 1P+ m?)2
- < 1 N e N 1
4TI 3 L —4ES Y
k _1 N m (k2+[: 4 ,”2), k! . m (k.’ _}{_ 1‘_'_+_ ”121'1
gcrade ungerade

Die Richtigkeit des Schrittes von der vorletzten zur letzten Gleichungs
zeile erkennt man wie folgt:

1. Wenn alle 3 Werte k£, / und m, gerade sind, ist jeder der
4 Summanden im Zihler der vorletzten Zeile,

(= D (= D (= 1) (= D,

positiv, gleich <+ 1, jeder Zidhler zusammen also gleich 4. Hieraus ergibt
sich die erste der beiden Reihen in der letzten Gleichungszeile

2. Wenn alle 3 Werte, &, [ und m, ungerade sind, ist jeder
dieser 4 Summanden negativ, gleich — 1, der Zihler zusammen also
gleich — 4. Hieraus ergibt sich die zweite der beiden Reihen der letzten
Gleichungszeile.

3. Wenn einer der 3 Werte, k&, [ oder m, ungerade ist, dic
anderen beiden gerade sind, z. B. (ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit) k& ungerade, / und m gerade, ist (—1)* /' ™ —1; (=1 —1;
(—=1)Y 1; (=1)m=1, der Zihler zusammen also 0.

4. Wenn einer der 3 Werte, &, [ oder m, gerade ist (z. B. k),
die anderen beiden ungerade (/ und m), ergibt sich (—1)*t/itm 1,
(=1} -1;(=1) —1; (=1)"=—1, der Zahler zusammen also eben-
falls gleich 0.

Die letzten beiden I dlle liefern daher keinen Beitrag zur Summec.

Die hierbei erhaltene ladungsverteilung (-+1, wenn in einem
kubischen Qitter alle 3 Gitterpunktindizes gerade, —1, wenn alle
3 Indizes ungerade sind, O in den iibrigen Gitterpunkten) ist aber die
Ladungsverteilung des CsCl-Gittertyps, wenn die Gitterkonstante a
gleich der Projektion der Verbindungsgeraden eines Csf-lons mit einem
benachbarten Cl—-lon auf eine der 3 Richtungen des kubischen Gitters
ist. In diesem Sinne ist daher der nichste Abstand zweier entgegen-
gesetzt geladener lonen rc.c Cs*—Cl-=a}3. Die Gitterkonstante
des reinen Cst-Kationengitters betragt 2a, desgleichen diejenige des
reinen Cl—-Anionengitters. Mit dem so definierten Wert der Gitter-

7 HM3secTna ma MartemMaTHuecKHS MHCTHTYT, T 1, xu. 2



98 Otto Emersleben

konstanten a ergibt sich daher, zundchst fiir aligemeine Kraftfunktion-
exponenten s, der vierfache Wert der Gitterenergie des CsCl-Gitters

o2 l 0O 00 000 }
(1b*) 4oy nac a* 13 Z 00 l (s)s +Z 1 (s)sy-
, ' 2 2 2 |

Mit s 1 folgt hieraus Gleichung (lb) (S. 90).

Damit ist fiir das neutrale raumzentrierte Gitter (CsCl-Typ) der
Aufbau seiner Madelungkonstanten aus 2 Zetafunktionswerten einfach
nachgewiesen.

d. Die quadratische Form des CsCl-Gitters

Vorstehend wurde die Gitterenergie des CsCl-Gitters auf 2 Ze-
tafunktionswerte mit kubischer quadratischer Form (Kugelform),
k%24 17 + m? zuriickgefiihrt.

Das kubisch raumzentrierte CsCl-Gitter hat jedoch seine eigene
quadratische Form, da das Gesamtgitter aus Rhomboedern aufgebaut
werden kann, von denen jede Ecke
mit einer Ladung - e, —e besetzt
ist, abwechselnd in jeder Rhom-
boederkantenrichtung, bzw. im phy-
sikalischen Einheitsgitter ahwech-
seind +1, — 1. Die Kante dieses
Rhomboeders habe (siehe oben)

o die Liange r—a}3. Die Flichen
des Rhomboeders sind Rhomben,
deren Diagonalen die Lingen 2a

und 2a )2 haben, wie man am rium-

lichen Modell unmittelbar er-
sieht.

Wenn  man kein i1aumliches Modell
zur Verfiiggung hat, erkennt man dies auf
folgende Weise: Dic Fliachendiago~alen
der rhombischen Grenzflichen verbinden
gleichnamige lonen, also (Gitterpunkte in demn kubischen Gitter mit dcr Gitterkon-
stante 2a. Diese mussen die Lange 2a ) n haben, wo n eine ganze Zahl ist, die
sich als Summe von 2 Quadraten ganzer Zahlen darstellen ldasst, also n.-1, 2, 4,
5, R, Jede Diagonale ist jedoch kurzer als die Summe zweier Kanten, also
2a ) 'n; <2af'3 (5 1, 7). Daher konnen fir n; und n, nur die Werte 1 und 2 in
Frage kommen. Da aus Svinmetriegrunden beide Diagonalen senkrecht auf einander
stehen, muss (Fig. 1) ny+ e 3 sein, also 1y 1 und n, 2 (oder umgechrt),

Einc solche rhombiscte Begrenzungsfliche ergibt sich z. B. aus den
1 Eckpunkten

0,0, 0),(. 1, 1), ( 1.1 1 2 )P, K. T, S in Fig. 4).

Die Verbindungsgerade K,7 zwischen den mittleren beiden Punk-
ten ist die kurze Diagonale, von der Linge 2a, die zwischen den beiden
duBeren Punkten A5, die lange Diagonale, Linge 24 12. Eine angren-
zende Flache hat die Eckpunkte (0, 0, 0), (1, 1, 1), (1, —1, 1), (2, O, 2)
(P. K. Q. R in Fig. 1 und 4). Diese 6 Punkte nebst den beiden weite-




Uber lineare Beziehungen zwischen Madelungkonstanten 99

ren Punkten K, (0, 0, 2) und ¢’ (1, 1, 3) sind die Fckpunkte eines
Rhomboeders, das in Fig- 4 schaubiidlich dargestellt ist.

Die Koérperdiagonale 5Q von (0, 2, 2) nach (I, —1, 1)
hat die Linge a}124-52+1% a\)1l. Dies ist zugleich die Linge von
 anderen Korperdiagonalen dessclben Rhomboeders.

Die 4. Korperdiagonale ALA, (in Fig. 4 suich-punktiert) ergibt
sich aus einem Schnitt lings zweier Kanten (Linge a13) und zweier
Flachendiagonalen je von
der Linge 2a (Fig. 2). A 2a s
In diesem Schnittparalle- y
logramm ist die lange
Diagonale gleich einer der
erwdhnten langen Korper-

diagonalen, a} ! 1. Daraus

folgt die Linge der ande-

ren, der kurzen Korperdia- g
gonale: Wenn die Ecken Fig. 2

des Parallelogramms S,

K,, Q, K, die Punkte (0, 2,2). (1,1, 1), (1,—1,1) und (0, 0, 2) sind,
wird der erste und dritte dieser 4 Punkle Sund Q, von der Diagonale der
Linge a} 11 verbunden (siehe oben), der zweite und vierte Punkt
K, und K, (durch die kurze Diagonale K /[)) von der Linge

aVi?412412  a)3.

Auf Grund dieser einfachen geometrischen Uberlegungen soll die
quadratische Form des CsCl-Gitters und zur Vorbercitung hierzu
zunidchst diejenige ihrer Begrenzungsfliche festgestellt werden.

Seien x, 4, « die ganzzahligen Indizes der Gitterpunkte des
rhomboedrischen CsCl-Qitters. In der Ebene 0 (als Beispiel) seir die
4-Achse gegen die -Achse um den Winkel «, geneigt (Fig. 3), wo

tg:;"~~ 12,(10— 70°31°44” Dann wird die quadratische Formm ¢, gesucht,

-~

die die QGitterpunkte x», 4 in der Ebene . konstant darstellt, so daf]

das Entfernungsquadrat des Anfangspunktes = 0, 4 0 von dem Git-
terpunkt x, 4 darstellt. Daher ist

ll'llt j» = (,, > = 1 T e ( ],()) = 1)1] :‘a:!,
mit » -0,2=1 ebenfalls 4, (0,1) b,, = 3a*
Fl.ll' x:/..: 1 lSt! ’]“(],]) bll“; b22+2b|2

= 3a%+ 3a%+ 2b,y-- 8a®, also b,, a*

Die quadratlsche Form lautet daher ¢, (%,4) a® (3x2? 1 34%2 1 2x4).
Fir x=1, 2= —1 ergibt sich hieraus richtig die kurze Diagonale

‘¢u(11 —l) = 2a,
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Entsprechend ist in dem oben durch seine Eckpunkte beschriebenen
Rhomboeder fiir x=- 0 in der i, «-Ebene

@ (4, 1¢) = 3224 3+ dp ;
o
da jedoch in einer Rhomboeder-Ecke mit 2 spitzen Winkeln u0:701—

2
Bo .

o
(siehe oben) der 3. Winkel stumpf ist, g,= 109'2 (mit tg 9 =}2, we-

Fig. 3

gen a,+p,—a) ist die quadratische Form fiir die Ebenen parallel 2 0
im Vorzeichen des gemischten Gliedes von den vorhergehenden quadra-
tischen Formen verschieden, namlich o, (x, u)=a?(3x® +3u?—2xn). Das
gemischte Glied hat hier also negatives Vorzeichen.

Diese 3 quadratischen Formen ¢, ¢. und @, zusammen ergeben
fir das raumliche Gitter die quadratische Form in 3 Unbestimmten

a(x, 4, 1) =a?|3(x*+ 23+ 1?)+ 2 (x4 + i — px)}.

Fir die Korperdiagonale zum Punkt x=4=u=1 hat daher die
quadratische Foml den Wert (1, 1, 1)=11a? also die Diagonale
selbst die Lange }¢ (1, 1, 1)=a 11, in Ubereinstimmung mit der frihe-
ren Rechnung.

Fiar die kurze Diagonale, zum Punkt x=u=1, 4= — 1, erhilt man
o (1, —1, 1)-=3a%. Die Liange der Diagonale ergibt sich daher zu
Yo =a}3, wie frither direkt erhalten.

Da die so bestimmte quadratische Form noch den Liangenpara-
meter a enthilt, sei @(x, 4, n)=a%%*(x, 4, u) mit ¢*(x 1, u)=
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=302+ A%+ 1?)+2 (xi+du — ux), wo die quadratische Form ¢* nunmehr
eine rein arithmetische Form ist, ohne Lingenparameter.

Durch das Gitter ist die quadratische Form nicht eindeutig
bestimmt, da auch die dquivalenten Formen dasselbe Gitter bestimmen.
So ist in der Netzebene u=0 nach Fig. 3 zu demselben Punktgitter
ein anderes Koordinatensystem gezeigt, mit derselben x’-Achse, aber
einer anderen zweiten Achse, i’ (gestrichelt), die gegen die x-Achse um

) 0
18()"—{2U - 18()0—(900—;")?- 90° + ;" = 125; geneigt ist, mit der qua-
dratischen Form
(p‘: (%, 4)=a?(3x® + 427 — 4x1’).

Hier liegen auf der i’-Achse nur positive lonen. Das Grundparallelo-
gramm dieser Form entspricht der Fig. 2 in derart gedrehter Lage,
daB die strich-doppelt-punktierte Achse der Fig. 2 in die 4’-Richtung
der Fig. 3 fallt.

Fig. 3a zeigt punktiert eine noch andere Lage der zweiten Achse-
4", bei der ebenfalls, wie die i Achse in Fig. 3, + und — Gitter-
punkte abwechseln.

Der Inhalt einer Rhomboederfliche (Fig. 1) ist 2a}2. Schnei-
det man ein Rhomboeder lings der in Fig. 1 strichdoppeltpunktierten
Geraden senkrecht zu der Fliche gemdfi Fig. 1, so geht dieser Schnitt
aus Symmetriegriinden durch die Enden KK, der kurzen Diagonale

und ergibt ein Parallelogramm gemiB Fig. 2, mit der Hohe a}2. Sei
in Fig. 4 PQRK, das Rhomboeder gemidB Fig. 1, K;QK,S der Schnitt
gemiaB Fig. 2. Die Symmetrie, gemi8 der diese beiden Flichen senk-
recht auf einander stehen, ergibt sich in einem einfachen raumlichen
Modell (evtl. aus Pappe ohne weiteres selbst zu fertigen). Daher hat
jedes solche Rhomboeder das Volumen V =4a® In der Tat sieht man
leicht, daB das Volumen des Rhomboeders gleich der Halfte eines
Wiirfels im Cst+-Gitter oder im Cl—-Gitter sein muB. Diese Wiirfel,
Kantenlinge 2a, haben aber das Volum 8a® V ist hiervon in der Tat
die Halfte.
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e. CsCi-Gitterenerg.e im rhomboedrischen Gitter

Auf dieser Grundlage ergibt sich fir die Gitterenergie des CsCl
Gittertyps mit der Zetafunktion

0 0O

__1 +d+
Z 111 (S)"-ZZZ (=1
|2 2 2 - 1.3(zuluuﬂ)-x«‘z(xu—m—ux)]z
die QGitterenergie des CsCl-Gittertyps
00O
eﬁ )
Vescl ™ gy Z 111 ($)y--
2 2 2,
Wegen (1b) ist diese Zetafunktion
00 0‘ 3 i0 0 0 1 000
Z111 (@ Z’O 0 '(S)a+;1— Z 111
12 2 2] 2, 222
Flar s=1 erhialt man die Werte:

000‘
Z 11),.=0n (00, )+'n('—,'~,.1-)
4 2’ .72

222*
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": (—0,77438 61414 24)-#; (—1,74756 45946 332)

= —1,01768 07547 263 .

Da bisher kaum Zetafunktionswerte fiir nicht-kubische quadratische
IFormen berechnet worden sind, ist darauf aufmerksam zu machen, da8
die quadratische Form ¢* nicht symmetrisch in den Unbestimmten ist.

Die quadratische Form ¢ war so definiert, daBl sie ganzzahlige
Koeffizienten aufweist. In mancher Hinsicht gestattet eine quadratische
Form, deren rein quadratischer Bestandteil »®4-42 ¢ 42 den Koeffizienten
I hat, einen besseren Vergleich mit der Kugelform. Daher setze ich

P (6 4, 1) = li g * (%, 4, 1) oder

, . w2, L.
Piac) 6 4, 1) 22 1A% 4 ,u"+,3 (%A + At — 14>), so daB

“ 100 0]
¢ — '
Ve e Z 111 (‘S)'C«Cl WO rescl =a }3 war.
' 202 2 ‘
000 000
Dabei ist Z 111 e 32/ 111 (9, furs 1
2 2 2 2 2 2
10 0 0
Z 111 (Dvee, —1,76267 47730 710.

Nachdem nunmehr auBer der Gitterenergie des Steinsalzgitters
wnact, auch diejenige des CsCl-Typs, ycec1, durch genau eine Zeta-
funktion dargestellt werden kann, deren Wert numerisch sehr genau
bekannt ist, erhalten die eingangs bewiesenen QGleichungen (II) und
(), die die Gitterenergie von ZnS und CaF, durch diejenige von
NaCl und CsCl darstellen, eine weitere Bedeutung. Numerische Werte
stehe die letzten Zeilen der nachfolgenden Tabelle 1.

ANRANG

OBER NUMERISCHE BERECHNUNGEN VON ZETAFUNKTIONSWERTEN
1. Vorbemerkung

Die Herleitung der nachstehend angewandten Gileichungen zur Berechnung
von  Zetafunktionswerten wur e den Rahmen  dieser Zeitschrift wohl iiberschreiten,
woenn sie noch notig ware {1} [2) Dagegen besteht sehr gut die Moglichkeit, die mit
diesen Gleichungen durchgefuhrten numerischen Rechnungen zu erlautern, sowie einige
Kunstgriffe zu erwahnen, die den Rechnungsgang wesentlich vereinfacht haben,
rugleich als Beisplel fur etwas von anderer Eeite durchzufiihrende Zihnliche Re-
chnungen. Den dabei auftretenden einfachen Siatzen der elementaren Zahlentheorie
(hetr. Zerlegung in Summen von Quadraten) entsprechen jeweils gewisse Eigens-
chaften des Raumgitters.
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In diesem Anhang handelt es sich stets um Zetafunktionen dritter
Ordnung mit rein quadratischer Form (Kugelforin), so da der Index o
(vergl. Abschn. lla S. 94) weggelassen werden kann.

000 000,
1. Die Werte von J/ 1 (1) und / 1 1 (1) wurden
00 0
2 2 2
auf demselren Wege auf 13 Dezimalstellen berechnet, auf dem f{rither
0O 0 0
bereits [15] der Wert von / | 1 1 (1) auf 15 Dezimalstellen be-
2 2 2

rechnet wurde.
Als Ausgang diente wiederum eine frithere Darstellung [2a] der

Funktion Z Y 00 (1), sofern x, y und z nicht alle zugleich ganz-
Xyz
zahlig sind:

-~ ( .
II(X, Y 2) Z (:» ) 2 (l)ﬁ 11(”(xv)" z)+l["-"(x,y, Z), wobei

3
hol e Rk‘-z 21

| 1z < '
11(1’(2’1’ 22, Z;,):n Z 2 Z R;" . - mit

ki — o kym oo Ryo—or LEL

R? .= (R, —2,)°+(ky—25)?+ (k3 —2;3)* und

e ] —F( Il v . N ~ ~
H®(z2), 2y, 25) 3 rin) S cos 2a (k2 +kyz, 4 Ryzy).
n 1 \n k’l+k:+k§ n

Hierbei bedeutet

kY

F(x)——:‘2 fe‘ Y’'dy

[}

das GauBsche Fehlerintegral, also

o

2 L,
1 —F(x)= ~r'dy.
) V2 fe Y

X

Die in den vorstehenden Gleichungen auftretende Grofile v, der
Trennstellenparameter, bedarf niherer Erlduterung (siehe nachfolgende
Ziff. 2). Ferner ist es zweckmaBig und fihrt zu wesentlichen Verein-
fachungen der Rechnungen, auch die GroBe R,_, ein Entfernungsqua-
drat im Raumgitter, die bei [I'"" sowohl im Exponenten der Exponen-
tialfunktion als auch im Nenner auftritt, einer niheren Betrachtung zu
unterziehen (siehe nachfolgende Ziff. 3).
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2. Wah| des Trennstellenparameters

11V und 17 hangen je auch von r ab. lhre Summe ist jedoch
von der speziellen Wahl von r>0 unabhingig. Daher kann dies will-
ktirlich gewahlit werden. Je kleiner ¢ ist, um so schlechter konvergiert
die Reihe fir 1™, je groBer, um so schlechter die fir /T,

Bei den Berechnungen von 1922 [1}[2] wurde in der Hauptsache

mit r:-:;, daneben mit 1:32'-. zum Teil auch mit r=x gerechnete
Dies ergab im Zahler der dreifachen Summe von 77V Exponentialfunk-
tionswerte mit rationalen Exponenten. Das erleichterte die Be-
nutzung der damals vorhandenen Tafeln. Fiir die neueren Berechnungen
mit groBerer Stellenzahl muBte man sich noch mehr den vorhandenen
Tafeln anpassen. Hier erwiesen sich zunidchst inzwischen erschienene
Tafeln far e~ mit einfachem rationalem x als niltzlich[16]. Spater
wurden in der Abt. angewandte Mathematik der Universitat Greifswald

vollstandige Tafeln fiir e " fir ganzzahlige 0-“n-":00 mit etwa
17 Dezimalstellen berechnet.

Mit dieser Tafel gelangt man leicht auf die bei den jetzigen
Rechnungen benotigten Werte, wenn man r |} 2 oder 1=}2x setzt.

2]

Mit einem anderen Parameter w- ' ergibt dies w=1 bzw. 2. Die bei
by 4

solchen Werten der Trennstelle auftretenden Werte des Fehlerintegrals
wurden auf 15 Dezimalstellen besonders berechnet|17]. Dadurch
erygibt sich eine Schranke der mit diesen Hilfswerten erreichbaren
Genauigkeit der Zetafunktionswerte.

3. Die Entfernungsquadrate RZ_,

K5 _, ist das Quadrat der Entfernung des Punktes (z) mit den

Koordinaten z,, z,, z, von dem einzelnen Gitterpunkt (k) mit ganz-
zahligen Koordinaten k,, ky, &,.

Bei festem (z) tritt also jeweils nur eine abzihlbare Folge von
Werten g2 __ auf, von denen nur die ersten, d. h. fir kleine (&),
explicite berechnet zu werden brauchen, da fiir groBere (&), also
groBere A2, die Exponentialfunktion so klein wird, daB eine allgemeine
Restgliedabschatzung [18] ausreicht.

In folgendem werden die 4 Faille, die auftreten, wenn die z;
gleich Null oder !

2

sind, einzeln behandelt.

1
a) 21=2g=23=2

ergibt
4R:_“ =(2k, — 1)+ (2ky — 112+ (2k, — 1)
Dies ist die Summe dreier Quadrate ungerader Zahlen, also von der
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Gestalt 8243, wenn n im folgenden eine nichtnegative ganze Zahl
bedeutet.

Umgekehrt treten bei einer derartigen Darstellung von 4R3 :

2
alle moglichen Darstellungen solcher Zahlen von der Gestalt 8n+3
als Summe dreier Quadratzahlen auf, wenn &,, &, und k3 unabhingig

voneinander alle ganzen Zahlen (i 0] durchlaufen (da die Zahl 8n+3

als Summe dreier Quadratzahlen dargestellt, stets die Summe dreier
ungerader Zahlen sein mu8).

Wenn die Tripel ganzer Zahlen (k) alle Gitterpunkte des unendlich
ausgedehnten Raumgitters durchlaufen, tritt daher jede dieser Zahlen
8n+3 genau so oft auf, wie sich die Zahl 8743 als Summe dreier
Quadratzahlen darstellen lafit. Die Anzahl ist daher r;(8n-+4-3), wenn
rq (/) die Anzahl der Darstellungsmoglichkeiten der natirlichen Zahl [/
als Summe dreier Quadratzahlen bedeutet, d. h. im Einheitsgitter die
Anzahl der Gitterpunkte auf einer Kugelfliche von Radius y/ umeinen
Gitterpunkt als Mxttelpunkt (z. B. ry(l) 6, weil 1 (+1)2402402=

024 (+1P402=024 024 (+ 1)2).

Fir die Durchfuhrung der Rechnung bedeutet dies auf Grund
einfacher zahlentheoretischer Uberlegung gewonnene Resultat, da8 bei
diesen Berechnungen jede Zahl 87+3 genau ry;(8z+3) mal in der
Gestalt 4R, : vorkommt, eine wesentliche Veremfachung

2
Im Kristallgitter besagt dies, dal bei einem unendlich ansgedehnten
CsCI-Gitter mit der Gitterkonstante a (Fig. 4) auf jeder Kugelflache
um ein Cst-lon als Mittelpunkt mit einem Radius a}\8n+3(n -0,
ganz) r,(8n + 3) Cl -lonen liegen, wdhrend umgekehrt alle Cl‘-lonen
auf Kugelflaichen mit Radien a}8n+3(n 0, ganz) um irgend ein
festes Cs*-lon als Mittelpunkt liegen. (Diesclbe Bemerkung gilt selbst-

verstindlich aus Syvmmetriegrinden auch bei Vertauschung der Rollen
der Cst-und Cl--lonen).

Daher nimmt im vorliegenden Fall die erste Teilsumme des
gesuchten Zetafunktionswertes mit R :;:v-(8u+3) unter Bericksichti-
2

gung der vorstehend errechneten Hiufigkeit des Auftretens dieser
einzelnen Werte die Gestalt an

1 1 1 4 = e o 8n43) r
1) _ K —
I (2 5 2) Sy Cg
_4 3 -r’oc f3(8ﬂ+3) ..2’,
~€ "X gni3 € 2;;

N. B. Dieselbe zahlentheoretische Funktion ry(/) tritt auch bei Bere-

chnung der 2. Summe, [J®, auf, denn fiar 2z, -z,=2,= ! ist

2
08 2 1(ky 21 + RyZy + RyZ5) = COS (R + Ry +hg) =(— 1)1 4at4s.
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Diese GroBe hat den Wert + 1 oder—1 je nachdem, ob die Summe
k4 k,+k, gerade oder ungerade ist. Dieses ist aber genau dann der
Fall, wenn auch die Summe der Quadrate ihrer Summanden gerade
oder ungerade ist, d. h.

(— 1)erthth — (— 1) i+ — (— ] )7;

denn jedes dieser cos-Glieder in J/® solite mit denjenigen Gliedern

zusammengefaBt werden, deren Quadratsumme & + k3 + 43 denselben
Wert n hat, fiir die also der Gitterpunkt (k) auf derselben Kugelflache

mit Radius y27 um den Anfangspunkt liegt.
1

Daher ist die cos-Summe firr 2, =2, 2z,= 9

3 cos a(ky +hy+ky) =3 (— 1) Ki+ayas S (= 1)'=(=1)ry(n).
Al +a34a3 o Rial n JE BT

Also ergibt sich

1 1 1 o 1—F(t)n)
D - — 1V, dn) -
mo(y. p g )=S=1rnm
b) Mit 2,=29=0, 23=;
ist ARV — (2k P+ (k)2 + (2kg— 12 =4n+41.

Jede ganze Zahl der Gestalt 4n+ 1, die sich als Summe von
3 Quadratzahlen darstellen '148t, muB dabei die Summe von 2 Quadra-
ten gerader und einem Quadrat einer ungeraden Zahl sein. Wenn
mehrere wesentlich verschiedene Darstellungen derselben Zahl existieren
(z. B. 9=094+024-3%2:22942%41?) ist jede :olche Darstellung die
Summe zweier Quadrate gerader Zahlen und eines Quadrates einer
ungeraden Zahl.

Jedoch treten bei dieser Darstellung von R . als Summe dreier
Quadrate, was die Reihenfolge der Summanden betrifft, nicht alle
Darstellungsmoglichkeiten der Zahl 4n+41 auf, sondern nur ein Drittel
davon, namlich nur, wenn (2k;— 1) ungerade Zahlen sind, nicht jedoch
wenn (2k,—1) oder (2k;,—1) ungerade sind, sofern ich die Funktion

.00 05 :
y4 1 1(1) berechne mit z,=2,=0 und zz= .
P00 2
2|
1000 000 00 0
Zwar ist | (1) = 1 1) = | 1,
Zt;-oo( Z§0;'Og()zi00—l2—-()
i H ‘

jedoch muB man bei einer Berechnung mit einem festen z;:é-
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rechnen, wihrend gleichzeitig die beiden anderen 2;=0 sind. Daher
tritt die ungerade Zahl 4n41 bei diesen Berechnungen insgesamt

(nur) ! =r3(4n+1) mal in der Gestalt 4R,_. auf.

Dxe rechnerischen Folgerungen hieraus werden in Ziff. 4 gezogen.
C) Mit zl::o' ZQ=23:

ist 4R:_ .= (2k,)2 + (2kg— 1) +(2k;— 1)2=4n+- 2.

Jede Daistellung einer Zahl 4. ! 2 als Summe von 3 Quadratzahlen
muB daher die Summe zweier Quadrate ungerader Zahlen und eines
Quadrates einer geraden Zahl sein (denn damit die Summe der 3 Qua-
drate eine gerade Zahl ist, miissen ungerade Zahlen in gerader Anzahl
vorkommen, also zweimal oder garnicht. In letzterem I-alle hiatte man
aber die Summe der Quadrate von 3 geraden Zahlen, die wie jedes
Quadrat einer geraden Zahl durch 4 teilbar ist, also nicht die Gestalt
4n +2 haben kann).

Im vorliegenden Fall wurde ohne Beschrankung der Allgemeinheit
2,=0 genommen, die anderen beiden z,--~-; (/= 2 und 3). Die gleiche

Anzahl der Darstellungsmoglichkeiten fiir 4742 gibt sich mit z3=0
und mit z,=0. Daher entfillt auf jeden einzelnen dieser Fille, insbe-
sondere also auch auf den speziell betrachteten Fall z,—0, nur ein
Drittel aller moglichen Darstellungen der Zahl 47+ 2 als Summe von
3 Quadraten. Jede solche Zahl 4n-+ 2 tritt somit bei dieser Berechnung

insgesamt (nur) :13 ry(4n+2) mal in der Gestalt 4R, . auf.
Daher ist

l 4 1 . (6’!{—2) 2'
1) — _
I (0, , 2) 3 nzl'or (4rz+2) an+-2 Vo

1= Lr(dnt2) .
ne"z ont1 €7 =2

d) ,z1 ‘:.222 = Zn ;’,0.

Wenn alle z; ganzzahlig sind, z. B. 2, 0 (j 1,23), verschwindet
bei der frither angegeben Formel fiir /71'V eins der Entfernungsquadrate

Rh die auch im Nenner auftreten. Dieses Glied ist wegzulassen (was
bei der fritheren Formel bereits durch einen Strich an der dreifachen
Summe zum Ausdruck gebracht wurde).

Dafiir tritt ein weiteres Glied auf [19], sodal man insgesamt erhilt

n

00O 1 _9y, € w = 1 —F( anw)
Zooo‘”‘ 2y +, néra(n) +">=:‘ '

indem man wiederum die Funktion ry(/) einfiihrt.

ry (n),
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Die crsten beiden Glieder, die algebraisch von « abhiangen,
nehmen ihr Maximum, — 3, fiir & =1 an. Bei diesem Wert des Trenn-
stellenparameters hat daher die Summe der beiden unendlichen Reihen,
die beide aus positiven QGliedern bestehen, ihren kleinsten Wert, was
fur die Durchfiihrung der numerischen Rechnungen zweckmiBig ist.

Mit diesem Wert wurde daher eine Rechnung durchgefithrt, eine andere
mit w=2,

|0 O O
4. Berechnung von /| 1 ()
0 0
2
Von besonderem Interesse im Rahmen dieser Arbeit ist

000 / 1 | .
[§ 2
Zont o ufaad) oo Lrumuo d)

Hierbei war nach Ziff. I, mit 1= Va1 w>0:

: 32
4 hinid sl c e o:.’kk"
MDD IS 5

2
T Ryxa—eox Rye—o00 Ryis—oo 4Rk—2

ll(l)<()1 O, é)—: -—‘2‘“)’

(mit 4R .=4n+1 nach Ziff. 3b:)
— M an+1)

4n+1

4 =1 ,
33 ra@ntn.©

—2\w

T

-

oy ra (D)
H-4 'e ‘—:uz
Py 4

" n+1

3
e W —2)m

(mit 0 1)

1
-~ . —-0.25::“ —- — .
€ & 4py1 € 2

| G
Die unendliche Reihe ist in Tabelle 2, Spalte 1—5, berechnet. Mit

l _=
.e ¢
E

=0,14512 96135 56044 8715

erhdlt man hieraus ll“’(O, 0, ;)~ —0,79758 93864 94223 2
+ 4

Far 1@ (0, 0, )= 5 1=RYanw) 52 (_ 1y ergibt sich mit
2/ = \n .:-}-k;-rk;-a
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w =1 [17] und den in Tabelle 2, letzte Spalte, zusammengestellten Sum-
menwerten:

1750 (0, 0, ;):0,02320 32450 702304 ,
+216
insgesamt also

00O
Z 1 (1)=—0,77438 61414 239928 ,
00, 4929

Auf 18 Dezimalstellen gerundet ist dieser Wert, desgl. die entsprechend
berechneten anderen Zetafunktionswerte, in Ziff. 1a der Zusammen-
fassung iibernommen worden. Die genaueren Fehlerschranken fiir diese
Werte finden sich bei der Kontrollrechnung im folgenden Abschnitt

5. Oberprifung der numerischen Werte
Zwischen diesen 4 Grofien besteht die Funktionalgleichung [20]

| 1 1 1 1 1 1
/1(0, 0, 2]+1/(O, ) 2)+3 11(2,5, 2}:11(0, 0, 0).
Wenn man diese Werte einsetzt, ergibt sich
1 . 53971
11(0, 0, 5 |= —077438 61414 2yq)5
1 1 . 178
+ 1 (O. 2' 9 —1,48038 98065 12999
+l 1 poro1 = —0,568252 15315 44394
3 (2' 2’2 7 )

—2,83729 74794 8033
in bester Ubereinstimmung mit dem Wert
11(0, 0, 0) - —2,83729 74794 806,
Diese numerischen Berechnungen wurden im mathematischen Prak-

tikum der Universitit Greifswald ausgefilhrt unter besonderer Mitwir-
kung meines Assistennten, Herrn J. Krolop.

Eingegangen am 13. 4. 1956
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ZUSAMMENFASSUNG

1. Die Grundlage der numerischen Werte fir die Gitterenergie
(siehe nichste Ziffer) sind gewisse Werte Epsteinscher Zeta-
funktionen fir s=1 (d. h. fiir Newtonsches Potential), die teilweise
mit groBerer Genauigkeit als bisher bekannt berechnet wurden.

a. Zetafunktionswerte fiir kubische quadratische
Formen k*2+4/*+m? oder Bornsches Grundpotential

000
4

| (1) =11(x.y, 2),
xXyz

):-1,74756 45946 33182

>:—1,48038 98065 122

1
I7, (o, o

I1(0, 0, 0)= —2,83729 74794 80‘75.

):-—0,77438 61414 240

b. Zetafunktionen des CsCl-Rhomboeders.

00O
Z 1 11 (Dyeye, = — 1,76267 47730 710
2 2 2
mit Tcsct k2+l2+m2+§ (Rl4-Im — mk)

oder, mit ganzzahliger quadratischer Form.
g " =3(R*+1-+-m?)+2kl+Im—mk),
000
Z 1 1 1 ()e-=—101768 07547 263
22 2]
2. Gitterenergien

Die Gitterenergie pro lonenpaar betragt bei Kristallen vom
Steinsalztyp:
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e? 1 1 1\*
Y'NacCl “a 11(2'2’ )

Hierbei ist die Gitterkonstante a - an.ci = naci gleich dem kiirzesten
Abstand zwischen verschiedenen lonen des QGitters.

R 213 1 1 1 1 1 *
(aSCl'T)’p: ./'CSCI _‘2 [4 1’(0, 0, 2)+4 1[(2)2’2)}

, 1000 +

e
—2aZ 111 ()

1222

2 OOO; £
- Z 1110

s ! ¥csCi -
e ™7 9 9 9

Dabei bedeutet rcc; den kiirzesten Abstand zwischen verschiedenen
lonen des Gitters und a die Projektion dieser Verbindungsstrecke auf
eine Achsenrichtung des kubischen GQitters, in dem das CsCl-Gitter
enthalten ist.

2a bedeutet daher die Gitterkonstante des im CsCl-Gitter enthal-
tenen gleichnamigen Cst- bezw. Cl--lonengitters.

Fir yzns siehe Gleichung (3c), fiir y'car, Gleichung (3d) in
Abschnitt 1d.

Zwischen diesen 4 Grolen y bestehen, bezogen auf gleiche Git-
terkonstanten a, die linearen Beziehungen (1) bis (IV), zwischen den
4 GroBen y¢*, bezogen auf gleichen kiirzesten Abstand r der entgegen-
gesetzt geladenen Teile i Gitter, die linearen Gleichungen (1*) bis (IV*);
siehe Abschnitt Ic.

* Numerische Werte, siehe Tabelle 1, Spalte 1.
** Numerische Werte, siche Tabelle 1, Spalte 3.



BbPXY JIMHEMHHM 3ABHCIHMOCTH MEX/1Y KOHCTAHTH
HA MAJIEJIVHI

OTto EmMepcaeGen (I'paiidcBann)

PE3IOME

1. OcHOBHa poOAsi MPH YHUCJAEHOTO MNPEeCMsiTaHe HA CHePrusita Ha
€lHa KPHUCTaJHa pelieTKa (BX. CAeBAINATa TOUYKA 2.) HIPAAT HIKOM
cToiHocTH Ha LEmanvoBu 1era-gpyHkuuu 3a s 1 (1. e. npy Hiotonon
NOTeHUMAN), KOUTO B Ta3d paboTa ca NaA€HH C TOYHOCT, NO-TOAXMA OT
pocera ro3HartaTa.

a. CtoiHOCcTH Ha 1eTa-QYyHKUMH 33 KYOHUHM KBaapaTHuHu opmu
R¥4 124 m? niM 3a OCHOBHHMS NOTeHUHan Ha bLopH.

Z‘io O W=11(x, 3, 2).

yz
b U VL 174756 45946 33182
9r9ro )1 3
r ] l 9 X3
1{0, 5. 5 |=—148038 98065 122
)
i{ o, o, ; — —0,77438 61414 240
\ J
\ 6
n[ 0, 0, 0 | = —2,83729 74794 803,
J

6. Llera-¢pyukunun Ha CsCl-pomGoennpa

-

(1), . = —1,76267 47730 710

00
Z 11 CsCJ
2 2

N

c Pcscl = k’+l’+m’+§ (kl4-1lm — mk)
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MAK C LleAOYMCAeHa KBaapaTHuHa ¢opma
o* =3 (B4 P +m?)+2 (kl + Im —mk),
1000

Z111

|222

2. Fueprun na pemerkunte. Enepruara na pewerkata 3a
BCAKa ABOAKA RAOHH NpPH KPHCTAAH OT THMNA HA KaMEHHaTa CO.N € paBHa

(1),-= —1,01768 07547 263.

272’2

= FNaC) € P3BHA Ha Hall-KbHCOTO Pa3CTOSIHHE MeXAY NABa Pa3HYHH HOHH
Ha peuletkata. |lpU KpuUCTaan OT THNa Ha Ile3HEBHS XJOPHI HMaMme:

_ e 1 1)*
HA Dy, = 11( ) Tyk pelieTb4yHaTa KOHCTAHTA @ = ANaci =

e? 1 1 1 1 1)1*
¥eser 7 [4 ”[O 0’2)+4 H(2 2 2”
o000 =
g4 v 11 (D
12 2 2
000 A
e?
=———=Zi1 1 1/()
r L = CsCi
CsCi 2 9 2'

Tyk rcsci € HaRl-K'bCOTO pa3CTOsIHHE MeXAY ABa Pa3JH4YHH HOHa
Ha pelleTKaTa, a @ O3HavaBa IpOEKIUHATA Ha Ta3H OTCe4YKa BbpPXY HSAKOsA
OT OCHTe Ha KyOHuHaTa pelleTka, B KOSITO Ce CbAbpXa pelleTKkata Ha
uesneBust xnopua. ChenosatenHo 2a O3HayaBa KOHCTAHTaTa Ha CbABP-
wawarta ce B CsCl-pemierka eanonmernHa Cst- pecn. Cl--pewertka).

3a y,,BXK. yp. (3¢c), 38 ¢, BX. yp. (3d), wact Id.

Mexny Tean 4 BeAHYHHH yw Ca B CHJA, NPHBEAEHH KbM €NHAKBH
pelleTbuyHH KOHCTaHTH, JauHeAuuTe 3aBuCHMOCTH (I) mo (IV). Mexay
4-Te BEeJIMYHHH y* Cca B CHJa, MPHBEAEHH KbM Hafl-KbCOTO pPa3CTOsiHHE I

Ha NPOTHBOMOJNOXHO 3€pPelleHHMTEe YaCTH Ha pelleTkaTa, AHHeAlHuTe 3aBu-
camoctn (I*) n (IV¥*); Bk u. lc.



O JIMHEMHbIX 3ABUCHUMOCTSIX MEXIY KOHCTAHTAMH
MAJIEJIYHI'A

OtTto EMepcneGen (I'pefidpcBanna)

PE3IOME

I. OCHOBHYIO pPOJbL MPH YHCAEHHOM MOACYETE 3HEPrHH OAHOA Kpu-
CTansHueckofl peleTkH (CM. CJAeAYIOUIHA NYHKT 2) UrpaioT HEKOTOphie
3HayeHus EnmutefAHoBuix n3erta-QpyHkuufh aas s=1 (1. e. npu HioTtoHoBOM
NoTeHLHase), KOTOpbie JaaHbi B 3TOA paboTe YAaCTHYHO C TOYHOCTbIKO
Bhillie H3BECTHOM 10 CHX MOPp.

a. 3HaueHuss n3eTa-QyHKUHA AAA KyOHUECKMX KBaapPaTHUECKHX
¢dopm K2+ 12+ m® uam ans OCHOBHOro noteHuunana bBopua.

Z|3 ) on=n 2

11 ;, : »12~)=—1,74756 45946 33182

‘2"

(T

|
n(o, 1

,)= —1,48038 98065 122

11[0, 0, r1,—)=—o,77438 61414 240

11(0, 0, 0)= —2,83729 74794 806

6. sera-¢pyuxuun CsCl-pom6o3apa

00 oi
Zi1 11 (De,, =—176267 47730 710
22 2]

c ey =k:+p+m=+§_. (kl+ Im — mk),



120 Otro Emepcaeben

MK C UeNOYHCAEHHOR kBanpaTHueckoR ¢opmoh

or =3 (KD +m?)
i 0
Z} 1 1 (1),-=—1,01768 07547 263
2 2 2|
I. Dneprun peweToK. JHeprus peleTox MoGOA Napw HOHOB

e? 1 1 1\*
KPHCTa//I0B THNA KAMEHHON COMM PABHAETCS  wyye, = — . 15 51 o )

3nech pelleTOYHas KOHCTAHTa @ =dNsCI = ’NaC1 PaBHSIETCH HauGoJee
KOPOTKOMY PaCCTOSHHIO MEXAY ABYMS Pa3/IHYHbIMH HOHaMH DeLIeTKH.
[lpu kpuctannax THnNa Le3HeBOro XJOpHAA y HAac MOJYYaeTcCs :

Y'CsCl = —-Zg {3 11 (0 0, }-}- H( 11 )]*

2722
0 0 0! *
e? !
==, Z 111 (),
2 2 2
. O 0 0‘ e
resci 9 2 9 CsCl

3aech rcsci — Hanbosee KOPOTKOE PacCTOSIHHE MeXAy ABYMsI pa3-
JHYHBIMH HOHAMH PEUIETKH, NPHYEM @ O3HaYaeT MPOEKLHIO STOro OTpe3ka,
HaXOARIEroC! Ha ONHOR M3 ocel KyOMueCKOR pelleTKH, B KOTOPO#
CONEPXXHUTCH pelleTKa Le3HeBoro xaopuaa. CaeaoBaTenbHo, 2@ O3HayaeT
KOHCTAHTY TOR pelueTkH, onHonMeHHOR Cst, coorB. Cl—, KOoTOpass comep-
wutca B CsCl-pewsetke,

Oas v, cM. (3¢c), ana y,. cM. (3), vacte ld.

Mexny STHMH YeTHIDbMS BEJIHYHHAMH Y HMEIOT MECTO JHHefHbie
saBHcuMocTH (1)-(1V), npuBenenHne K ONHHAKOBbLIM PELIETOYHHIM KOH-
ctanTaM. UYeTbhipe BeJHYHHB ws YAOBJETBOPSAIOT JHHEAHHIM 3aBHCH-
MmocTsM ([*)-(IV*), npuBeneHHniM k HanGosee KOPOTKOMY PaCCTOSIHHIO 7
MEXAY NPOTHBONOJIOXKHO 3aPSXXEHHLIMH YaCTSMH pelleTKH; cM. 4. lc.

——— i e e

* O unNCaCHHLX 3HavenNnx cu. Taba. 1, rpady 1.
® O uncaennnx 3navennsx cu. vaGa. 1, rpagy 3.
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