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1 Îáùà õàðàêòåðèñòèêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

Àêòóàëíîñò íà ïðîáëåìà

Ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå íà áèîëîãè÷íè ñèñòåìè ïðåäñòàâëÿâà ïðåäèçâèêàòåëñ-

òâî, êàêòî â îáëàñòòà íà òåîðåòè÷íàòà áèîëîãèÿ, òàêà è â ïðèëîæíàòà ìàòåìàòèêà.

Íàé-÷åñòî ìîäåëèòå ñå îïèñâàò ñ íåëèíåéíè ïàðàìåòðè÷íè äèíàìè÷íè ñèñòåìè, êî-

èòî èìàò áîãàòî è ðàçíîîáðàçíî ïîâåäåíèå â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà.

Íàïðèìåð ñòàöèîíàðíè ðåøåíèÿ ìîãàò äà ñå ïîÿâÿâàò è èç÷åçâàò, äà ïðîìåíÿò óñ-

òîé÷èâîñòòà ñè, äà ïðåìèíàâàò â öèêëè÷íè îñöèëàöèè è äà äîâåäàò äîðè äî õàîñ.

Êðèòè÷íèòå ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå, çà êîèòî ñå îñúùåñòâÿâàò òåçè ïðåõîäè, ñå

íàðè÷àò áèôóðêàöèîííè.

Îáèêíîâåíî ïîÿâàòà íà áèôóðêàöèè â áèîëîãè÷íèòå ñèñòåìè îçíà÷àâà äåñòàáè-

ëèçèðàíå íà ðåàëíàòà ñèñòåìà, êîåòî îò ñâîÿ ñòðàíà çàïëàøâà ñúùåñòâóâàíåòî íà

ó÷àñòâàùèòå â íåÿ îðãàíèçìè. Òîâà å è îñíîâíàòà ïðè÷èíà äà ñå îáðúùà ãîëÿìî

âíèìàíèå íà áèôóðêàöèèòå ïðè èçñëåäâàíåòî íà ìàòåìàòè÷åñêèòå ìîäåëè íà áèîëî-

ãè÷íèòå ñèñòåìè.

Â ìîìåíòà ñúùåñòâóâàò íÿêîëêî ñîôòóåðíè ïàêåòà (ïðîäóêòè): AUTO1,

XPPAUT2, MATCONT3 è DDE-BIFTOOL4, êîèòî ïðåäîñòàâÿò âúçìîæíîñò çà ÷èñ-

ëåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, ò.å. ïðåäîñòàâÿò è ïîëçâàò

÷èñëåíè ìåòîäè êàêòî çà èç÷èñëÿâàíåòî íà áèôóðêàöèîííèòå òî÷êè, òàêà è çà ïðåñ-

ìÿòàíåòî íà êîåôèöèåíòèòå íà áèôóðêàöèîííèòå íîðìàëíè ôîðìè. Â ìíîãî ñëó÷àè

ãîðåñïîìåíàòèòå ÷èñëåíè ñîôòóåðíè ïðîäóêòè âúðøàò ðàáîòà, íî â ñëó÷àèòå êîãàòî

èñêàìå äà èçñëåäâàìå äèíàìèêàòà íà ìîäåëà ïðè åäíîâðåìåííîòî âàðèðàíå íà íÿ-

êîëêî ïàðàìåòúðà (îñâåí áèôóðêàöèîííèòå ïàðàìåòðè), òåçè ñîôòóåðíè ïðîäóêòè ñà

íåïðèëîæèìè. Èìåííî òåçè ñëó÷àè ïîðàæäàò íóæäàòà îò èçïîëçâàíåòî íà ñîôòóåð-

íè ïðîäóêòè, êîèòî ïðåäîñòàâÿò âúçìîæíîñò çà ñèìâîëåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç, â

÷àñòíîñò çà ñèìâîëíî ïðåñìÿòàíå íà áèôóðêàöèîííèòå íîðìàëíè ôîðìè.

1http://indy.cs.concordia.ca/auto/
2http://www.math.pitt.edu/~bard/xpp/xpp.html
3http://www.matcont.ugent.be/
4http://twr.cs.kuleuven.be/research/software/delay/ddebiftool.shtml
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Îñíîâíè öåëè è çàäà÷è íà äèñåðòàöèÿòà

Îñíîâíèòå öåëè íà äèñåðòàöèÿòà è ïðîèçòè÷àùèòå îò òÿõ çàäà÷è ñà:

Öåë 1. Ðàçðàáîòâàíå íà àëãîðèòìè çà ñèìâîëåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà ìàòåìà-

òè÷åñêè ìîäåëè.

-.Çàäà÷à.1.1. Çàïîçíàâàíå ñ ïðåäìåòíàòà îáëàñò.

-.Çàäà÷à.1.2. Äà ñå ðàçðàáîòÿò àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà

áèôóðêàöèèòå ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, áèôóðêàöèÿ íà Õîïô è áèôóðêàöèÿ

íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ.

-.Çàäà÷à.1.3. Äà ñå ðàçðàáîòè àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà áèôóðêàöèîííèòå òî÷êè íà

Õîïô, áàçèðàí íà ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå.

Öåë 2. Ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè â ñèñòåìàòà çà êîìïþ-

òúðíà àëãåáðà (ÑÊÀ) Maple.

-.Çàäà÷à.2.1. Äà ñå íàïðàâè îáçîð íà ñúùåñòâóâàùèòå ñîôòóåðíè ïðîäóêòè çà áèôóð-

êàöèîíåí àíàëèç.

-.Çàäà÷à.2.2. Â ÑÊÀ Maple äà ñå ñúçäàäå ñîôòóåðåí ïàêåò BifTools, êîéòî äà èìïëå-

ìåíòèðà ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè.

Öåë 3. Ïðèëîæåíèå íà àëãîðèòìèòå çà èçñëåäâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà

áèîïðîöåñè.

-.Çàäà÷à.3.1. Äà ñå ïðèëîæè è òåñòâà ïàêåòúò BifTools âúðõó èçâåñòíè è äîáðå èçñ-

ëåäâàíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè, âçåòè îò ðàçëè÷íè ïðèëîæíè îáëàñòè.

-.Çàäà÷à.3.2. Ñ ïîìîùòà íà ïàêåòà BifTools äà ñå íàïðàâè áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà

íåèçñëåäâàíè äî ìîìåíòà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà áèîïðîöåñè.

Íàó÷íà íîâîñò

Ñúçäàäåíèÿò ñîôòóåðåí ïàêåò BifTools â ÑÊÀ Maple ñå ÿâÿâà åäèíñòâåíèÿò ïóáëè÷åí

ñîôòóåðåí ïðîäóêò, êîéòî ïðåäîñòàâÿ ñèìâîëíî (àíàëèòè÷íî) ïðåñìÿòàíå íà íîðìàë-

íèòå ôîðìè íà ñëåäíèòå ëîêàëíè áèôóðêàöèè: áèôóðêàöèè ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà

ñòîéíîñò, áèôóðêàöèÿ íà Õîïô è áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ.

Ïðèëîæèìîñò è ïîëåçíîñò

Ñîôòóåðíèÿò ïàêåò BifTools å ñúçäàäåí çà ñèìâîëåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà ìà-

òåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà áèîïðîöåñè, íî ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí è çà áèôóðêàöèîíåí

àíàëèç íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè îò äðóãè ïðèëîæíè îáëàñòè. Ïîëåçíîñòòà íà ïàêåòà

BifTools e â òîâà, ÷å çàìåñòâà è ñïåñòÿâà äúëãèòå è òðóäîåìêè ïðåñìÿòàíèÿ íà áèôóð-

êàöèîííèòå íîðìàëíè ôîðìè, êîèòî çà íÿêîè ½ïî-ñëîæíè� ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè å

ïî÷òè íåâúçìîæíî äà áúäàò íàïðàâåíè íà ðúêà.
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Îáåì íà äèñåðòàöèÿòà

Ïðåäëîæåíàòà äèñåðòàöèÿ ñå ñúñòîè îò 6 òî÷êè è 6 ïðèëîæåíèÿ. Èçïîëçâàíàòà ëè-

òåðàòóðà âêëþ÷âà 36 çàãëàâèÿ. Îáåìúò íà îñíîâíàòà ÷àñò å 114 ñòðàíèöè, à íà èç-

ïîëçâàíàòà ëèòåðàòóðà 3 ñòðàíèöè. Ñïèñúêúò íà àâòîðñêèòå ïóáëèêàöèè ïî òåìàòà

ñúäúðæà 4 çàãëàâèÿ íà àíãëèéñêè åçèê, îò êîèòî 1 ñàìîñòîÿòåëíî è 3 â ñúàâòîðñòâî.

Ñïèñúêúò íà äîêëàäèòå ïî òåìàòà ñúäúðæà 10 äîêëàäà, êàòî 5 îò òÿõ ñà èçíåñåíè íà

ìåæäóíàðîäíè êîíôåðåíöèè è 1 íà ìåæäóíàðîäåí ñåìèíàð.

Ñòðóêòóðà íà äèñåðòàöèÿòà

.

Ãëàâà 1 å óâîäíà ÷àñò, êîÿòî íè âúâåæäà â òåìàòà è îáõâàòà íà äèñåðòàöèÿòà.

Ãëàâà 2 èìà îáçîðåí õàðàêòåð íà ëèòåðàòóðàòà ïî òåìàòà.

Â Ãëàâà 3 ñà ïðåäñòàâåíè àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà

áèôóðêàöèèòå ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, áèôóðêàöèÿòà íà Õîïô è áèôóðêà-

öèÿòà íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ. Ïðåäñòàâåí å ñúùî è àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà áèôóð-

êàöèîííè òî÷êè íà Õîïô, áàçèðàí íà ìåòîäà íà ðåçóëòàíòàòà.

Â Ãëàâà 4 å ðàçãëåäàí ïàêåòúò BifTools, ðåàëèçèðàí â ÑÊÀ Maple, êîéòî ïðåäñ-

òàâëÿâà ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòìèòå, îïèñàíè â ïðåäíàòà ãëàâà. Äàäåí å

ñúùî è îáçîð íà äðóãè ñîôòóåðíè ïðîäóêòè çà áèôóðêàöèîíåí àíàëèç, êàòî å íàïðà-

âåíà ñúïîñòàâêà ìåæäó òÿõ è ïàêåòà BifTools. Íàêðàÿ ñà ïîêàçàíè íÿêîëêî ïðèìåðà,

êîèòî èëþñòðèðàò ïðèëîæåíèåòî íà ïàêåòà BifTools âúðõó èçâåñòíè è äîáðå èçñëåä-

âàíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè îò ðàçëè÷íè ïðèëîæíè îáëàñòè.

Â Ãëàâà 5 å íàïðàâåí ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç íà åäèí íîâ áèîòåõíîëîãè÷åí ìî-

äåë. Ìîäåëúò îïèñâà íåïðåêúñíàò áèîðåàêòîð çà áèîëîãè÷íî ðàçãðàæäàíå íà òîêñè÷-

íè âåùåñòâà ÷ðåç ìèêðîîðãàíèçìè, èìîáèëèçèðàíè (ïðèêðåïåíè) êúì ïîâúðõíîñòòà

íà ãðàíóëè àêòèâåí âúãëåí. Ïî-òî÷íî èçñëåäâàí å ìîäåëúò íà áèî-ðàçãðàæäàíåòî íà

1,2-äèõëîðîåòàí (DCA) ñ ïîìîùòà íà ìèêðîîðãàíèçìè îò ùàì ½Klebsiella oxytoca VA

8391�. Ïðè èçñëåäâàíåòî ñà íàìåðåíè ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà è å íàïðàâåí àíà-

ëèç íà òÿõíàòà ëîêàëíà óñòîé÷èâîñò/íåóñòîé÷èâîñò, êàòî çà íÿêîè îò òÿõ å äîêàçàíî,

÷å ïðè îïðåäåëåíè óñëîâèÿ ñå ÿâÿâàò ãëîáàëíè àòðàêòîðè çà ñèñòåìàòà. Ñ ïîìîùòà íà

ïàêåòà BifTools å íàïðàâåí è áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà íåõèïåðáîëè÷íèòå ðàâíîâåñíè

òî÷êè íà ìîäåëà.

Ãëàâà 6 å çàêëþ÷åíèåòî, êîåòî îáîáùàâà ñâúðøåíàòà ðàáîòà ïî òåìàòà íà äèñåð-

òàöèÿòà.
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2 Êðàòêî ñúäúðæàíèå íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä

1. Óâîä

Çà äà èçñëåäâàìå áèôóðêàöèèòå íà äàäåíà äèíàìè÷íà ñèñòåìà, ïúðâî òðÿáâà äà íà-

ìåðèì áèôóðêàöèîííèòå é ðàâíîâåñíè òî÷êè. Åäèí îò ìåòîäèòå çà íàìèðàíåòî èì

å ìåòîäúò íà ðåçóëòàíòèòå, êîéòî ïðåñìÿòà äâîéêà öåíòðàëíî-ñèìåòðè÷íè íóëè íà

ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè. Â êîíòåêñòà íà òåîðèÿ íà áèôóðêàöèèòå òîçè ìåòîä

å îñîáåíî ïîäõîäÿù çà îòêðèâàíå íà áèôóðêàöèîííèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè êàêòî íà

áèôóðêàöèè íà Õîïô, òàêà è íà áèôóðêàöèè ñ ïî-âèñîêà êî-ðàçìåðíîñò (Áîãäàíîâ-

Òàêåíñ è äâîéíà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô).

Ñëåä êàòî âå÷å ñìå íàìåðèëè áèôóðêàöèîííèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè, ñëåäâàùàòà

ñòúïêà å äà ïðåñìåòíåì íîðìàëíàòà ôîðìà íà ñèñòåìàòà â îêîëíîñò íà íÿêîÿ îò

íàìåðåíèòå òî÷êè. Ôàêòè÷åñêè òîâà îçíà÷àâà äà íàìåðèì ½îïðîñòåíà� äèíàìè÷íà

ñèñòåìà (ò.å. ñèñòåìà ñ ïî-ìàëêà ðàçìåðíîñò è ñ îïðîñòåíà íåëèíåéíà ÷àñò), ÷èåòî

ïîâåäåíèå â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà ñúâïàäà ñ ïîâåäåíèåòî íà èçñëåäâàíàòà

äèíàìè÷íà ñèñòåìà. Íàìèðàíåòî íà íîðìàëíàòà ôîðìà èçèñêâà äúëãè è òðóäîåìêè

ïðåñìÿòàíèÿ, êîèòî çà ½ïî-ñëîæíè� äèíàìè÷íè ñèñòåìè å ïî÷òè íåâúçìîæíî äà áúäàò

íàïðàâåíè íà ðúêà. Òàêúâ âèä èç÷èñëåíèÿ ñà ìíîãî ïîäõîäÿùè äà áúäàò ïðàâåíè íà

íÿêîÿ îò ñèñòåìèòå çà êîìïþòúðíà àëãåáðà (ÑÊÀ) êàòî Maple è Mathematica.

Íàñòîÿùèÿò äîêòîðñêè òåçèñ å ïîñâåòåí íà ñúçäàâàíåòî íà ñïåöèàëèçèðàíèÿ ñîô-

òóåðåí ïàêåò BifTools â ÑÊÀ Maple è íåãîâîòî ïðèëîæåíèå çà èçñëåäâàíå íà ëîêàëíè

áèôóðêàöèè íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà áèîïðîöåñè.

2. Îáçîð íà ëèòåðàòóðàòà ïî òåìàòà

Òóê ñà äàäåíè îñíîâíè ïîíÿòèÿ äåôèíèöèè è òâúðäåíèÿ îò òåîðèÿòà íà äèíàìè÷íèòå

ñèñòåìè. Â èçëîæåíèåòî ñà èçïîëçâàíè îñíîâíî ìîíîãðàôèèòå [5] è [10].

Äà ðàçãëåäàìå àâòîíîìíà ñèñòåìà îò îáèêíîâåíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ (ÎÄÓ)

îò âèäà

x′ = f(x), (2.1)

êúäåòî x ∈ Rn ñà çàâèñèìè ïðîìåíëèâè (ôóíêöèè íà âðåìåòî t) è f : Rn → Rn;

ñèìâîëúò ′ îçíà÷àâà d
dt
. Àêî çà ðåøåíèåòî x(t, x∗) íà (2.1) å èçïúëíåíî, ÷å x(t, x∗) = x∗

çà âñÿêî t ≥ 0 è x∗ å êîíñòàíòà, òîãàâà òîâà ðåøåíèå ñå íàðè÷à ðàâíîâåñíî èëè

ñòàöèîíàðíî, à òî÷êàòà x∗ � ðàâíîâåñíà, ñòàöèîíàðíà èëè íåïîäâèæíà òî÷êà. Àêî

çàìåñòèì x(t) ñ x∗ â (2.1), ùå ïîëó÷èì f(x∗) = 0, ò.å. ðàâíîâåñíàòà òî÷êà x∗ å ðåøåíèå

íà ñèñòåìàòà:

f(x) = 0, x ∈ Rn. (2.2)
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Ëîêàëíè áèôóðêàöèè íà ðàâíîâåñíè òî÷êè

Çà ïðåäñòàâÿíåòî íà ïàðàìåòðè÷íè äèíàìè÷íè ñèñòåìè ñå èçïîëçâàò ïàðàìåòðè÷íè

ñèñòåìè îò ÎÄÓ îò âèäà:

x′(t) = f(x(t), p), (2.3)

êúäåòî x ∈ Rn ñà ïðîìåíëèâè (ôóíêöèè íà âðåìåòî t), a p ∈ Rm ñà ïàðàìåòðè.

Åäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà (x∗, p∗) íà ñèñòåìà (2.3) ñå íàðè÷à áèôóðêàöèîííà ïðè

p = p∗, àêî ôàçîâèÿò ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà (x∗, p∗) ñå ðàçëè÷àâà

êà÷åñòâåíî îò ôàçîâèÿ ïîðòðåò íà ñèñòåìàòà çà p0 áëèçî äî p∗. Ïîÿâàòà íà áèôóð-

êàöèîííè òî÷êè ïðè èçìåíåíèå íà ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñå íàðè÷à áèôóðêàöèè íà

ðàâíîâåñíèòå òî÷êè (ëîêàëíè áèôóðêàöèè) èëè ïðîñòî áèôóðêàöèè.

Áèôóðêàöèè ñ êî-ðàçìåðíîñò åäíî

Ïðè áèôóðêàöèè ñ êî-ðàçìåðíîñò åäíî å íåîáõîäèìî äà ñå ôèêñèðàò âñè÷êè ïà-

ðàìåòðè íà ìîäåëà ñ èçêëþ÷åíèå íà åäèí, êîéòî ñå îñòàâÿ äà âàðèðà â äîïóñòèìè çà

ñèñòåìàòà ãðàíèöè. Îñíîâíèòå âèäîâå áèôóðêàöèè ñ êî-ðàçìåðíîñò åäíî â çàâèñèìîñò

îò ñîáñòâåíèòå ñòîéíîñòè íà ßêîáèàíà J(x∗, p∗) ñà ñëåäíèòå:

• áèôóðêàöèè ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò íà ßêîáèàíà: ñåäëî-âúçåë (àíãë.

saddle-node), òðàíñêðèòè÷íà (àíãë. transcritical), âèëîîáðàçíà (àíãë. pitchfork).

• áèôóðêàöèÿ íà Õîïô, êîãàòî ßêîáèàíúò èìà åäíà äâîéêà êîìïëåêñíî ñïðåãíàòè

ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè ñ íóëåâà ðåàëíà ÷àñò.

Áèôóðêàöèè ñ êî-ðàçìåðíîñò äâå

Òîçè òèï áèôóðêàöèè ñå ïîëó÷àâàò ïðè âàðèðàíåòî íà äâà ïàðàìåòúðà íà ñèñòå-

ìàòà. Îñíîâíèòå âèäîâå áèôóðêàöèè ñ êî-ðàçìåðíîñò äâå â çàâèñèìîñò îò ñîáñòâåíèòå

ñòîéíîñòè íà ßêîáèàíà J(x∗, p∗) ñà ñëåäíèòå:

• áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ (àíãë. double-fold, double-zero bifurcation), êî-

ãàòî ßêîáèàíúò èìà åäíà äâîéêà íóëåâè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè.

• áèôóðêàöèÿ íà Ãàâðèëîâ-Ãóêåíõàéìåð (àíãë. fold-Hopf, zero-Hopf bifurcation),

êîãàòî ßêîáèàíúò èìà åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò è åäíà äâîéêà ÷èñòî

èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè. Òîçè òèï áèôóðêàöèÿ ìîæå äà ñå ïîÿâè â

ñèñòåìè ñ íå ïî-ìàëêî îò òðè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.

• Äâîéíà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô (àíãë. double-Hopf bifurcation), êîãàòî ßêîáèàíúò

èìà äâå äâîéêè ÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè. Òîçè òèï áèôóðêàöèÿ

ìîæå äà ñå ïîÿâè â ñèñòåìè ñ íå ïî-ìàëêî îò ÷åòèðè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ.
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• Ðîãîâà áèôóðêàöèÿ (àíãë. cusp bifurcation), ïðåäñòàâëÿâà èçðîäåíà ñåäëî-âúçåë

áèôóðêàöèÿ, ïðè êîÿòî ßêîáèàíúò èìà åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò è êâàä-

ðàòè÷íèÿò êîåôèöèåíò íà ñåäëî-âúçåë áèôóðêàöèÿòà å íóëà (ò.å. fxx(0, 0) = 0).

• áèôóðêàöèÿ íà Áàóòèí (àíãë. Bautin bifurcation, generalized Hopf bifurcation),

ïðåäñòàâëÿâà èçðîäåíà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô, ïðè êîÿòî ßêîáèàíúò J(x∗, p∗)

èìà äâîéêà ÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè è ïúðâèÿ êîåôèöèåíò íà

Ëÿïóíîâ â áèôóðêàöèîííàòà òî÷êà å íóëà (ò.e. l1(0) = 0).

Ìåòîäè çà îïðîñòÿâàíå íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè

Çà èçó÷àâàíåòî íà ëîêàëíèòå áèôóðêàöèè â äèíàìè÷íèòå ñèñòåìè ñå èçïîëçâà òåîðè-

ÿòà íà öåíòðàëíîòî ìíîãîîáðàçèå è òåîðèÿòà íà áèôóðêàöèîííèòå íîðìàëíè ôîðìè.

Ïúðâàòà òåîðèÿ íè ïîçâîëÿâà äà ðåäóöèðàìå ðàçìåðíîñòòà íà ôàçîâîòî ïðîñòðàíñ-

òâî íà äèíàìè÷íàòà ñèñòåìà, à âòîðàòà � äà îïðîñòèì íåëèíåéíàòà ÷àñò íà ðåäóöè-

ðàíàòà ñèñòåìà. Íàêðàòêî èçó÷àâàíåòî íà äèíàìèêàòà íà åäíà ½ñëîæíà� äèíàìè÷íà

ñèñòåìà â îêîëíîñò íà áèôóðêàöèîííàòà òî÷êà ñå ñâåæäà äî íàìèðàíåòî íà äðóãà ½ïî-

ïðîñòà� äèíàìè÷íà ñèñòåìà (íàðè÷àíà íîðìàëíà ôîðìà), ÷èÿòî äèíàìèêà â îêîëíîñò

íà áèôóðêàöèîííàòà òî÷êà å ëîêàëíî òîïîëîãè÷íî åêâèâàëåíòíà íà äèíàìèêàòà íà

½ñëîæíàòà� ñèñòåìà.

3. Àëãîðèòìè çà áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè

Àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèè ñ åäíà

íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò

Äà ðàçãëåäàìå ïàðàìåòðè÷íàòà äèíàìè÷íà ñèñòåìà

x′ = f(x, p), x ∈ Rn, p ∈ R1, (2.4)

êúäåòî f å ãëàäêà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñïðÿìî ïðîìåíëèâèòå x è ïàðàìåòúðà p. Íåêà

(x∗, p∗) e íåõèïåðáîëè÷íà ðàâíîâåñíà òî÷êà íà (2.4), çà êîÿòî ëèíåàðèçàöèÿòà íà

ñèñòåìàòà fx(x
∗, p∗) èìà åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, à âñè÷êè îñòàíàëè ñîáñòâåíè

ñòîéíîñòè èìàò íåíóëåâè ðåàëíè ÷àñòè. Ïðè òåçè óñëîâèÿ î÷àêâàìå â òî÷êàòà (x∗, p∗)

ñèñòåìàòà (2.4) äà èìà áèôóðêàöèÿ ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò.

Òóê ñà ïðåäñòàâåíè îñíîâíèòå ñòúïêè íà àëãîðèòúìà çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíè-

òå ôîðìè íà áèôóðêàöèèòå ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, áàçèðàéêè ñå íà èäåè

îò [5] è [10]. Ôîðìóëèðàíè ñà è óñëîâèÿòà çà íåèçðîäåíîñò íà âñÿêî åäíà îò òðèòå

âèäà áèôóðêàöèè: ñåäëî-âúçåë, òðàíñêðèòè÷íà è âèëîîáðàçíà.
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Àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô

Äà ðàçãëåäàìå ïàðàìåòðè÷íàòà äèíàìè÷íà ñèñòåìà îò âèäà

x′ = f(x, p), x ∈ Rn, p ∈ R1, n ≥ 2, (2.5)

êúäåòî f å ãëàäêà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñïðÿìî ïðîìåíëèâèòå x è ïàðàìåòúðà p. Íåêà

(x∗, p) ñà ðàâíîâåñíè òî÷êè íà (2.5) çà äîñòàòú÷íî ìàëêî |p− p∗|. Íåêà ñúùî ëè-

íåàðèçàöèÿòà fx(x
∗, p) íà (2.5), ïðåñìåòíàòà â òåçè òî÷êè (x∗, p), èìà äâîéêà êîìï-

ëåêñíî ñïðåãíàòè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè λ1,2(p) = λR(p) ± λI(p), çà êîèòî λR(p∗) = 0,

λI(p
∗) = w > 0 è Reλj(p) 6= 0, j = 3 . . . n. Ïðè òàêà çàäàäåíèòå óñëîâèÿ, î÷àêâàìå

(2.5) äà èìà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô â (x∗, p∗). Çà äà ïðîâåðèì òîâà, òðÿáâà äà âè-

äèì äàëè (2.5) óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà çà íåèçðîäåíîñò íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô

â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà (x∗, p∗), ñëåä êîåòî ñ ïîìîùòà íà òåçè óñëîâèÿ äà ïðåñìåòíåì

íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà íà Õîïô â (x∗, p∗).

Ïðåäñòàâåí å àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà

íà Õîïô, áàçèðàéêè ñå îòíîâî íà èäåè îò [5] è [10].

Àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-

Òàêåíñ

Äà ðàçãëåäàìå ïàðàìåòðè÷íàòà äèíàìè÷íà ñèñòåìà îò âèäà

x′ = f(x, p), x ∈ Rn, p ∈ R2, n ≥ 2, (2.6)

êúäåòî f å ãëàäêà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñïðÿìî ïðîìåíëèâèòå x è ïàðàìåòúðà p. Íåêà

(x∗, p∗) å íåõèïåðáîëè÷íà ðàâíîâåñíà òî÷êà íà (2.6), çà êîÿòî ëèíåàðèçàöèÿòà íà ñèñ-

òåìàòà fx(x
∗, p∗) èìà äâå íóëåâè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè, à âñè÷êè îñòàíàëè ñîáñòâåíè

ñòîéíîñòè èìàò íåíóëåâè ðåàëíè ÷àñòè. Ïðè òåçè óñëîâèÿ î÷àêâàìå â òî÷êàòà (x∗, p∗)

ñèñòåìàòà (2.6) äà èìà áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ. Çà äà ïðîâåðèì òîâà, òðÿá-

âà äà ïðåñìåòíåì íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà, ò.å. äà ïðîâåðèì äàëè (2.6)

óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà çà íåèçðîäåíîñò íà òàçè áèôóðêàöèÿ â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà

(x∗, p∗) .

Ïðåäñòàâåíè ñà îñíîâíèòå ñòúïêè íà àëãîðèòúìà çà ïðåñìÿòàíåòî íà íîðìàëíàòà

ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ, èçïîëçâàéêè ïðîåêöèîíåí ìåòîä çà èç-

÷èñëÿâàíåòî íà öåíòðàëíîòî ìíîãîîáðàçèå [5]; äàäåíè ñà è óñëîâèÿòà çà íåèçðîäåíîñò

íà áèôóðêàöèÿòà.

Ìåòîä íà ðåçóëòàíòèòå çà ïðåñìÿòàíå íà áèôóðêàöèîííè òî÷êè

Ìåòîäúò íà ðåçóëòàíòàòà ïðåäîñòàâÿ àíàëèòè÷íà òåñòîâà ôóíêöèÿ çà íàìèðàíå íà

áèôóðêàöèîííè ðàâíîâåñíè òî÷êè íà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô. Îò äðóãà ñòðàíà òîçè
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ìåòîä ìîæå äà áúäå ëåñíî ðàçøèðåí è ïðèëîæèì çà íàìèðàíåòî è íà äðóãè âèäîâå

áèôóðêàöèîííè òî÷êè, êîèòî èìàò äâîéêè öåíòðàëíî ñèìåòðè÷íè ñîáñòâåíè ñòîé-

íîñòè. Òàêèâà ñà íàïðèìåð áèôóðêàöèîííèòå òî÷êè íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ, êàêòî è íà

äâîéíàòà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô. Äåòàéëíî îïèñàíèå íà ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå ìîæå

äà áúäå íàìåðåíî â [2], [3] è [4].

Äà ðàçãëåäàìå äèíàìè÷íàòà ñèñòåìà

x′ = f(x, p), x ∈ Rn, p ∈ Rm, (2.7)

êúäåòî f å ãëàäêà âåêòîðíà ôóíêöèÿ ñïðÿìî ïðîìåíëèâèòå x è ïàðàìåòðèòå p. Îáîá-

ùåíèÿò àíàëèòè÷åí àëãîðèòúì, áàçèðàí íà ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå çà íàìèðàíå íà

áèôóðêàöèîííèòå òî÷êè íà Õîïô íà ñèñòåìè îò âèäà(2.7), ñå ñúñòîè îò ñëåäíèòå

ñòúïêè:

Ñòúïêà 1. Îñòàâÿìå åäèí îò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà äà âàðèðà (ò.å. áèôóðêàöèîííèÿ

ïàðàìåòúð), à îñòàíàëèòå ñå ôèêñèðàò. Íåêà äà îçíà÷èì èçáðàíèÿ ïàðàìåòúð ñ p.

Ñòúïêà 2. Ïðåñìÿòàìå ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà (2.7), êîèòî â îáùèÿ ñëó÷àé çàâèñÿò

îò âàðèðàùèÿ ïàðàìåòúð p.

Ñòúïêà 3. Çà âñÿêà åäíà îò íàìåðåíèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè ñå ïðàâè ñëåäíîòî:

- íàìèðàìå àíàëèòè÷íèÿ èçðàç íà ðåçóëòàíòàòà R(p);

- íàìèðàìå ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà, çà êîèòî R(p) ñå íóëèðà;

- çà âñÿêà åäíà îò íàìåðåíèòå ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòúðà, â êîèòî R(p) ñå íóëèðà, ñå

èç÷èñëÿâà ÷èñëîòî íà Õîïô è àêî òî å îòðèöàòåëíî, òî òîãàâà íàìåðåíàòà ðàâíîâåñíà

òî÷êà å áèôóðêàöèîííà òî÷êà íà Õîïô.

4. Ïàêåòúò BifTools - ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà àëãîðèòìèòå

Îïèñàíèå íà ïàêåòà BifTools

Àëãîðèòìèòå, ïðåäñòàâåíè â ïðåäíàòà ãëàâà, ñà â îñíîâàòà íà ðåàëèçàöèÿòà íà ïàêåòà

BifTools5 â ÑÊÀ Maple. Ñàìèÿò ïàêåò ñúäúðæà ñëåäíèòå ïðîöåäóðè çà áèôóðêàöèî-

íåí àíàëèç íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè:

• BifTools[calcOneZeroEigenvalueBifPoints]

Íàìèðà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ñèñòåìà îò ÎÄÓ, â êîèòî ßêîáèàíúò íà ñèñòåìà-

òà èìà åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò. Ïðîöåäóðàòà ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà

êàêòî ñúñ ñèìâîëíà è ðàöèîíàëíà àðèòìåòèêà, òàêà è ñ àðèòìåòèêà ñ ïëàâàùà

òî÷êà.

5http://www.maplesoft.com/applications/view.aspx?SID=128951
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• BifTools[calcOneZeroEigenvalueBif]

Íàìèðà ñèìâîëíî òîïîëîãè÷íàòà íîðìàëíà ôîðìà íà áèôóðêàöèèòå ñ åäíà íó-

ëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíà òî÷êà, çà êîÿòî ßêîáèàíúò

íà ñèñòåìàòà èìà åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò.

• BifTools[calcHopfBifPoints]

Íàìèðà ÷ðåç ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ñèñòåìà îò ÎÄÓ,

â êîèòî ßêîáèàíúò íà ñèñòåìàòà èìà äâîéêà ÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîé-

íîñòè. Ïðîöåäóðàòà ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà êàêòî ñúñ ñèìâîëíà è ðàöèîíàëíà

àðèòìåòèêà, òàêà è ñ àðèòìåòèêà ñ ïëàâàùà òî÷êà.

• BifTools[calcHopfBif]

Íàìèðà ñèìâîëíî òîïîëîãè÷íàòà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà íà Õîïô

â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíà òî÷êà, çà êîÿòî ßêîáèàíúò íà ñèñòåìàòà èìà äâîéêà

÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè.

• BifTools[calcBTBif]

Íàìèðà ñèìâîëíî òîïîëîãè÷íàòà íîðìàëíà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà íà Áîãäàíîâ-

Òàêåíñ â îêîëíîñò íà ðàâíîâåñíà òî÷êà, çà êîÿòî ßêîáèàíúò íà ñèñòåìàòà èìà

äâîéêà íóëåâè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè.

Îáçîð íà ñîôòóåðíèòå ïðîäóêòè çà áèôóðêàöèîíåí àíàëèç è ìÿñòîòî íà

BifTools ñðåä òÿõ

Îò îïèñàíèåòî íà ïðîöåäóðèòå íà ïàêåòà BifTools ñå âèæäà, ÷å âñè÷êè ïðîöåäóðè

ðàáîòÿò ñúñ ñèìâîëíà èëè ðàöèîíàëíà (òî÷íà) àðèòìåòèêà, êàòî ñàìî ïðîöåäóðè-

òå çà íàìèðàíå íà ðàâíîâåñíè áèôóðêàöèîííè òî÷êè (calcOneZero-EigenvalueBif è

calcHopfBifPoints) ìîãàò äà áúäàò èçïîëçâàíè ñ àðèòìåòèêà ñ ïëàâàùà òî÷êà (êîì-

ïþòúðíà àðèòìåòèêà). Íà ïðàêòèêà îò ìîìåíòà íà ñúçäàâàíåòî ñè, ïàêåòúò BifTools

ñå ÿâÿâà åäèíñòâåíèÿ ïóáëè÷åí ñîôòóåðåí ïðîäóêò, êîéòî ïðåäîñòàâÿ ñèìâîëíî (àíà-

ëèòè÷íî) ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíèòå ôîðìè íà ñëåäíèòå ëîêàëíè áèôóðêàöèè: áè-

ôóðêàöèè ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, áèôóðêàöèÿ íà Õîïô è áèôóðêàöèÿ íà

Áîãäàíîâ-Òàêåíñ.

Îò äðóãà ñòðàíà, ñúùåñòâóâàò íÿêîëêî ñîôòóåðíè ïàêåòà (ïðîäóêòè): AUTO,

XPPAUT, MATCONT è DDE-BIFTOOL, êîèòî ïðåäîñòàâÿò âúçìîæíîñò ñàìî çà ÷èñ-

ëåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç, ò.å. ïðåäîñòàâÿò è ïîëçâàò ÷èñëåíè ìåòîäè çà èç÷èñëÿ-

âàíåòî íà áèôóðêàöèîííèòå òî÷êè, êàêòî è çà ïðåñìÿòàíåòî íà êîåôèöèåíòèòå íà

áèôóðêàöèîííèòå íîðìàëíè ôîðìè.

Êàêòî áåøå îòáåëÿçàíî ïî-ãîðå, ïàêåòúò BifTools ñå áàçèðà íà ñèìâîëíî ïðåñìÿ-

òàíå íà áèôóðêàöèîííè íîðìàëíè ôîðìè. Â [8] è [9] àâòîðèòå èçïîëçâàò ñèìâîëåí
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ìåòîä çà íàìèðàíå íà ïîäîáëàñòè îò ïàðàìåòðè÷íîòî ïðîñòðàíñòâî, â êîèòî äèíà-

ìè÷íàòà ñèñòåìà èìà áèôóðêàöèè íà Õîïô. Òåõíèÿò ìåòîä, êàêòî è òîçè, ïðåäëîæåí

â íàñòîÿùàòà ðàáîòà, ñå áàçèðà íà ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå, ñàìî ÷å ïðè òÿõ íå ñå

êîíñòðóèðà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ, à ñèñòåìà îò íåðàâåíñòâà, â êîèòî ó÷àñòâà íå ñà-

ìî äåòåðìèíàíòàòà íà Õóðâèö, à è íåéíèòå ïîääåòåðìèíàíòè. Çà ðåøàâàíåòî íà òà-

êà êîíñòðóèðàíàòà ñèñòåìà îò íåðàâåíñòâà àâòîðèòå ïðèëàãàò ñîôòóåðíèÿ ïðîäóêò

REDLOG6, êîéòî èçïîëçâà ëîãè÷åñêè åëèìèíàöèè ÷ðåç êâàíòîðè (àíãë. quanti�er

elimination), çà äà ðåøè ñèñòåìàòà îò íåðàâåíñòâà.

Ïðèìåðè çà ïðèëîæåíèå íà BifTools

Ôóíêöèîíàëíîñòòà íà áàçîâèòå ïðîöåäóðè íà ïàêåòà BifTools å äåìîíñòðèðàíà âúðõó

íÿêîëêî äîáðå èçâåñòíè è âå÷å èçñëåäâàíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè: ìîäåë íà ïðîñò

õåìîñòàò ñ åäèí âèä îðãàíèçìè è ìîäåë íà õåìîñòàò ñ äâà âèäà îðãàíèçìè, êîíêóðè-

ðàùè ñå çà îáù ñóáñòðàò; ìîäåë íà Ëîðåíö çà àòìîñôåðíà êîíâåêöèÿ; ìîäåë, îïèñâàù

õèìè÷åñêà ðåàêöèÿ, êîÿòî ñå ïîä÷èíÿâà íà çàêîíà çà äåéñòâèå íà ìàñèòå.

5. Èçñëåäâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåë íà íåïðåêúñíàò áèîðå-

àêòîð

Â òàçè ãëàâà å ïðåäëîæåí ïúëåí ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç çà óñòîé÷èâîñò íà äèíàìè-

÷åí ìîäåë, îïèñâàù áèîëîãè÷íî ðàçãðàæäàíå íà òîêñè÷íè âåùåñòâà â áèîðåàêòîð

çà ïðå÷èñòâàíå íà îòïàäú÷íè âîäè. Ìîäåëúò îïèñâà áèîëîãè÷íîòî ðàçãðàæäàíå íà

1,2-äèõëîðîåòàí (DCA) ÷ðåç ùàìà Klebsiella oxytoca VA 8391 è å ïðåäëîæåí â [6].

Ìîäåëúò å èçâåäåí è ïðîâåðåí (âàëèäèðàí) ÷ðåç ðåàëíè åêñïåðèìåíòè â ëàáîðàòîðè-

ÿòà íà Èíñòèòóòà ïî èíæåíåðíà õèìèÿ íà ÁÀÍ. Ïðåäëîæåíèÿò ìîäåë ñúùåñòâåíî ñå

ðàçëè÷àâà îò èçâåñòíè îò ëèòåðàòóðàòà è äîáðå èçó÷åíè ìîäåëè íà áèîðåàêòîðè, âèæ

íàïðèìåð [1] è [7]. Ìîäåëúò å óñëîæíåí ïîðàäè ôàêòà, ÷å êëåòêèòå íà ùàìà Klebsiella

oxytoca VA 8391 ñà èìîáèëèçèðàíè (ïðèêðåïåíè) âúðõó ãðàíóëè îò àêòèâåí âúãëåí,

íî ìîãàò äà ñå îòäåëÿò è äà äåéñòâàò êàòî ñâîáîäíè êëåòêè.

Ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëúò ñå îïèñâà ñúñ ñëåäíàòà ñèñòåìà îò ÎÄÓ

x′1 = (µ1(s)−D)x1 + kimxim

x′im = (µim(s)− kim)xim

s′ = −
(

1
γ
µ1(s) + β1

)
x1 −

(
1
γ
µim(s) + βim

)
xim

+D(sin − s)− kLa (1− µ2(s))s

p′ =
(

1
γ
µ1(s) + β1

)
x1 +

(
1
γ
µim(s) + βim

)
xim −Dp

(2.8)

êúäåòî

6www.redlog.eu
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Äåôèíèöèÿ Ñòîéíîñòè

x1 êîíöåíòðàöèÿ íà ñâîáîäíèòå êëåòêè [kgm−3] -

xim êîíöåíòðàöèÿ íà èìîáèëèçèðàíèòå êëåòêè [kgm−3] -

s êîíöåíòðàöèÿ íà ñóáñòðàòà (DCA) [kgm−3] -

p êîíöåíòðàöèÿ íà ïðîäóêòèòå (õëîðèäè) [kgm−3] -

D ñêîðîñò íà ðàçðåæäàíå [h−1] 5.9

kim ïàðàìåòúð íà îòêúñâàíå íà èìîáèëèçèðàíèòå êëåòêè [mh−1] 0.01

sin âõîäíà êîíöåíòðàöèÿ íà ñóáñòðàòà [mmol/l] 0.05

k ïàðàìåòúð â èçîòåðìàòà íà Langmuir [−] 0.612

ks êîíñòàíòà íà íàñèùàíå [kgm−3] 0.26

ki êîíñòàíòà íà èíõèáèðàíå [kgm−3] 0.984

kLa îáåìåí êîåôèöèåíò íà ìàñîïðåíàñÿíå ïðè àäñîðáöèÿòà íà ñóáñòðàòà [h=1] 0.51

m1 ìàêñ. ñïåöèôè÷íà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà ñâîáîäíèòå êëåòêè [h=1] 0.972

m2 ãðàíè÷íà êîíöåíòðàöèÿ íà ñóáñòðàòà â èçîòåðìàòà íà Langmuir [g kg=1] 0.63

mim ìàêñ. ñïåöèôè÷íà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà èìîáèëèçèðàíèòå êëåòêè [h=1] 0.18

β1 ñêîðîñò íà áèîðàçãðàæäàíå íà ñóáñòðàòà îò ñâîáîäíèòå êëåòêè [h=1] 0.001

βim ñêîðîñò íà áèîðàçãðàæäàíå íà ñóáñòðàòà îò èìîáèëèçèðàíèòå êëåòêè [h=1] 0.0015

γ äîáèâåí êîåôèöèåíò [kg áèîìàñà/kg ñóáñòðàò] 77.6

Òàáëèöà 5.1: Äåôèíèöèÿ íà ïðîìåíëèâèòå è ïàðàìåòðèòå

µ1(s) = m1s
ks+s+s2/ki

e ñïåöèôè÷íàòà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà ñâîáîäíèòå êëåòêè,

µim(s) = mims
ks+s+s2/ki

e ñïåöèôè÷íàòà ñêîðîñò íà ðàñòåæ íà èìîáèëèçèðàíèòå êëåòêè,

µ2(s) = m2s
k+s

e ôóíêöèÿ, ìîäåëèðàùà êàïàöèòåòà íà àäñîðáöèÿ íà ñóáñòðàòà (DCA).

Äåôèíèöèèòå íà ôàçîâèòå ïðîìåíëèâè è ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà ñà äàäåíè â Òàá-

ëèöà 5.1, êàòî ïîñëåäíàòà êîëîíà íà òàáëèöàòà ñúäúðæà åêñïåðèìåíòàëíî ïðîâåðåíè

÷èñëåíè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå, âçåòè îò [6]. Âçåìàéêè ïðåäâèä òåçè ñòîéíîñòè

ìîæå äà ñ÷èòàìå, ÷å ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

(À0) kLa < 1, m2 < 1, m1 > mim

êîèòî ñà åñòåñòâåíè îò ãëåäíà òî÷êà íà ðåàëíèÿ ïðîöåñ.

Ðàâíîâåñíè òî÷êè

Ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà (2.8) ñà:

Ðàâíîâåñíè òî÷êè Óñëîâèÿ çà ñúùåñòâóâàíå

E0 = (0, 0, ζ0, 0) âèíàãè, êàòî ζ0 < sin

Ei = (ηi, 0, ξi, ρi) D ≤ max
s>0

µ1(s) = µ1(s
m) è φ(ξi) > 0, i = 1, 2

Fi = (χ
(i)
1 ,χ

(i)
im, ζi, p

(i)) kim ≤ max
s>0

µim(s) = µim(sm), D > µ1(ζi) è φ(ζi) > 0, i = 1, 2

êúäåòî

φ(s) = D(sin − s)− kLa (1− µ2(s))s,

ζ0 å ïîëîæèòåëíèÿò êîðåí íà óðàâíåíèåòî φ(s) = 0.
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Ëîêàëíà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè

Â ñèëà ñà ñëåäíèòå òâúðäåíèÿ çà ëîêàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè.

Òâúðäåíèå 5.4. Íåêà å èçïúëíåíî ïðåäïîëîæåíèåòî (À0). Ðàâíîâåñíàòà òî÷êà

E0 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, àêî ñà èçïúëíåíè åäíîâðåìåííî µ1(ζ0) <

D è µim(ζ0) < kim; â ïðîòèâåí ñëó÷àé E0 å ñåäëîâèäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà (ëîêàëíî

íåóñòîé÷èâà).

Òâúðäåíèå 5.5. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà D ≤ max
s>0

µ1(s) = µ1(s
m) è φ(ξi) > 0

çà i = 1, 2, òîãàâà àêî µim(ξi) < kim, òî E1 å ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà,

à E2 å ñåäëîâèäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Àêî µim(ξi) > kim, i = 1, 2, òîãàâà E1 è E2 ñà

ñåäëîâèäíè ðàâíîâåñíè òî÷êè.

Òâúðäåíèå 5.6. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà kim ≤ max
s>0

µim(s) = µim(sm), D >

µ1(ζi) è φ(ζi) > 0, çà i = 1, 2; òîãàâà F1 å ëîêàëíî óñòîé÷èâà, à F2 å ñåäëîâèäíà

ðàâíîâåñíà òî÷êà.

Áèôóðêàöèè íà ðàâíîâåñíè òî÷êè ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò

1. Äà ïðåäïîëîæèì ïúðâî, ÷å kim e ôèêñèðàíî, à D å âàðèðàù ïàðàìåòúð. Òîãàâà ïî-

ëó÷àâàìå ñëåäíèòå ïîäñëó÷àè çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñíè òî÷êè íà ìîäåëà

ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò:

1.1 D = µ1(s
m); òîâà ðàâåíñòâî âîäè äî ξ1 = ξ2 = sm è ñëèâàíåòî íà äâåòå ðàâ-

íîâåñíè òî÷êè E1 ≡ E2. Íåêà D å â äîñòàòú÷íî ìàëêà îêîëíîñò íà µ1(s
m).

Àêî D > µ1(s
m), òîãàâà äâåòå ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2 íå ñúùåñòâóâàò.

Àêî D < µ1(s
m), òîãàâà äâåòå ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2 ñúùåñòâóâàò; íåêà

äîïúëíèòåëíî kim å ôèêñèðàí, òàêà ÷å:

(à) kim > µim(sm); òîãàâà E1 e ëîêàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà, à E2 e ñåä-

ëîâèäíà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Â òîçè ñëó÷àé, èçïîëçâàéêè ñòîéíîñòè íà ïà-

ðàìåòðèòå îò Òàáëèöà 5.1 (ïðåäñòàâåíè êàòî ðàöèîíàëíè ÷èñëà â Maple),

ïðîöåäóðàòà calcOneZeroEigenvalueBif íà ïàêåòà BifTools âðúùà, ÷å ìîäå-

ëúò (2.8) èìà ëîêàëíà áèôóðêàöèÿ ñåäëî-âúçåë â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà.

(á) µim(ζ0) < kim < µim(sm); òîãàâà íîâîïîÿâèëèòå ñå ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è

E2 ñà ëîêàëíî íåóñòîé÷èâè, äîêàòî D íå ñòàíå ïî-ìàëêî îò µ1(ζi). Â òîçè

ñëó÷àè ìîäåëúò (2.8) ïðèòåæàâà èçðîäåíà áèôóðêàöèÿ ñåäëî-âúçåë, çàùîòî

äâåòå íîâîïîÿâèëè ñå ðàâíîâåñíè òî÷êè E1 è E2 ñà ëîêàëíî íåóñòîé÷èâè.

1.2 D = µ1(ζi); òîâà ðàâåíñòâî âîäè äî Ei ≡ Fi, i = 1, 2. Èìàìå, ÷å çà D <

µ1(ζi) ðàâíîâåñíèòå òî÷êè Fi íå ñúùåñòâóâàò îò áèîëîãè÷åñêè ñúîáðàæåíèÿ

(ò.å. íå ïðèòåæàâàò ïîëîæèòåëíè êîìïîíåíòè), íî âúïðåêè òîâà ìîæå äà

ñå ãîâîðè çà òðàíñêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ, çàùîòî â òîçè ñëó÷àé íàñòúïâà

îáìåí íà óñòîé÷èâîñò ìåæäó ðàâíîâåñíèòå òî÷êè F1 è E1.
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1.3 D = µ1(ζ0); òîâà ðàâåíñòâî âîäè äî ξi = ζ0 çà i = 1 èëè i = 2, îòêúäåòî

Ei ≡ E0 çà ñúùèÿ èíäåêñ i = 1 èëè i = 2. Â òîçè ñëó÷àé íÿìà áèôóðêàöèÿ

íà ðàâíîâåñíè òî÷êè ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò.

2. Äà ôèêñèðàìå D è äà ðàçãëåäàìå kim êàòî áèôóðêàöèîíåí ïàðàìåòúð. Òîãàâà ïî-

ëó÷àâàìå ñëåäíèòå ïîäñëó÷àè çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñíè òî÷êè íà ìîäåëà

ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò:

2.1 kim = µim(sm); òîâà ðàâåíñòâî âîäè äî ζ1 = ζ2 = sm, îòêúäåòî F1 ≡ F2. Çà äà

ñúùåñòâóâàò F1 è F2, òî òðÿáâà D äà áúäå ôèêñèðàíî, òàêà ÷å D > µ1(s
m).

Íåêà ïðèåìåì, ÷å òîâà å òàêà. Òîãàâà, àêî kim<µim(sm), òî F1 è F2 ñúùåñò-

âóâàò, êàòî F1 å ëîêàëíî óñòîé÷èâà, à F2 å ëîêàëíî íåóñòîé÷èâà. Îò äðóãà

ñòðàíà, àêî kim>µim(sm), òî F1 è F2 íå ñúùåñòâóâàò. Òàêà ïîëó÷àâàìå, ÷å

ìîäåëúò (2.8) ïðèòåæàâà ëîêàëíà áèôóðêàöèÿ ñåäëî-âúçåë â ðàâíîâåñíà-

òà òî÷êà F1 ≡ F2. Ïîòâúðæäåíèå íà ãîðíîòî òâúðäåíèå ïîëó÷àâàìå è îò

ïðîöåäóðàòà calcOneZeroEigenvalueBif íà ïàêåòà BifTools, êîÿòî âðúùà, ÷å

ìîäåëúò (2.8) èìà ëîêàëíà áèôóðêàöèÿ ñåäëî-âúçåë â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà.

2.2 kim = µim(ξi), i = 1, 2; òîãàâà Fi ≡ Ei, i = 1, 2. Ïîäîáíî íà ñëó÷àé (1.2)

è òóê, çà òàçè ñòîéíîñò íà ïàðàìåòúðà kim, ðàâíîâåñíèòå òî÷êè E1 è F1

îáìåíÿò ñâîÿòà ëîêàëíà óñòîé÷èâîñò, âúïðåêè ÷å F1 íå ñúùåñòâóâà áèîëî-

ãè÷åñêè çà kim > µim(ξ1). Ïðîöåäóðàòà calcOneZeroEigenvalueBif íà ïàêåòà

BifTools âðúùà, ÷å ìîäåëúò (2.8) èìà ëîêàëíà òðàíñêðèòè÷íà áèôóðêàöèÿ

â ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E1 ≡ F1.

2.3 kim = µim(ζ0); òîâà ðàâåíñòâî âîäè äî ζi = ζ0 çà i = 1 èëè i = 2, îòêúäåòî

Fi ≡ E0 çà ñúùèÿ èíäåêñ i = 1 èëè i = 2. Â òîçè ñëó÷àé íÿìà áèôóðêàöèÿ

íà ðàâíîâåñíè òî÷êè ñ åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò.

Íîðìàëíèòå ôîðìè íà áèôóðêàöèèòå ñà äàäåíè â Ïðèëîæåíèå 5.2 äî 5.6.

Áèôóðêàöèè íà ðàâíîâåñíè òî÷êè ñ äâå íóëåâè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè

Çà òîçè âèä áèôóðêàöèè ðàçãëåæäàìå D è kim êàòî âàðèðàùè ïàðàìåòðè, òîãàâà

(2.8) ïðèòåæàâà ñëåäíèòå äâå ðàâíîâåñíè òî÷êè Ẽ è E0:

D = µ1(s
m), kim = µim(sm) : Ẽ =

(
φ(sm)
1
γ
D+β1

, 0, sm, φ(s
m)
D

)
;

D = µ1(ζ0), kim = µim(ζ0) : E0 = (0, 0, ζ0, 0) .

Ïðè èçïúëíåíèå íà ïðîöåäóðàòà calcBTBif íà ïàêåòà BifTools êàòî ðåçóëòàò ïî-

ëó÷àâàìå, ÷å (2.8) íÿìà ëîêàëíà áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ â íèòî åäíà îò
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ãîðíèòå ðàâíîâåñíè òî÷êè Ẽ è E0, çàùîòî è çà äâåòå òî÷êè íå ñà èçïúëíåíè óñëîâè-

ÿòà çà íåèçðîäåíîñò íà áèôóðêàöèÿòà íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ.

Ëîêàëíè áèôóðêàöèè íà Õîïô â ðàâíîâåñíèòå òî÷êè

Íåêà D e ôèêñèðàí, à kim å âàðèðàù áèôóðêàöèîíåí ïàðàìåòúð. Èçïîëçâàéêè

ñòîéíîñòèòå íà êîåôèöèåíòèòå îò Òàáëèöà 5.1, ïðåâúðíàòè è âúâåäåíè â Maple êàòî

ðàöèîíàëíè ÷èñëà, ïðîöåäóðàòà calcHopfBif îò ïàêåòà BifTools äàâà êàòî ðåçóëòàò,

÷å (2.8) íå ïðèòåæàâà áèôóðêàöèÿ íà Õîïô â F2. Çà îñòàíàëèòå òî÷êè E1, E2 è F1 e

äîêàçàíî àíàëèòè÷íî, ÷å íå ìîãàò äà áúäàò áèôóðêàöèîííè òî÷êè íà Õîïô.

Ãëîáàëíà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè

Ñåãà íåêà èçñëåäâàìå ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà (2.8)

ïðè ïðåäïîëîæåíèÿ, êîèòî ñà ñìèñëåíè îò ãëåäíà òî÷êà íà ðåàëíèÿ ïðîöåñ.

Òâúðäåíèå 5.8. Íåêà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâà (À0) è îùå

(À1) βim > β1 è
1
γ
> βim

kLa
,

(À2) D > 1− kLa (1−m2).

Òîãàâà ìíîæåñòâîòî

Ω =
{

(x1, xim, s, p) : x1 ≥ 0, xim ≥ 0, s ≥ 0, p ≥ 0, Dsin ≥ s+ β1x1 + βimxim
}

å ïîëîæèòåëíî èíâàðèàíòíî çà (2.8); è íåùî ïîâå÷å, âñè÷êè ðåøåíèÿ ñà ðàâíîìåðíî

îãðàíè÷åíè çà t ≥ 0 è ñúùåñòâóâàò çà âñÿêî t ∈ [0,+∞].

Ïî-íàòàòúê ñå ðàçãëåæäà ñàìî ðåäóöèðàíàòà ñèñòåìà

x′1 = (µ1(s)−D)x1 + kimxim

x′im = (µim(s)− kim)xim

s′ = −
(

1
γ
µ1(s) + β1

)
x1 −

(
1
γ
µim(s) + βim

)
xim + φ(s).

(2.9)

Ãëîáàëíà óñòîé÷èâîñò íà ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E0.

Àêî ðàâíîâåñíàòà òî÷êà E0 e åäèíñòâåíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà çà (2.8), òîãàâà E0 å

ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà. Ïî-òî÷íî â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.11. Íåêà ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà (À0), (À1) è (À2). Àêî D > µ1(s
m) è

kim > µim(sm), òî Er
0 = (0, 0, ζ0) e ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà

òî÷êà íà (2.9) â Ω.

Ãëîáàëíàòà àñèìïòîòè÷íà óñòîé÷èâîñò íà E0 îçíà÷àâà, ÷å äâàòà âèäà êëåòêè (ñâî-

áîäíèòå è èìîáèëèçèðàíèòå) ñå îòìèâàò îò áèîðåàêòîðà è ñðåäàòà îñòàâà íåïî÷èñòåíà

îò òîêñèíèòå (DCA). Òîâà å è íàé-ëîøèÿ ñëó÷àé, êîéòî ìîæå äà ñå ñëó÷è ïðè ðà-

áîòàòà íà áèîðåàêòîðà. Çà ïðàêòè÷åñêèòå íóæäè íàé-âàæíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà å
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Ôèãóðà 5.10: Ôàçîâèòå êðèâè x1(t) (ëÿâàòà ãðàôèêà) è xim(t) (äÿñíàòà ãðàôèêà);
õîðèçîíòàëíàòà ïóíêòèðíà ëèíèÿ ìèíàâà ïðåç x1�êîìïîíåíòàòà è xim�êîìïîíåíòàòà
íà ãëîáàëíî óñòîé÷èâàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà F1.

F1 (ñúñ ñòðîãî ïîëîæèòåëíè êîìïîíåíòè). Ñúùåñòâóâàíåòî íà F1 îçíà÷àâà, ÷å äâàòà

âèäà êëåòêè îöåëÿâàò â áèîðåàêòîðà è ñðåäàòà ñå ïðî÷èñòâà îò òîêñèíèòå.

Ãëîáàëíà óñòîé÷èâîñò íà âúòðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà F1.

Çà ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà F1 ùå ñà íè íåîáõîäèìè îùå äâå óñëîâèå:

(À3) sin < sm è kim < µim(ζ0);

(À4) D > µ1(s
in) + kim,

Â ñèëà å ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 5.18. Íåêà ñà èçïúëíåíè ïðåäïîëîæåíèÿòà îò (A0) äî (À4). Òîãàâà ðàâ-

íîâåñíàòà òî÷êà F1 å ãëîáàëíî àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà â ìíîæåñòâîòî Ω.

×èñëåíè ñèìóëàöèè.

Çà ÷èñëåíèòå ñèìóëàöèè íà ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà F1 ùå èçïîëçâàìå ñòîéíîñòè

íà êîåôèöèåíòèòå, âçåòè îò Òàáëèöà 5.1. Çà òåçè ñòîéíîñòè âñè÷êè óñëîâèÿ îò (À0)

äî (À4) ñà èçïúëíåíè, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å å â ñèëà Òåîðåìà 5.18, ò.å. F1 å ãëîáàëíî

àñèìïòîòè÷íî óñòîé÷èâà ðàâíîâåñíà òî÷êà íà (2.8).

Ôèãóðè 5.10 è 5.11 èçîáðàçÿâàò ÷èñëåíè ñèìóëàöèè íà ìîäåëà ñ ðàçëè÷íè íà÷àëíè

óñëîâèÿ x1(0) ≥ 0, xim(0) > 0, s(0) ≥ 0, p(0) ≥ 0, óäîâëåòâîðÿâàùè Dsin ≥ s(0) +

β1x1(0) + βimxim(0). Ñ êðúã÷åòàòà ïî âåðòèêàëíèòå îñè ñà îçíà÷åíè ñòîéíîñòèòå íà

êîìïîíåíòèòå íà íà÷àëíèòå óñëîâèÿ.

×èñëåíèòå ñèìóëàöèè ïîòâúðæäàâàò òåîðåòè÷íèòå èçñëåäâàíèÿ çà ãëîáàëíàòà óñ-

òîé÷èâîñò íà F1, êàêòî è åêñïåðèìåíòàëíèòå ðåçóëòàòè â [6].

Ôèãóðà 5.12 âèçóàëèçèðà äàííè îò ðåàëíè åêñïåðèìåíòàëíè èçìåðâàíèÿ ïðîâåäå-
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Ôèãóðà 5.11: Ôàçîâèòå êðèâè s(t) (ëÿâàòà ãðàôèêà) è p(t) (äÿñíàòà ãðàôèêà); õî-
ðèçîíòàëíàòà ïóíêòèðíà ëèíèÿ ìèíàâà ïðåç s�êîìïîíåíòàòà è p�êîìïîíåíòàòà íà
ãëîáàëíî óñòîé÷èâàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà F1.

Ôèãóðà 5.12: Åêñïåðèìåíòàëíè èçìåðâàíèÿ.

íè â ëàáîðàòîðèÿòà íà Èíñòèòóòà ïî èíæåíåðíà õèìèÿ ïðè ÁÀÍ îò åêèïà íà ïðîô.

Âåíêî Áåøêîâ. Èçìåðåíèòå ñòîéíîñòè çà s, x1 è p ñà îòáåëÿçàíè ñúñ çàïúëíåíè êðúã-

÷åòà. Íåïðåêúñíàòè êðèâè ñà ðåøåíèÿòà íà s(t), x1(t) è p(t) íà ìîäåëà ñ íà÷àëíî

óñëîâèå (s(0), x1(0), xim(0), p(0)) = (0, 0, 7, 0) è ñòîéíîñòè íà êîåôèöèåíòèòå îò Òàá-

ëèöà 5.1.

Â çàêëþ÷åíèå ùå îòáåëåæèì, ÷å ïðåäñòàâåíèÿò ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç íà (2.8)

ìîæå äà áúäå èçïîëçâàí çà îïðåäåëÿíå íà ñòîéíîñòèòå íà ïàðàìåòðèòå, ïðè êîèòî

áèîðåàêòîðúò ùå ôóíêöèîíèðà â óñòîé÷èâî ñúñòîÿíèå ïðè íåïðåêúñíàò ðåæèì íà

ðàáîòà.
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3 Àâòîðñêà ñïðàâêà çà ïðèíîñèòå â äèñåðòàöèÿòà

Îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà:

1. Ñúçäàäåíè ñà àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèèòå ñ

åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò, áèôóðêàöèÿ íà Õîïô è áèôóðêàöèÿ íà Áîãäàíîâ-

Òàêåíñ.

2. Â ÑÊÀ Maple e ñúçäàäåí ïàêåòúò BifTools çà ñèìâîëåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà

äèíàìè÷íè ñèñòåìè, êîéòî ïðåäîñòàâÿ íà ïîòðåáèòåëÿ ñëåäíèòå ïåò áàçîâè ïðîöåäó-

ðè:

• calcOneZeroEigenvalueBifPoints - íàìèðà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ñèñòåìà îò ÎÄÓ,

â êîèòî ßêîáèàíúò íà ñèñòåìàòà èìà åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò;

• calcHopfBifPoints - íàìèðà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ñèñòåìà îò ÎÄÓ, â êîèòî

ßêîáèàíúò íà ñèñòåìàòà èìà äâîéêà ÷èñòî èìàãèíåðíè ñîáñòâåíè ñòîéíîñòè;

• calcOneZeroEigenvalueBif - ïðåñìÿòà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèèòå ñ åä-

íà íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò;

• calcHopfBif - ïðåñìÿòà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà íà Õîïô;

• calcBTBif - ïðåñìÿòà íîðìàëíàòà ôîðìà íà áèôóðêàöèÿòà íà Áîãäàíîâ-Òàêåíñ.

Ïúðâèòå äâå ïðîöåäóðè ïîçâîëÿâàò êàêòî ñèìâîëíî, òàêà è ÷èñëåíî ïðåñìÿòàíå íà

ðàâíîâåñíèòå òî÷êè, äîêàòî îñòàíàëèòå òðè ïîçâîëÿâàò ñàìî ñèìâîëíî ïðåñìÿòàíå

íà íîðìàëíèòå ôîðìè. Òàêà, â ìîìåíòà ïàêåòúò BifTools å åäèíñòâåíèÿò ïóáëè÷åí

ñîôòóåðåí ïðîäóêò, êîéòî ïðåäëàãà ñèìâîëíî ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíèòå ôîðìè íà

ãîðåñïîìåíàòèòå ëîêàëíè áèôóðêàöèè.

3. Íàïðàâåí å ïîäðîáåí ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç íà åäèí íîâ áèîòåõíîëîãè÷åí ìîäåë

îò ïðàêòèêàòà. Ìîäåëúò îïèñâà íåïðåêúñíàò áèîðåàêòîð çà áèîëîãè÷íî ðàçãðàæäàíå

íà òîêñè÷íè âåùåñòâà îò ìèêðîîðãàíèçìè, èìîáèëèçèðàíè (ïðèêðåïåíè) êúì ïîâúð-

õíîñòòà íà ãðàíóëè àêòèâåí âúãëåí. Íàïðàâåíèÿò ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç âêëþ÷âà:

• íàìèðàíåòî íà ðàâíîâåñíèòå òî÷êè íà ìîäåëà è îïðåäåëÿíåòî íà òÿõíàòà ëî-

êàëíà óñòîé÷èâîñò/íåóñòîé÷èâîñò, â çàâèñèìîñò îò ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà;

• ñ ïîìîùòà íà ïàêåòà BifTools å íàïðàâåí áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà ðàâíîâåñ-

íèòå òî÷êè íà ìîäåëà îòíîñíî ïàðàìåòðè, êîèòî ñà ñìèñëåíè îò ãëåäíà òî÷êà

íà ïðèëîæåíèåòî;

• ãëîáàëåí àíàëèç íà ðåøåíèÿòà íà ìîäåëà. Ïîêàçàíî å ñúùåñòâóâàíåòî íà èíâà-

ðèàíòíî ìíîæåñòâî Ω íà äèíàìè÷íàòà ñèñòåìà. Ïðè ïðåäïîëîæåíèÿ, ñìèñëåíè
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îò ãëåäíà òî÷êà íà ïðèëîæåíèåòî, å äîêàçàíà ãëîáàëíàòà óñòîé÷èâîñò íà âúò-

ðåøíàòà ðàâíîâåñíà òî÷êà. Çà öåëòà ñà äîêàçàíè ðåäèöà ñâîéñòâà íà ðåøåíèÿòà

è å êîíñòðóèðàíà ÿâíà ôóíêöèÿ íà Ëÿïóíîâ. Ïðîâåäåíè ñà ÷èñëåíè ñèìóëàöèè

â Maple, êîèòî èëþñòðèðàò òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè.

Â òàáëèöàòà ïî-äîëó å ïîêàçàíà âðúçêàòà íà ïðèíîñèòå ñ öåëèòå è çàäà÷èòå íà äè-

ñåðòàöèÿòà, êàêòî è ñ íåéíàòà ñòðóêòóðà è íàïðàâåíèòå ïóáëèêàöèè.
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Öåëè Çàäà÷è Ïðèíîñè

Òî÷êè â

äèñåðòà-

öèÿòà

Íàó÷íè

ïóáëè-

êàöèè

1. Ðàçðàáîòâàíå íà

àëãîðèòìè çà ñèìâîëåí

áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà

ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè

1.1. Çàïîçíàâàíå ñ

ïðåäìåòíàòà îáëàñò

2

1.2. Äà ñå ðàçðàáîòÿò

àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå

íà íîðìàëíàòà ôîðìà íà

áèôóðêàöèèòå ñ åäíà

íóëåâà ñîáñòâåíà ñòîéíîñò,

áèôóðêàöèÿ íà Õîïô è

áèôóðêàöèÿ íà

Áîãäàíîâ-Òàêåíñ

Ñúçäàäåíè ñà àëãîðèòìè çà

ïðåñìÿòàíå íà íîðìàëíàòà

ôîðìà íà áèôóðêàöèèòå ñ

åäíà íóëåâà ñîáñòâåíà

ñòîéíîñò, áèôóðêàöèÿ íà

Õîïô è áèôóðêàöèÿ íà

Áîãäàíîâ-Òàêåíñ

3.1, 3.2,

3.3
1, 4

1.3. Äà ñå ðàçðàáîòè

àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà

áèôóðêàöèîííèòå òî÷êè

íà Õîïô, áàçèðàí íà

ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå

3.4 4

2. Ïðîãðàìíà ðåàëèçàöèÿ íà

ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè â

ÑÊÀ Maple

2.1. Äà ñå íàïðàâè îáçîð

íà ñúùåñòâóâàùèòå

ñîôòóåðíè ïðîäóêòè çà

áèôóðêàöèîíåí àíàëèç

4.2

2.2. Â ÑÊÀ Maple äà ñå

ñúçäàäå ñîôòóåðåí ïàêåò,

êîéòî äà èìïëåìåíòèðà

ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè

Â ÑÊÀ Maple e ñúçäàäåí

ïàêåòúò BifTools çà ñèìâîëåí

áèôóðêàöèîíåí àíàëèç

4.1 1, 4

3. Ïðèëîæåíèå íà

àëãîðèòìèòå çà

áèôóðêàöèîíåí àíàëèç çà

èçñëåäâàíå íà ìàòåìàòè÷åñêè

ìîäåëè íà áèîïðîöåñè

3.1. Äà ñå ïðèëîæè è

òåñòâà ïàêåòúò BifTools

âúðõó èçâåñòíè è äîáðå

èçñëåäâàíè ìàòåìàòè÷åñêè

ìîäåëè, âçåòè îò ðàçëè÷íè

ïðèëîæíè îáëàñòè

Ïàêåòúò BifTools å ïðèëîæåí

âúðõó: äâà ìîäåëà íà

õåìîñòàò, ìîäåë íà Ëîðåíö,

ìîäåë íà õèìè÷åñêà ðåàêöèÿ

ïîä÷èíÿâàùà ñå íà çàêîíà çà

äåéñòâèå íà ìàñèòå è äð.

4.3 1, 4

3.2 Ñ ïîìîùòà íà ïàêåòà

BifTools äà ñå íàïðàâè

áèôóðêàöèîíåí àíàëèç íà

íåèçñëåäâàíè äî ìîìåíòà

ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè íà

áèîïðîöåñè

Íàïðàâåí å ïîäðîáåí

ìàòåìàòè÷åñêè àíàëèç íà

åäèí íîâ áèîòåõíîëîãè÷åí

ìîäåë îò ïðàêòèêàòà,

îïèñâàù íåïðåêúñíàò

áèîðåàêòîð çà áèîëîãè÷íî

ðàçãðàæäàíå íà òîêñè÷íè

âåùåñòâà îò ìèêðîîðãàíèçìè

èìîáèëèçèðàíè êúì

ïîâúðõíîñòòà íà ãðàíóëè

àêòèâåí âúãëåí

5 2, 3
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5 Äîêëàäè, ñâúðçàíè ñ äèñåðòàöèÿòà

1. Ìåæäóíàðîäåí ñåìèíàð-óúðêøîï ½Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå è íàó÷íè èç÷èñ-

ëåíèÿ�, 23�26 ñåïòåìâðè 2009 ã., Âåëèíãðàä; òåìà ½One-Parameter Bifurcation

Analysis of Dynamical Systems Using Maple�

2. Ãîäèøíà îò÷åòíà ñåñèÿ íà ñåêöèÿ ½Áèîìàòåìàòèêà� ïðè ÈÌÈ íà ÁÀÍ, 16 äåêåì-

âðè 2009, Ñîôèÿ; òåìà ½One-Parameter Bifurcation Analysis of Dynamical Systems

Using Maple�

3. Ñåìèíàð ïî áèîìàòåìàòèêà, 26 � 27 ìàé 2010 ã., Ñîôèÿ; òåìà ½Ðåàëèçàöèÿ íà

ìåòîäà íà ðåçóëòàíòèòå â ïàêåòà BifTools çà íàìèðàíå íà áèôóðêàöèè íà

Õîïô�

4. Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ½Applications of Computer Algebra� (ACA'2010),

June 24-27, 2010, Vlora, Albania; òåìà ½Symbolic and veri�cation software tools for

bifurcation analysis of bioprocess models�

5. Ñåìèíàð ïî áèîìàòåìàòèêà, 15 äåêåìâðè 2010 ã., Ñîôèÿ; òåìà ½BifTools and

IntervalTools: Maple packages for bifurcation analysis of dynamical systems�

6. Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ½Mathematical methods and models in Biosciences�

(BIOMATH'2011), June 15-18, 2011, So�a, Bulgaria; òåìà ½Stability Analysis of a

Bioreactor Model for Biodegradation of Xenobiotics�
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7. Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ½Applications of Mathematics in Technical and Natural

Sciences� (AMiTaNS'2011), June 20-25, Albena, Bulgaria; òåìà ½Bifurcation analysis

in a model of 1,2-dichloroethane biodegradation by Klebsiella oxytoca va 8391

immobilized on granulated activated carbon using the Maple packages BifTools and

IntervalTools�

8. Ãîäèøíà îò÷åòíà ñåñèÿ íà ñåêöèÿ ½Áèîìàòåìàòèêà� ïðè ÈÌÈ íà ÁÀÍ, 14 äå-

êåìâðè 2011, Ñîôèÿ; òåìà ½BifTools: ïàêåò íà Maple çà áèôóðêàöèîíåí àíàëèç

íà äèíàìè÷íè ñèñòåìè�

9. Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ½Applications of Mathematics in Technical and Natural

Sciences� (AMiTaNS'2012), June 11-16, 2012, St.St. Constantine and Helena, Varna,

Bulgaria; òåìà ½BifTools: Maple Package for Bifurcation Analysis of Dynamical

Systems�

10. Ìåæäóíàðîäíà êîíôåðåíöèÿ ½Applications of Computer Algebra� (ACA'2012),

June 25-28, 2012, So�a, Bulgaria; òåìà ½BifTools: Maple Package for Bifurcation

Analysis of Dynamical Systems�

6 Ó÷àñòèå â ïðîåêòè

1. ½Êîìïþòúðíè ñèìóëàöèè è èíîâàöèîííè ìîäåëíè èçñëåäâàíèÿ íà áèîïðîöåñè�

ïî äîãîâîð ÄÎ-02-359/2008 ñ ÔÍÈ.

Îñíîâíèÿò ïðèíîñ íà àâòîðà å â ñúçäàâàíåòî íà ïàêåòà BifTools, êàêòî è â

èçñëåäâàíå è ïðîâåæäàíå íà ÷èñëåíè ñèìóëàöèè â êîíêðåòíè ìàòåìàòè÷åñêè

ìîäåëè íà áèîòåõíîëîãè÷íè ïðîöåñè.
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