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Глава 1

Редове на апроксимации на Паде

В тази глава изследваме зависимостта на равномерното разпре-
деление на точки на интерполация и максималната сходимост на
редове на апроксимации на Паде. В първи и втори раздел разглеж-
даме многоточкови апроксимации на Паде, а в трети — обобщени
апроксимации на Паде.

1.1 Многоточкови апроксимации на Паде
с фиксирана степен на знаменателя

В този раздел изследваме зависимостта на равномерното разп-
ределение на точки на интерполация и максималната сходимост на
редове от многоточкови апроксимации на Паде.

1.1.1 Въведение

Нека 𝐸 е компакт (ограничено и затворено множество) в комп-
лексната равнина C. Нека неговото допълнение 𝐸𝐶 е свързано и ре-
гулярно, в смисъл че 𝐸𝐶 притежава класическа функция на Грийн
𝐺(𝑧) := 𝐺𝐸(𝑧,∞), с полюс в безкрайната точка (припомняме, че
𝐺(𝑧) е хармонична и положителна в 𝐸𝐶 ∖ ∞ и е равна на нула по
границата на 𝐸). Отбелязваме с Γ𝜎 линиите на ниво 𝐺(𝑧) = log 𝜎,
𝜎 > 1, и с 𝐸𝜎 – вътрешността на Γ𝜎 [56].

Нека 𝑓 е холоморфна функция (еднозначна аналитична фун-
кция или еднозначен клон на многозначна аналитична функция)
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върху 𝐸, по-нататък използваме означението 𝑓 ∈ H (𝐸). Въвежда-
ме понятието радиус на холоморфност 𝜏0 := 𝜏0(𝑓), т.е.

𝜏0 := sup{𝜏 > 1, 𝑓 ∈ H (𝐸𝜏 )}.

Нека 𝑚 и 𝜅 са естествени числа, нека 𝜅 > 1. Казваме, че 𝑓 ∈
M𝑚(𝐸𝜅), ако 𝑓 може да бъде продължена като мероморфна фун-
кция в 𝐸𝜅 с не повече от 𝑚 полюса (полюсите се броят с тяхната
кратност). Аналогично на радиуса на холоморфност, въвеждаме
радиус на 𝑚-мероморфност 𝜏𝑚 := 𝜏𝑚(𝑓), т.е.

𝜏𝑚 := sup{𝜏 > 1, 𝑓 ∈ M𝑚(𝐸𝜏 )}.

Ако 𝑓 не е холоморфна върху 𝐸, тогава полагаме 𝜏𝑚 = 1.
Нека ‖ · ‖𝐸 = max𝑧∈𝐸 | · | е максималната норма на 𝐸.
Нека Π𝑛 е класа на всички полиноми от степен най-много 𝑛 и

нека R𝑛,𝑚 := {𝑝/𝑞, 𝑝 ∈ Π𝑛, 𝑞 ∈ Π𝑚, 𝑞 ̸≡ 0}, 𝑛,𝑚 ∈ N е класа на
рационални функции от степени 𝑛 и 𝑚, съответно на числителя и
знаменателя.

Нека 𝑞 ∈ Π𝑚 и 1 ≤ 𝑚0 ≤ 𝑚. Използваме нормализацията

𝑞 =

{︃∏︀𝑚0

𝑘=1(𝑧 − 𝜉𝑘)
∏︀𝑚

𝑘=𝑚0+1 (1 − 𝑧/𝜉*𝑘) = ̃︀𝑞𝑞*, 1 ≤ 𝑚0 < 𝑚,∏︀𝑚
𝑘=1(𝑧 − 𝜉𝑘), 𝑚0 = 𝑚,

където 𝜉𝑘 ∈ 𝐺 ∪ 𝐸 и 𝜉*𝑘 ∈ 𝐹 .

Дефиниция 1 (Сходимист по 𝑚1-мярка). Въвеждаме понятието
сходимост в 𝑚1-мярка от [21]. Нека 𝐴 е множество, такова че 𝐴 ⊂
C, нека 𝑚1(𝐴) := inf{

∑︀
𝑖 |𝑈𝑖|}, като инфимума е взет от всички

покрития {𝑈𝑖} на 𝐴 с кръгове 𝑈𝑖, където |𝑈𝑖| е радиуса на всеки
кръг. Нека Ω е област в C и 𝜙 е непрекъсната функция, която е
дефинирана в Ω и е със стойности в C. Казваме, че редицата от
функции {𝜙𝑛}, мероморфни Ω, клони по 𝑚1-мярка към 𝜙 върху
компактни подмножества на Ω, ако за всеки компакт 𝐾 ⊂ Ω и
всяко 𝜀 > 0 имаме че

𝑚1({𝑧 ∈ 𝐾 : |𝜙− 𝜙𝑛| ≥ 𝜀}) → 0 при 𝑛 → ∞.

Дефиниция 2 (𝑚1-почти равномерна сходимост). Ако за всеки
компакт 𝐾 ⊂ Ω и всяко 𝜀 > 0 съществува множество 𝐾𝜀 ⊂ 𝐾, та-
кова че 𝑚1(𝐾 ∖ 𝐾𝜀) < 𝜀, както и че редицата {𝜙𝑛} е равномерно
сходяща в максималната норма към 𝜙 върху 𝐾𝜀, то тогава редица-
та {𝜙𝑛} е 𝑚1-почти равномерно сходяща към 𝜙 върху компактни
подмножества на Ω.
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Известно е [21, Lemma 1], че ако редицата {𝜙𝑛} е сходяща по
𝑚1-мярка към 𝜙 върху компактни подмножества на Ω, всяко 𝜙𝑛 ∈
M𝑚(Ω), и 𝜙 има точно 𝑚 полюса в Ω, то тогава всички 𝜙𝑛 имат
точно 𝑚 полюса в Ω (при 𝑛 достатъчно голямо), полюсите на {𝜙𝑛}
клонят към полюсите на 𝜙 (със съответните кратности), и редицата
{𝜙𝑛} е равномерно сходяща към 𝜙 върху компактни подмножества
на област, която е Ω без полюсите на 𝜙.

Припомняме понятието максимална сходимост на полиноми от
[56, §4.7]. Нека 𝑆 е регулярен компакт, означаваме с 𝐺𝑆(𝑧,∞) фун-
кцията на Грийн с полюс в безкрайната точка, като 𝐺𝑆(𝑧,∞) е
дефинирана за допълнението на 𝑆. За число 𝜎 > 1 въвеждаме ка-
ноничната област 𝑆𝜎 спрямо 𝐺𝑆(𝑧,∞), както следва:

𝑆𝜎 := {𝑧, 𝐺𝑆(𝑧,∞) = ln𝜎}.

Нека 𝑔 ∈ H (𝑆), нека 𝜎0 := 𝜎0(𝑔) е радиусът на холоморфност
спрямо 𝐺𝑆(𝑧,∞), т.е.

𝜎0 := sup{𝜎, 𝑔 ∈ A (𝑆𝜎)}.

Казваме, че редицата от полиноми {𝑝𝑛} е максимално сходяща към
𝑔 върху 𝑆, ако

lim sup
𝑛→∞

‖𝑔 − 𝑝𝑛‖1/𝑛𝑆 ≤ 1

𝜎0
.

Когато интерполационните точки са екстремални спрямо 𝑆, то не-
равенството става на равенство [56, §4.7], т.е.

lim sup
𝑛→∞

‖𝑔 − 𝑝𝑛‖1/𝑛𝑆 =
1

𝜎0
.

Също така, следното равенство важи за всеки компакт 𝐾 ⊂ 𝑆𝜎0

lim sup
𝑛→∞

‖𝑔 − 𝑝𝑛‖1/𝑛𝐾 =
𝑒‖𝐺𝑆(𝑧,∞)‖𝐾

𝜎0
, (1.1)

като наричаме това точна максималната сходимост.
Нека 𝑚 е естествено число, въвеждаме отново радиус на 𝑚-

мероморфност, 𝜎𝑚 := 𝜎𝑚(𝑔) спрямо 𝐺𝑆(𝑧,∞), като 𝜎𝑚(𝑔) < ∞.
Казваме, че редицата от функции {𝑟𝑛,𝑚}, 𝑛,𝑚 ∈ N, 𝑚 – фиксира-
но, 𝑟𝑛,𝑚 = 𝑝𝑛,𝑚/𝑞𝑛,𝑚 е максимално сходяща към 𝑔 върху 𝑆, ако

lim sup
𝑛→∞

‖̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑔 − ̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑟𝑛,𝑚‖1/𝑛𝑆 ≤ 1

𝜎𝑚
.
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Отново имаме точна максимална сходимост [21], аналогично на
(1.1), т.е. за всеки компакт 𝐾 ⊂ 𝑆𝜎𝑚

∖ 𝑆, който не съдържа полюси
на 𝑔, важи равенството:

lim sup
𝑛→∞

‖̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑔 − ̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑟𝑛,𝑚‖1/𝑛𝐾 =
𝑒‖𝐺𝑆(𝑧,∞)‖𝐾

𝜎𝑚
.

Обобщеният случай, когато степените на знаменателя на рационал-
ната апроксимация се увеличават, може да се намери в [20].

Нека 𝛽 := {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1, 𝑛 = 1, 2, . . . е безкрайна триъгълна табли-
ца от точки, която няма точки на сгъстяване, външни за 𝐸 (като
всички точки на сгъстяване са върху 𝐸). Полагаме

𝜔𝑛(𝑧) :=

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑧 − 𝛽𝑛,𝑘), 𝑛 = 1, 2, . . .

Точките {𝛽𝑛,𝑘} се наричат екстремални спрямо 𝐸, ако

lim
𝑛→∞

‖𝜔𝑛(𝑧)‖1/𝑛𝐸 = cap (𝐸),

където cap (𝐸) е логаритмичния капацитет на 𝐸. Припомняме, че

cap (𝐸) := exp
(︁
− lim

𝑛→∞
(𝐺(𝑧) − log |𝑧|)

)︁
.

Както е известно cap (𝐸) > 0 тогава и само тогава, когато 𝐸 е
регулярен компакт.

Нека сега 𝑓(𝑧) ∈ H (𝐸) и (𝑛,𝑚) е фиксирана двойка от естест-
вени числа. Съществуват полиноми 𝑝(𝑧) ∈ Π𝑛 и 𝑞(𝑧) ∈ Π𝑚, такива
че

ℎ𝑛,𝑚 :=
𝑞(𝑧)𝑓(𝑧) − 𝑝(𝑧)

𝜔𝑛+𝑚+1(𝑧)
∈ H (𝐸). (1.2)

Полагаме 𝜋𝛽
𝑛,𝑚(𝑓) = 𝜋𝛽

𝑛,𝑚 := 𝑝(𝑧)/𝑞(𝑧). Казваме, че 𝜋𝛽
𝑛,𝑚(𝑧) е 𝛽-

многоточкова апроксимация на Паде към 𝑓(𝑧) от тип (𝑛,𝑚). Пола-
гаме

𝜋𝛽
𝑛,𝑚(𝑧) =

𝑃𝑛,𝑚(𝑧)

𝑄𝑛,𝑚(𝑧)
,

където полиномите 𝑃𝑛,𝑚(𝑧) и 𝑄𝑛,𝑚(𝑧) нямат общ множител, и 𝑄𝑛,𝑚(𝑧)
е със старши коефициент единица. Нулите на 𝑄𝑛,𝑚(𝑧) се наричат
свободни полюси на 𝜋𝛽

𝑛,𝑚(𝑧). Известно е, че рационалната функция
𝜋𝛽
𝑛,𝑚(𝑧) винаги съществува и е еднозначно определена (виж [21],

[32]).
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Теорема 1 (Гончар [21]). Нека 𝐸 е регулярен компакт в C със
свързано допълнение, и нека точките {𝛽𝑛,𝑘} са екстремални спря-
мо 𝐸. Нека функцията 𝑓(𝑧) е холоморфна върху 𝐸. Нека 𝑚 ∈ N е
фиксирано число, като 𝜏𝑚 < ∞. Тогава редицата {𝜋𝛽

𝑛,𝑚} е макси-
мално сходяща към 𝑓(𝑧) върху 𝐸 при 𝑛 → ∞.

От теоремата следва че, ако 𝑓(𝑧) има точно 𝑚 полюса в 𝐸𝜏𝑚 ,
то редицата {𝜋𝛽

𝑛,𝑚} е равномерно сходяща към 𝑓(𝑧) при 𝑛 → ∞ в
сферичната метрика върху компактни подмножества на 𝐸𝜏𝑚 . Та-
зи теорема е аналог на теоремата на Монтесу Де Балор относно
класически апроксимации на Паде [16].

Ще докажем следното твърдение: ако за всяка функция 𝑓(𝑧) ∈
H (𝐸) при 𝜏𝑚 < ∞ редицата {𝜋𝛽

𝑛,𝑚} е максимално сходяща към
𝑓(𝑧) върху 𝐸, то точките {𝛽𝑛,𝑘} са екстремални спрямо 𝐸.

Нека фиксираме число 𝑡 /∈ 𝐸, полагаме 𝜏𝑡 := 𝑒𝐺𝐸(𝑡,∞). Нека още
𝛼𝑖 ∈ 𝐸𝜏𝑡 ∖ 𝐸, 𝑖 = 1, . . . , 𝜈. Въвеждаме функцията 𝑓𝑡(𝑧):

𝑓𝑡(𝑧) :=
1

𝑄(𝑧)(𝑡− 𝑧)
, където 𝑄(𝑧) :=

𝜈∏︁
𝑖=1

(𝑧 − 𝛼𝑖). (1.3)

1.1.2 Основни резултати
Основният резултат е:

Теорема 2. Нека точките {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1, 𝑛 = 1, 2, . . . нямат точки
на сгъстяване външни за 𝐸. Нека 𝑚 ≥ 𝜈 е фиксирано число. Ако
редицата {𝜋𝛽

𝑛,𝑚}, 𝑛 ∈ N, 𝑛 → ∞ е максимално сходяща към 𝑓𝑡(𝑧)
върху 𝐸, т.е.

lim sup
𝑛→∞

‖𝑓𝑡(𝑧) − 𝜋𝛽
𝑛,𝑚(𝑧)‖1/𝑛𝐸 =

1

𝜏𝑡
, (1.4)

то {𝛽𝑛,𝑘} са екстремални спрямо 𝐸, т.е.

lim
𝑛→∞

‖𝜔𝑛(𝑧)‖1/𝑛𝐸 = cap (𝐸). (1.5)

Аналог на Теорема 2 може да се намери в [31].
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1.2 Многоточкови апроксимации на Па-
де със степен на знаменателя 𝑚𝑛 =
𝑜(𝑛/ log 𝑛)

В тази глава разглеждаме 𝑚1-почти равномерна сходимост на
редици от многоточкови апроксимации на Паде от ред (𝑛,𝑚𝑛), къ-
дето 𝑚𝑛 = 𝑜(𝑛/ log 𝑛). Излагаме достатъчно условие за равномерно-
то разпределение на точките на интерполация спрямо равновесната
мярка на носителя.

1.2.1 Основните резултати
Следващата теорема е следствие от резултатите на Гончар [21]:

Теорема 8 (Gonchar [21]). Нека 𝐸 е регулярен компакт със свър-
зано допълнение, нека 𝑓 ∈ 𝒜(𝐸). Предполагаме, че 𝜏𝑚 < ∞. Нека
{𝑚𝑛}, 𝑚𝑛 → ∞, 𝑚𝑛 = 𝑜(𝑛/ ln𝑛) е безкрайна редица от естестве-
ни числа. Предполагаме още, че 𝛽 := {𝛽𝑛,𝑘} е триъгълна таблица
от точки, екстремални спрямо 𝐸. Нека знаменателите на 𝜋𝛽

𝑛,𝑚𝑛

са нормализирани спрямо 𝐸𝜏𝑚 . Тогава редицата от многоточкови
апроксимации на Паде е 𝑚1-почти равномерно сходяща към 𝑓 вър-
ху компактни подмножества на 𝐸𝜏𝑚 . Скоростта на сходимост
се характеризира от

lim sup
𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚𝑛
(𝑓 − 𝜋𝛽

𝑛,𝑚𝑛
)‖1/𝑛𝐸 ≤ 1

𝜏𝑚

и върху всеки компакт 𝐾 ⊂ 𝐸𝜏𝑚 , който не съдържа полюси на 𝑓
и на 𝜋𝛽

𝑛,𝑚𝑛
, имаме

lim sup
𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚𝑛(𝑓 − 𝜋𝛽
𝑛,𝑚𝑛

)‖1/𝑛𝐾 ≤ 𝑒‖𝐺𝐸(𝑧,∞)‖𝐾

𝜏𝑚

(сравни (1.2)).

Излагаме следната теорема от [13]:

Теорема 9 (Blatt, Kovacheva [13]). При условията на Теорема 8,
предполагаме че функцията 𝑓 притежава многократна същест-
вена особеност върху Γ𝜏𝑚 . Тогава

lim sup
𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚𝑛
(𝑓 − 𝑟𝑛,𝑚𝑛

)‖1/𝑛𝐸 =
1

𝜏𝑚
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и за всяко 𝛿, 1 < 𝛿 < 𝜏𝑚, важи следното:

lim sup
𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚𝑛
(𝑓 − 𝑟𝑛,𝑚𝑛

)‖1/𝑛Γ𝛿
=

𝛿

𝜏𝑚
.

Теорема 10. Нека 𝐸 е регулярен компакт в C със свързано до-
пълнение, 𝑓 ∈ 𝒜(𝐸), 𝜏𝑚 < ∞. Нека 𝑚𝑛 = 𝑜(𝑛/ ln𝑛), 𝑚𝑛 → ∞ при
𝑛 → ∞ и нека 𝛽 := {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1, 𝑛 ≥ 1 е триъгълна таблица от точ-
ки, която няма точки на сгъстяване външни за 𝐸. Нека 𝜋𝛽

𝑛,𝑚𝑛
е

многоточковата апроксимация на Паде спрямо 𝛽, като знамена-
телите са нормализирани спрямо 𝐵 ⊃ 𝐸𝜏𝑚 . Ако

lim sup
𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚𝑛
(𝑓 − 𝜋𝛽

𝑛,𝑚𝑛
)‖1/𝑛𝐸 =

1

𝜏𝑚
, (1.14)

и за всяко 1 < 𝜎 < 𝜏𝑚

lim sup
𝑛→∞

‖𝑄𝑛,𝑚𝑛
(𝑓 − 𝜋𝛽

𝑛,𝑚𝑛
)‖1/𝑛𝐸𝜎

=
𝜎

𝜏𝑚
, (1.15)

то тогава съществува редица Λ ⊂ N, такава че

̃︀𝜇𝑛
*−→ 𝜇𝐸 при 𝑛 ∈ Λ,

където ̃︀𝜇𝑛 са балаяжите на броящата мярка, асоциирана с полино-
мите 𝜔𝑛, като балаяжите са върху 𝜕𝐸 (сходимостта е в слабата
топология).

От Теорема 8, 9, 10 следва:

Следствие 1. При същите условия като в Теорема 10, нека да
предположим че 𝑓 притежава многократна съществена особе-
ност върху Γ𝜏𝑚 ; предполагаме още, че (1.14) е в сила. Тогава твър-
дението на Теорема 10 също е в сила.

Теорема 10 е доказана в [14]; тук излагаме ново доказателство.
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1.3 Обобщени апроксимации на Паде с фик-
сирана степен на знаменателя

Нека (𝐸,𝐹 ) е равнинен кондензатор, нека 𝛼 и 𝛽 са триъгълни
таблици от точки; 𝛼 ∈ 𝐸, 𝛽 ∈ 𝐹 . В статията е доказан критерий
относно екстремалното разпределение на таблиците 𝛼 и 𝛽. Резул-
татите са постигнати чрез използване на обобщена апроксимация
на Паде, която е асоциирана с таблиците 𝛼 и 𝛽.

1.3.1 Равнинен кондензатор

Нека 𝐷 е област в комплексната равнина C, нека 𝐸 ⊂ C е кон-
тинуум (компакт съдържащ повече от една точка) съдържащ се в
𝐷, и 𝐺 := 𝐷 ∖ 𝐸. Предполагаме, че 𝐺 е регулярна област спрямо
проблема на Дирихле. Нека 𝐹 := C ∖𝐷. Наредената двойка (𝐸,𝐹 )
се нарича равнинен кондензатор.

Нека ℎ е хармоничната мярка на 𝜕𝐹 спрямо 𝐺. Припомняме, че
ℎ е хармонична функция в 𝐺, ℎ = 0 на 𝜕𝐸 и ℎ = 1 на 𝜕𝐹 . Нека
𝑐 = 𝑐(𝐸,𝐹 ) е капацитета на кондензатора; т.е.

𝑐 = 𝑐(𝐸,𝐹 ) :=
1

2𝜋

∫︁
Γ

𝜕ℎ

𝜕n
𝑑𝑠,

където Γ е затворена аналитична крива в 𝐺 (или краен брой от
непресичащи се аналитични криви), която разделя 𝐸 и 𝐹 , нормал-
ният вектор n е с посока от 𝐸 към 𝐹 . Нека mod𝐺 е модула на
кондензатора, т.е.

mod𝐺 = mod (𝐸,𝐹 ) := 1/𝑐.

Нека
𝜌 = 𝜌(𝐸,𝐹 ) := exp(1/𝑐),

е Римановият модул на кондензатора. За специалния случай, ко-
гато 𝐸 и 𝐹 са континууми (затворени свързани множества, които
съдържат повече от една точка), параметърът 𝜌 е равен на 𝑟2/𝑟1,
като изобразим 𝐺 конформно на пръстена {𝑟1 ≤ |𝑤| ≤ 𝑟2}.

Припомняме дефиницията за радиус на холоморфност. Нека 𝑚
и 𝜅 са естествени числа, нека 1 < 𝜅 ≤ 𝜌. Казваме, че 𝑓 ∈ M𝑚(𝐸𝜅),
ако 𝑓 може да бъде продължена като мероморфна функция в 𝐸𝜅

с не повече от 𝑚 полюса (полюсите се броят с тяхната кратност).
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Аналогично на радиуса на холоморфност, въвеждаме радиус на 𝑚-
мероморфност 𝜏𝑚 := 𝜏𝑚(𝑓), т.е.

𝜏𝑚 := sup{𝜏 > 1, 𝑓 ∈ M𝑚(𝐸𝜏 )}.

Ако 𝑓 не е холоморфна върху 𝐸, тогава полагаме 𝜏𝑚 = 1.
Полагаме Γ𝜏 := {𝑧 : ℎ = 𝑐 log 𝜏}, 1 < 𝜏 < 𝜌, и 𝐸𝜏 := 𝐸 ∪ {𝑧 : ℎ <

𝑐 log 𝜏}.
Нека 𝜆 := exp(ℎ/𝑐).
Аналогично на максимална сходимост на полиноми, и като обоб-

щаваме идеите от [13], въвеждаме понятието максимална сходимост
на рационални функции в случай на кондензатори. Нека 𝑓 ∈ H (𝐸),
нека 𝑚 е фиксирано. Предполагаме, че 𝜏𝑚 ≤ 𝜌. Редицата {𝑟𝑛,𝑚},
𝑟𝑛,𝑚 ∈ R𝑛,𝑚, 𝑟𝑛,𝑚 = 𝑝/(̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑞*𝑛,𝑚), 𝑛 ∈ N е максимално сходяща към
𝑓 върху 𝐸 спрямо кондензатора (𝐸,𝐹 ), ако

lim sup
𝑛→∞

‖̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑓 − ̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑟𝑛,𝑚‖1/𝑛𝐸 ≤ 1

𝜏𝑚

и за всеки компакт 𝐾 ⊂ 𝐸𝜏𝑚 ∖ 𝐸, който не съдържа полюси на 𝑓 ,
имаме

lim sup
𝑛→∞

‖̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑓 − ̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑟𝑛,𝑚‖1/𝑛𝐾 ≤ ‖𝜆‖𝐾
𝜏𝑚

.

Нека 𝛼 := {𝛼𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 и 𝛽 := {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1, 𝑛 ∈ N са триъгълни
таблици от точки, с точки на сгъстяване принадлежащи съответно
на 𝐸 и 𝐹 . Полагаме

𝜔𝛼
𝑛 :=

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑧 − 𝛼𝑛,𝑘) и 𝜔𝛽
𝑛 :=

𝑛∏︁
𝑘=1

(𝑧 − 𝛽𝑛,𝑘), 𝑛 ∈ N.

Казваме, че точките (𝛼, 𝛽) са екстремални спрямо кондензатора
(𝐸,𝐹 ), ако равенството

lim
𝑛→∞

⃒⃒⃒⃒
𝜔𝛼
𝑛

𝜔𝛽
𝑛

⃒⃒⃒⃒1/𝑛
= 𝐶0 exp

(︂
ℎ

𝑐

)︂
= 𝐶0𝜆 (1.21)

важи равномерно върху всяко затворено множество от 𝐺, като 𝐶0

е положителна константа. Относно съществуването на редицата,
вижте [21, §3, Remark 2], [56, §8.7, Theorem 9], [8]. Ако някоя точка
от {𝛽𝑛,𝑘} е равна на безкрайност, то разликата 𝑧 − 𝛽𝑛,𝑘 за тази
точка се заменя с единица (в случай, че ∞ ∈ 𝐹 ). Когато всички
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{𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 = ∞, то константата е равна на капацитета на линията на
ниво, разположена във външността на 𝑆, т.е. 𝐶0 := cap (𝑆)𝑒𝐺𝑆(𝑧,∞).

Когато точките {𝛼𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 ∈ 𝜕𝐸 и {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 ∈ 𝜕𝐹 , казваме, че
те са равномерно разпределени спрямо кондензатора (𝐸,𝐹 ), като
𝐶0 = 𝜌, иначе 𝐶0 > 0. Отново, ако {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 = ∞, то константата е
равна на логаритмичния капацитет на 𝑆, т.е. 𝐶0 := cap (𝑆).

Например, нека 𝐺 := {𝑧, 1 < |𝑧| < 2} (взимаме единичния
кръг за 𝐸 и |𝑧| ≥ 2 за 𝐹 ). Виждаме, че хармоничната мярка ℎ =
ln |𝑧|/ ln 2, 𝑐 = 1/ ln 2 и 𝜌 = 2. Нека 𝜔𝛼

𝑛 , 𝜔𝛽
𝑛 да бъдат съответно

(𝑧𝑛 − 1, 𝑧𝑛 − 2𝑛), (𝑧𝑛, 𝑧𝑛 − 2𝑛), (𝑧𝑛, 1) и (𝑧𝑛 − 1, 1). Редиците
|𝜔𝛼

𝑛/𝜔
𝛽
𝑛|1/𝑛 са локално равномерно сходящи върху компактни под-

множества на 𝐺 към |𝑧|/2, което е умножено съответно по 1, 1, 2, 2.
Нека да отбележим, че ако точките (𝛼, 𝛽) са екстремални спрямо

кондензатора (𝐸,𝐹 ), то те са екстремални спрямо всеки конденза-
тор (𝐸𝜂1 , 𝐸

𝐶
𝜂2

) при 1 < 𝜂1 < 𝜂2 < 𝜌 (като 𝐸𝐶
𝜂2

е допълнението на
𝐸𝜂2).

Сега припомняме дефиницията на обобщена апроксимация на
Паде, асоциирана с точките (𝛼, 𝛽) (виж [21]).

Нека 𝑓 ∈ H (𝐸), нека (𝑛,𝑚) е фиксирана двойка от естествени
числа, 𝑛 ≥ 𝑚. Съществуват полиноми 𝑝 ∈ Π𝑛 и 𝑞 ∈ Π𝑚, такива че

𝑧 ↦→ ℎ𝑛,𝑚(𝑧) :=
𝑞𝜔𝛽

𝑛−𝑚𝑓 − 𝑝

𝜔𝛼
𝑛+𝑚+1

∈ H (𝐸). (1.22)

Полагаме 𝜋𝛼,𝛽
𝑛,𝑚(𝑓) = 𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚 := 𝑝/(𝑞𝜔𝛽
𝑛−𝑚). Наричаме 𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚 обобщена
апроксимация на Паде към 𝑓 от ред (𝑛,𝑚) спрямо (𝛼, 𝛽). Полагаме

𝜋𝛼,𝛽
𝑛,𝑚 =

𝑃𝑛,𝑚

𝑄𝑛,𝑚𝜔𝛽
𝑛−𝑚

,

където полиномите 𝑃𝑛,𝑚 и 𝑄𝑛,𝑚 нямат общ множител. Нулите на
𝑄𝑛,𝑚 се наричат свободни полюси на 𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚. Останалите полюси, ако
има такива, са фиксирани в безкрайната точка, 𝑧 = ∞. Както е
известно [21], [32], рационалната функция 𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚 винаги съществува
и е единствена. Тази дефиниция обобщава класическата апрокси-
мация на Паде [16] ({𝛼𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 = 0, {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 = ∞, 𝑛 ∈ N), както и
многоточковата апроксимация на Паде [44] ({𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 = ∞, 𝑛 ∈ N).

Припомняме резултата на Гончар (вече дефинирахме, че 𝜏𝑚 е
радиусът на 𝑚-мероморфност и 𝜌 е Римановият модул на конден-
затора):
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Теорема 12 (Гончар [21]). Нека (𝐸,𝐹 ) е регулярен равнинен кон-
дензатор, нека 𝑓 е холоморфна върху 𝐸, нека 𝑚 е фиксирано, не-
ка 𝜏𝑚 ≤ 𝜌. Предполагаме, че триъгълноте таблици от точки
𝛼 := {𝛼𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 ∈ 𝐸 и 𝛽 := {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 ∈ 𝐹 имат екстремално раз-
пределение спрямо (𝐸,𝐹 ), и техните точки на сгъстяване при-
надлежат съответно на 𝐸 и 𝐹 . Тогава редицата {𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚} е мак-
симално сходяща към 𝑓 върху компактни подмножества на 𝐸𝜏𝑚

при 𝑛 → ∞, и за всеки компакт 𝐾 ⊂ 𝐸𝜏𝑚 ∖ 𝐸, който не съдържа
полюси на 𝑓 , важи неравенството

lim sup
𝑛→∞

‖̃︀𝑞𝑛,𝑚𝑓 − ̃︀𝑞𝑛,𝑚𝜋𝛼,𝛽
𝑛,𝑚‖1/𝑛𝐾 ≤ ‖𝜆‖𝐾

𝜏𝑚
.

При условията на теоремата, нека 𝑓 има точно 𝑚 полюса в 𝐸𝜏𝑚 ∖
𝐸, нека да са в точките 𝑎𝑖, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚. Полагаме 𝑞𝑚 :=

∏︀𝑚
𝑖=1(𝑧 −

𝑎𝑖). Тогава, от [21, Lemma 1], всеки полюс на 𝑓 привлича толкова
свободни полюса на 𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚 при 𝑛 → ∞, колкото е неговата кратност,
т.е.

lim
𝑛→∞

𝑄𝑛,𝑚 = 𝑞𝑚.

Трябва да отбележим, че това не важи, ако функцията 𝑓 има по-
малко от 𝑚 полюса в 𝐸𝜏𝑚 ∖ 𝐸, тогава трябва да умножим по ̃︀𝑞𝑛,𝑚,
както е в дефиницията по-горе.

Теорема 12 обобщава класическата теорема на Монтесу де Ба-
лор [16].

1.3.2 Основната теорема за кондензатор

Поставаме въпроса, дали 𝑚1-почти равномерна сходимост на
обобщени апроксимации на Паде към дадена функция е необходимо
условие за екстремално разпределение на точки (1.21), свързани
със самата апроксимация.

Нека (𝐸,𝐹 ) регулярен равнинен кондензатор, нека 𝛼 ∈ 𝐸, 𝛽 ∈ 𝐹
са триъгълни таблици от точки, със точки на сгъстяване извън 𝐺.
Фиксираме число 𝜏 , 1 < 𝜏 < 𝜌, фиксираме точки 𝑧𝑖 ∈ 𝐸𝜏 ∖ 𝐸,
𝑖 = 1, . . . ,𝑚, въвеждаме за всяко 𝑡 ∈ Γ𝜏 функцията 𝑓𝑡(𝑧):

𝑓𝑡(𝑧) :=
1

𝑄(𝑧)(𝑡− 𝑧)
, където 𝑄(𝑧) :=

𝑚∏︁
𝑖=1

(𝑧 − 𝑧𝑖).
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Нека 𝑡 ∈ Γ𝜏 е произволно число, полагаме 𝜋𝛼,𝛽
𝑛,𝑚(𝑓𝑡) := 𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚,𝑡,

𝜋𝛼,𝛽
𝑛,𝑚,𝑡 =

𝑃𝑛,𝑚,𝑡

𝑄𝑛,𝑚,𝑡𝜔
𝛽
𝑛−𝑚

.

Теорема 13. Нека точките 𝛼 = {𝛼𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 ∈ 𝐸 и 𝛽 = {𝛽𝑛,𝑘}𝑛𝑘=1 ∈
𝐹 , 𝑛 ∈ N са дадени, като имат точки на сгъстяване принадле-
жащи съответно на 𝐸 и 𝐹 . Нека 𝑚 е фиксирано, нека полиномът
𝑄(𝑧) е както преди. Ако за всяко 𝑡 ∈ Γ𝜏 редицата {𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚,𝑡} е мак-
симално сходяща към 𝑓𝑡(𝑧) върху компактни подмножества на
𝐸𝜏 при 𝑛 → ∞, то точките (𝛼, 𝛽) са екстремално разпределени
спрямо кондензатора (𝐸,𝐹 ).

Следствие 2. Точките (𝛼, 𝛽) са екстремални спрямо конденза-
тора (𝐸,𝐹 ), тогава и само тогава, когато за всяка функция 𝑓 ∈
H (𝐸) редицата от рационални функции {𝜋𝛼,𝛽

𝑛,𝑚} е максимално схо-
дяща към 𝑓 върху компактни подмножества на 𝐷.
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Глава 2

Диагонали на апроксимации на
Паде

В тази глава е изведено интегралното уравнение на Натол, в
случай че комплексната функция 𝜎(𝑥) не се обръща в нула и из-
пълнява условията на Дини–Липшиц. С помощта на това уравне-
ние е получен комплексния аналог на класически асимптотичес-
ки формули на Бернщайн. за полиноми, ортогонални на единич-
ната отсечка ∆ = [−1, 1] спрямо комплексната функция на тегло
ℎ(𝑥) = 𝜎(𝑥)/

√
1 − 𝑥2.

2.1 Въведение

Интегралното уравнение на Натол е получено при по-слаби ог-
раничения на изходната комплексната функция на тегло 𝜎 отколко-
то това е направено в оригиналната работа на Дж. Натол [41]. В [41]
Натол е разгледал клас от функция на тегло, които удоволетворя-
ват условията на Дини–Липшиц (вж Теорема 20, формула (2.27)).
Чрез това, с помощта на уравнението на Натол (2.27), е направен
пълен аналог на асимптотическата формула на Бернщайн, която
важи на ∆ и извън ∆, но вече за комплексна функция на тегло 𝜎.

Получен е комплексния аналог на класическата асимптотичес-
ка формула на Бернщайн при тези условия за теглото, при които и
оригиналните резултати. А именно, предполагаме че функцията на
тегло ℎ е комплексната на единичната отсечка ∆ = [−1, 1] и така-
ва, че съответстващата (в терминологията на Бернщайн) функция
на тегло 𝜎(𝑥) := ℎ(𝑥)

√
1 − 𝑥2 е различна от нула на ∆, 𝜎 : ∆ →
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C* := C ∖ {0}, и удоволетворява условието на Дини–Липшиц на
∆ – 𝜎 ∈ DL(∆), което е дефинирано в параграф 2.2. Резултатът
е получен чрез метода на Натол, основан на сингулярното интег-
рално уравнение, доказателството не използва апроксимационния
метод на Бернщайн–Сегьо (можем да отбележим, че интегрално-
то уравнение на Натол няма никакво отношение към интегралното
уравнение, използвано в метода на Бернщайн–Сегьо). Подчертава-
ме, че метода на Натол е доста перспективен, понеже в последно
време е бил обобщен за полиноми, неермитово ортогонални на ня-
колко реални интервала, за дъги, съставляващи компакта на Штал
(вж [49], [5], [55]), за полиноми на Ермит–Паде (вж [40], [4]), както и
за променливи (variable) функции на тегло (вж [3], [60]). С помощ-
та на този метод е получена формула за следите в някои класове
на оператора на Якоби с краен спектър [62], методът се е оказал
полезен и при извеждането на формули за силната асомптотика на
апроксимации на Паде, както и съответните им ортогонални поли-
номи в достатъчно широк клас от аналитически функции [49], [24],
[6], [5].

Възможностите на метода на Натол не се изчерпват с горе спо-
менатите.

Да напомним, че този метод е разработен от Дж. Натол [41] в
1990 г. за случая на един интервал. В [41] Натол е изследвал силната
асимптотика на полиномите на Паде във връзка със задачата за
силната асимптотика на съответстващата апроксимация на Паде.

В [41] Натол е разгледал случай, когато зададената на единич-
ния интервал комплексна тригонометрична функция на тегло удо-
волетворява условието на Хьолдер. Сега разглеждаме по-общ слу-
чай, а именно, предполагаме че функцията на тегло удоволетво-
рява условието на Дини–Липшиц (вж дефиниция 9). За случая на
реална функция на тегло, при тези условия, С.Н. Бернщайн [59] е
получил своите асимптотически формули за ортогонални полино-
ми. Сега ние разширяваме класическите формули на Бернщайн за
случая на комплексна тригонометрична функция на тегло 𝜎, която
удоволетворява условието на Дини–Липшиц (вж [50], [36]). Подчер-
таваме, че доказателството е основано на сингулярното интегрално
уравнение на Натол и не използва стандартната апроксимационна
техника на Бернщайн–Сегьо (вж [1], [39]).

В настоящия раздел ние разглеждаме само случая за един ин-
тервал. Това е частен случай на метода на Натол, ние се ограни-
чаваме поради следните причини. Добре известно е [51], [58], че
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понятието общи ортогонални полиноми е възникнало през 1885 г.
в работата на П.Л. Чебишев [52], във връзка с свойствата на ве-
рижните 𝐽-дроби1 за някои класове от аналитични функции. Тези
полиноми са възникнали естествено като знаменатели 𝑄𝑛 на 𝑛-тата
подходяща верижна дроб 𝐽𝑛 = 𝑃𝑛/𝑄𝑛, която съответства на вериж-
ната 𝐽-дроб.В монографията на Г. Сегьо [51, глава II, параграф 2.2]
този факт е отбелязан чрез: “Ние наричаме 𝑝𝑛(𝑥) ортогонални по-
линоми . . . Понякога ги наричат полиноми на Чебишев. Ние ще за-
пазим това означение за специалния случай (1.12.3).”2 По-нататък
теорията за ортогоналните полиноми е започнала да се развива ка-
то напълно самостоятелно направление е анализа, практически не
свързани с верижните дроби. В основата на тази теория е залегнало
самото свойство за ортогоналност:3∫︁

𝑄𝑛(𝑥)𝑥𝑘ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1. (2.3)

Най-общите асимптотически формули за такива полиноми са били
получени през 1930-те години от С.Н. Бернщайн и Г. Сегьо (вж
[51, глава XII]) именно чрез това свойство. Друг подход се състои в
това, че в основата на разсъжденията лежи еквивалентно свойство
на ортогоналността, а именно, максимално пресичане на подходяща
верижна дроб 𝐽𝑛 в точката 𝑧 = ∞ и изходната функция, зададена
чрез ред на Лоран. Най-естествено този подход се дефинира чрез
апроксимации на Паде, по начина по-който е направено това от
Натол [41] (ср. [46]).

2.2 Основни дефиниции

Нека на единичната отсечка ∆ = [−1, 1] е зададено тегло ℎ,
т.е. ℎ ∈ 𝐿1(∆), ℎ > 0 почти навсякъде на ∆. При това условие са
еднозначно (с точност до нормировка) определени полиноми 𝑄𝑛,

1В някои източници (вж [58]) тези верижни дроби се наричат чебишевски
верижни дроби.

2Традицията общите ортогонални полиноми да се наричат полиноми на Че-
бишев е останала дълго време. Чак през 1920-те години В.А. Стеклов [48] е
назовал полиномите на Чебишев като полиноми, ортогонални спрямо обобще-
ната функция на тегло на Якоби (1 + 𝑥)𝛼(1− 𝑥)𝛽𝑞(𝑥), 𝛼, 𝛽 > −1.

3По-точно, еквивалентното условие на (2.3) е свойството на минималност на
𝐿2
ℎ-нормата на ортогоналния полином със старши коефициент единица 𝑄𝑛(𝑥) =

𝑥𝑛 + · · · сред всички полиноми 𝑞(𝑥) = 𝑥𝑛 + · · · ∈ R𝑛[𝑥].
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𝑛 ∈ N, deg𝑄𝑛 = 𝑛, ортогонални спрямо теглото ℎ:∫︁
Δ

𝑄𝑛(𝑥)𝑥𝑘ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 0, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛− 1. (2.4)

Полиномите 𝑃𝑛, deg𝑃𝑛 = 𝑛− 1,

𝑃𝑛(𝑧) :=

∫︁
Δ

𝑄𝑛(𝑧) −𝑄𝑛(𝑥)

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 (2.5)

се наричат полиноми от втори род, функцията

𝑅𝑛(𝑧) :=

∫︁
Δ

𝑄𝑛(𝑥)

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 (2.6)

се нарича функция от втори род. От (2.4)–(2.6) веднага следва, че
функциите 𝑄𝑛, 𝑃𝑛, 𝑅𝑛 са свързани чрез

𝑅𝑛(𝑧) = 𝑄𝑛(𝑧)̂︀ℎ(𝑧) − 𝑃𝑛(𝑧), (2.7)

където ̂︀ℎ(𝑧) :=

∫︁
Δ

ℎ(𝑥) 𝑑𝑥

𝑧 − 𝑥
(2.8)

е функция на Марков (вж [52], [22], [61], [23], [24]). Поради това че
отношението

𝑄𝑛(𝑧) −𝑄𝑛(𝑥)

𝑧 − 𝑥

е полином от степен 𝑛 − 1 по променливата 𝑥 (т.е., ортогонални
полиноми 𝑄𝑛(𝑥)), от (2.6) получаваме:

𝑅𝑛(𝑧) =

∫︁
Δ

𝑄𝑛(𝑥)

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 =

1

𝑄𝑛(𝑧)

∫︁
Δ

𝑄𝑛(𝑥)𝑄𝑛(𝑧)

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥

=
1

𝑄𝑛(𝑧)

∫︁
Δ

𝑄𝑛(𝑥)(𝑄𝑛(𝑧) −𝑄𝑛(𝑥) + 𝑄𝑛(𝑥))

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥

=
1

𝑄𝑛(𝑧)

∫︁
Δ

𝑄2
𝑛(𝑥)

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥. (2.9)

Следователно, за функцията от втори род е изпълнено съотноше-
нието:

𝑅𝑛(𝑧) = 𝑂

(︂
1

𝑧𝑛+1

)︂
, 𝑧 → ∞. (2.10)
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От (2.10) следва, че рационалната функция 𝑃𝑛/𝑄𝑛 е диагонална
апроксимация на Паде [𝑛/𝑛]̂︀ℎ на функцията на Марков ̂︀ℎ, т.е. за
[𝑛/𝑛]̂︀ℎ = 𝑃𝑛/𝑄𝑛 е изпълнени характеристичното (в класа на всички
рационални функции R𝑛 := C𝑛(𝑧) от ред ≤ 𝑛) съотношение:

(︀̂︀ℎ−[𝑛/𝑛]̂︀ℎ)︀(𝑧) =
1

𝑄2
𝑛(𝑧)

∫︁
Δ

𝑄2
𝑛(𝑥)

𝑧 − 𝑥
ℎ(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑂

(︂
1

𝑧2𝑛+1

)︂
, 𝑧 → ∞.

(2.11)
Класическите резултати на С.Н. Бернщайн [59] (вж още [51, гл.

XII]) за асимптотиката на ортогоналните полиноми е формулирана
и доказана за случая на интервала ∆ = [−1, 1] и реална функция
на тегло от вида:

ℎ(𝑥) :=
1

𝜋

𝜎(𝑥)√
1 − 𝑥2

, (2.12)

където 𝜎 – реална непрекъсната и положителна на ∆ функция, ко-
ято удоволетворява условието на Дини–Липшиц. Прието е функци-
ята 𝜎 да се нарича тригонометрична функция на тегло; по-нататък
ще наричаме функцията 𝜎 просто тегло, като допускаме че 𝜎 може
да е комплексна функция.

Дефиниция 9 (Условие на Дини–Липшиц). Казваме, че зададена-
та на интервала ∆ функция 𝜎 удоволетворява условието на Дини–
Липшиц (и пишем 𝜎 ∈ DL(∆)) с някакви константи 𝐶 > 0 и 𝛾 > 1,
ако за всички 𝑥, 𝑦 ∈ ∆ е изпълнено неравенството

|𝜎(𝑥) − 𝜎(𝑦)| ≤ 𝐶
⃒⃒
log |𝑥− 𝑦|

⃒⃒−𝛾
. (2.13)

Следната теорема е в сила:

Теорема 19 (Теорема на Бернщайн (см. [59], [51])). Нека 𝜎 е по-
ложителна функция на ∆, нека да удоволетворява условието на
Дини–Липшиц на ∆. Тогава, за полиномите 𝑄𝑛, ортогонални на
∆ с тегло (2.12) и нормирани чрез условието4 ‖𝑄2

𝑛‖𝐿2
ℎ

= 2 при
𝑛 → ∞, важат следните асимптотически формули на Бернщайн:

𝑄𝑛(𝑧) = 𝐷(𝑧;𝜎)Φ(𝑧)𝑛(1 + 𝑜(1)), 𝑧 ∈ C ∖ ∆, (2.14)

𝑄𝑛(𝑥) =
2√︀
𝜎(𝑥)

cos(𝑛 arccos𝑥 + 𝜃(𝑥;𝜎)) + 𝑜(1), 𝑥 ∈ ∆. (2.15)

4Такава нормировка е удобна за прилагане на метода на Натол, и е свързана
със съотношението (2.27), което се явява ключово при използването на този
метод.
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В (2.14)–(2.15) 𝑜(1) = 𝑂((log 𝑛)1−𝛾),

𝐷(𝑧;𝜎) := exp

{︂√
𝑧2 − 1

2𝜋

∫︁
Δ

log 𝜎(𝑥)

𝑥− 𝑧

𝑑𝑥√
1 − 𝑥2

}︂
(2.16)

е функцията5 на Сегьо,

𝜃(𝑥;𝜎) =

√
1 − 𝑥2

2𝜋

∫︁
Δ

log 𝜎(𝑥) − log 𝜎(𝑦)

𝑥− 𝑦

𝑑𝑦√︀
1 − 𝑦2

е фазова функция, Φ(𝑧) = 𝑧 +
√
𝑧2 − 1 е обратната функция на

Жуковски, 𝑧 = (𝜁 + 1/𝜁)/2, |𝜁| > 1, Φ(∞) = ∞, 𝜁 = Φ(𝑧).

Съотношение (2.14) важи в (т.е. върху компактни подмножества
на) областта 𝐷 = C ∖ ∆, съотношение (2.15) важи равномерно на
∆. Случаят 𝜎 ≡ 1 в (2.12) съответства на функцията 𝐷(𝑧;𝜎) ≡ 1 и
класическите полиноми на Чебишев от първи род 𝑇𝑛(𝑧) = 𝜁𝑛 +𝜁−𝑛.

2.3 Формулировка и доказателство на ос-
новните резултати

В този параграф са доказани асимптотическите формули на
Бернщайн (2.14), (2.15) чрез метода на Натол за комплексна три-
гонометрична функция на тегло 𝜎, която не се обръща в нула и
удоволетворява условието на Дини–Липшиц (2.13).

Основните резултати са теореми 20 и 21.
Нека функцията 𝑔 е зададена на единичната окръжност Γ : |𝑡| =

1, 𝑔 не се обръща в нула, 𝑔(𝑡) ̸= 0, и удоволетворява условието на
Дини–Липшиц (𝑔 ∈ DL(Γ)) с някакви константи 𝐶 > 0 и 𝜆 > 1:

|𝑔(𝑡) − 𝑔(𝑡′)| ≤ 𝐶

(︂
log

1

|𝑡− 𝑡′|

)︂−𝜆

, 𝜆 > 1, 𝑡, 𝑡′ ∈ Γ. (2.26)

Нататък, чрез 𝐶 и 𝜆 се обозначават константите от (2.26), чрез
𝑀,𝑀 ′ – константи, зависещи само от функцията 𝑓 (вж. формули-
ровката на Лема 1 и 2), чрез 𝑐1, 𝑐2, . . . , 𝑐

′
1, 𝑐

′
2, . . . – някакви абсолют-

ни константи, чиято стойност не е от значение.

5Класическата функция на Сегьо за тегло 𝜎 е равна на 1/𝐷(𝑧;𝜎), но тук е
по-удачно да използваме именно 𝐷(𝑧;𝜎).
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Въвеждаме следните означения:

Γ𝑟 : |𝑧| = 𝑟, 𝑈𝑟 : |𝑧| < 𝑟, 𝑟 > 0, Γ = Γ1, 𝑈 = 𝑈1,

𝐾𝑅 : 1 < |𝑧| < 𝑅, 𝐾𝑅 : 1 ≤ |𝑧| ≤ 𝑅, 𝑅 > 1.

Важат следните твърдения:

Лема 1. Нека функцията 𝑔 ∈ DL(Γ) с константи 𝐶 > 0 и 𝜆 > 1,
нека функцията 𝑓 е холоморфна в пръстена 1 < |𝑧| < 𝑅 и непре-
късната в 1 ≤ |𝑧| ≤ 𝑅 с някакво 𝑅 > 1. Полагаме

𝐹 (𝑧) :=

∫︁
|𝑡|=1

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)

𝑡− 𝑧
𝑑𝑡, |𝑧| < 1.

Тогава имаме:
1) функцията 𝐹 (𝑧) е равномерно ограничена при |𝑧| < 1, за

всяка точка 𝜁 = 𝑒𝑖𝜃 ∈ Γ съществува границата по лъча:

lim
𝑟→1−0

𝐹 (𝑟𝑒𝑖𝜃) =: 𝐹 (𝑒𝑖𝜃);

2) важи оценката:

max
|𝑡|=1

|𝐹 (𝑡)| ≤ 𝑐1𝐶𝑀,

където 𝑀 = max
1≤|𝑧|≤𝑅

|𝑓(𝑧)|;

3) функцията 𝐹 е непрекъсната на Γ и удоволетворява усло-
вието на Дини–Липшиц с константи 𝑐2𝐶𝑀 и 𝜇 = 𝜆− 1.

Лема 2. Нека 𝑔 ∈ DL(Γ) с константи 𝐶 > 0 и 𝜆 > 1, нека фун-
кцията 𝑓 е холоморфна в пръстена 1 < |𝑧| < 𝑅, непрекъсната в
1 ≤ |𝑧| ≤ 𝑅, 𝑅 > 1, и 𝑓 ∈ DL(Γ) с константи 𝑀 ′ и 𝜇 = 𝜆 − 1 > 0.
Тогава за функцията

𝐹𝑛(𝑧) :=

∫︁
|𝑡|=1

𝑓(𝑡)𝑔(𝑡) 𝑑𝑡

𝑡2𝑛(𝑡− 𝑧)
, |𝑧| < 1, 𝑛 ∈ N,

имаме:
1) за всички 𝜁 = 𝑒𝑖𝜃 ∈ Γ съществува

lim
𝑟→1−0

𝐹𝑛(𝑟𝜁) =: 𝐹𝑛(𝜁);
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2) функцията 𝐹𝑛 ∈ DL(Γ) с константи 𝑐3𝐶𝑀 и 𝜇 = 𝜆− 1, где
𝑀 = max

1≤|𝑧|≤𝑅
|𝑓(𝑧)|;

3) важи неравенството:

max
|𝑧|≤1

|𝐹𝑛(𝑧)| ≤ 𝑐3𝐶(𝑀 + 𝑀 ′)(log 𝑛)−𝜇, 𝑛 ∈ N.

Теорема 20. Нека функцията 𝐹𝑛 ̸≡ 0, 𝑛 ∈ N, е холоморфна в кръга
|𝑧| < 1, непрекъсната в затворения кръг |𝑧| ≤ 1 и удоволетворява:

𝐹𝑛(𝑧) =

∫︁
|𝑡|=1

𝐹𝑛(1/𝑡)𝑔(𝑡)

𝑡2𝑛(𝑡− 𝑧)
𝑑𝑡 + 𝐶𝑛, |𝑧| < 1, (2.27)

където функцията 𝑔 ∈ DL(Γ) с константи 𝐶 > 0 и 𝜆 > 1, 𝐶𝑛 е
някаква константа. Тогава равномерно по |𝑧| ≤ 1 имаме

𝐹𝑛(𝑧) = 𝐶𝑛(1 + 𝑜(1)), 𝑛 → ∞, (2.28)

където 𝑜(1) = 𝑂
(︀
(log 𝑛)−𝜇

)︀
, 𝜇 = 𝜆− 1.

Нека 𝑤 = 𝑤(𝑧) = (𝑧2 − 1)1/2, като сме избрали такъв клон на
многозначната функция (·)1/2 при 𝑧 ∈ 𝐷 := C ∖ [−1, 1], че

𝑤(𝑧) = (𝑧2 − 1)1/2 ∼ 𝑧 при 𝑧 → ∞. (2.32)

От (2.32) следва, че 𝑤(𝑧) > 0 при 𝑧 > 0 и 𝑤+(𝑥) = 𝑖
√

1 − 𝑥2 при
𝑥 ∈ (−1, 1), като под 𝑤+(𝑥), 𝑥 ∈ (−1, 1), се разбира граничната
стойност на функцията 𝑤(𝑧), 𝑧 ∈ 𝐷, от горната полуравнина:

𝑤+(𝑥) := 𝑤(𝑥 + 𝑖 · 0) := lim
𝜀→0
𝜀>0

𝑤(𝑥 + 𝑖𝜀), 𝑥 ∈ (−1, 1), (2.33)

и
√

1 − 𝑥2 > 0, 𝑥 ∈ (−1, 1) (под функциията
√
𝑎2 = 𝑎, 𝑎 > 0, ние

разбираме положителната аритметична стойност на квадратния ко-
рен).

Нека функцията 𝑓 е зададена чрез:

𝑓(𝑧) =
1

2𝜋𝑖

∫︁ 1

−1

𝜎(𝑥)

𝑤+(𝑥)

𝑑𝑥

𝑥− 𝑧
, 𝑧 /∈ ∆ := [−1, 1], (2.34)

където комплексната тригонометрична функция на тегло 𝜎(𝑥) ̸= 0
не се обръща в нула и удоволетворява условието на Дини–Липшиц
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𝜎 ∈ DL(∆), с някакви константи 𝐶 > 0 и 𝜆 > 1, т.е. 𝜎 : ∆ → C* :=
C ∖ {0}.

Нека R2 е Риманова повърхнина с род нула, зададена чрез 𝑤2 =
𝑧2 − 1. Предполагаме, че Римановата повърхнина R2 е на вид като
двулистно покритие на Римановата сфера C с точки на разклонение
𝑧 = ±1 от втори род. Римановата повърхност R2 може да бъде
параметризирана по следния начин:

𝑧 =
1

2

(︂
𝑡 +

1

𝑡

)︂
, 𝑤 =

1

2

(︂
1

𝑡
− 𝑡

)︂
, 𝑡 ∈ C. (2.35)

Първият лист R(1) на R2 се задава чрез (2.35) за |𝑡| < 1, при това
𝑧(1) = ∞(1) при 𝑡 = ∞. Вторият лист R(2) се задава чрез (2.35) за
|𝑡| > 1 и съответно 𝑧(2) = ∞(2) при 𝑡 = 0.

Въвеждаме функцията 𝐹 (𝑡) := 𝑤𝑓(𝑧) при |𝑡| < 1. Функцията
𝐹 (𝑡), |𝑡| < 1, има гранична стойност 𝐹+(𝜏) на единичния кръг Γ :=
{𝜏 : |𝜏 | = 1}, когато 𝑡 клони към 𝜏 ∈ Γ от вътрешната страна на
единичния кръг D := {𝑡 ∈ C : |𝑡| < 1}. Също така, дефинираме
функцията:

Σ(𝜏) := 𝐹+(𝜏) + 𝐹+(1/𝜏) = 𝐹 (𝜏) + 𝐹 (1/𝜏), |𝜏 | = 1. (2.36)

Прилагаме формулата на Сохоцки–Племелкъм функцията 𝑓 , която
е зададена чрез (2.34), получаваме:

𝑓±(𝑥) = ±1

2

𝜎(𝑥)

𝑤+(𝑥)
+

𝑖

2
𝐻𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ (−1, 1), (2.37)

където

𝐻𝑓 (𝑥) :=
1

𝜋

∫︁ 1

−1

𝜎(𝑥′)

𝑤+(𝑥′)

𝑑𝑥′

𝑥− 𝑥′ , 𝑥 ∈ ∆,

е преобразованието на Хилбертза функцията 𝜎/𝑤+. От (2.37) чрез
граничен преход при D ∋ 𝑡 → 𝑡0 ∈ Γ от вътрешната страна на
единичния кръг D := {𝑡 ∈ C : |𝑡| < 1} следва:

𝐹 (𝑡) = 𝑤𝑓(𝑧) → 𝐹±(𝑡0) : = 𝑤±(𝑥0)

{︂
±1

2

𝜎(𝑥0)

𝑤+(𝑥0)
+

𝑖

2
𝐻𝑓 (𝑥0)

}︂
=

1

2
𝜎(𝑥0) ± 𝑖𝑤+(𝑥0)

2
𝐻𝑓 (𝑥0), 𝑥0 ∈ (−1, 1).

(2.38)
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От (2.38) за функцията Σ(𝑡), 𝑡 ∈ Γ, която е определена чрез (2.36),
получаваме равенството:

Σ(𝑡) := 𝐹+(𝑡)+𝐹+(1/𝑡) = 𝜎

(︂
1

2

(︂
𝑡 +

1

𝑡

)︂)︂
= 𝜎(𝑥) = 𝜎(cos 𝜃), 𝑡 = 𝑒𝑖𝜃 ∈ Γ.

(2.39)
От равенство (2.39) следва, че функцията Σ удоволетворява усло-
вието на Дини–Липшиц на окръжността Γ, Σ ∈ DL(Γ), със същите
константи 𝐶 > 0 и 𝜆 > 1, с които и изходната функция 𝜎.

Въвеждаме полиноми на Паде на функция 𝑓 за произволно фик-
сирано 𝑛 ∈ N и 𝑗 = 1, 2 по следния начин. Полиномите на Паде
𝑃𝑛,𝑗 = 𝑃𝑛,𝑗(𝑧; 𝑓) ∈ C𝑛[𝑧], 𝑃𝑛,2 ̸≡ 0, на функцията 𝑓 се определят от
следното съотношение:

𝑅𝑛(𝑧) := (𝑃𝑛,1 + 𝑃𝑛,2𝑓)(𝑧) = 𝑂

(︂
1

𝑧𝑛+1

)︂
, 𝑧 → ∞. (2.40)

Функцията 𝑅𝑛 се нарича функция на остатъка; двойката полиноми
𝑃𝑛,1 и 𝑃𝑛,2, 𝑃𝑛,𝑗 ∈ C𝑛[𝑧] се определят нееднозначно, но рационал-
ната функция [𝑛/𝑛]𝑓 := −𝑃𝑛,1/𝑃𝑛,2 е еднозначно определена и се
нарича диагонална апроксимация на Паде от ред 𝑛.

Въвеждаме две нови функции:

Π2(𝑡) := exp

{︂
1

2𝜋𝑖

∫︁
|𝑢|=1

log Σ(𝑢) 𝑑𝑢

𝑢− 𝑡

}︂
, |𝑡| > 1,

Π1(𝑡) := −𝑓(𝑧)Π2(𝑡), |𝑡| > 1.

(2.41)

Един от основните резултати в този раздел се явява следната
теорема (която е комплексния вариант на класическата теорема на
Бернщайн ср. [50]):

Теорема 21. Нека функцията на тегло 𝜎(𝑥) удоволетворява ус-
ловията на Дини–Липшиц на интервала ∆ с някакви константи
𝐶 > 0 и 𝜆 > 1. Тогава полиномите на Паде 𝑃𝑛,𝑗(𝑧; 𝑓), 𝑗 = 1, 2
на функцията 𝑓 , зададена чрез (2.34), са еднозначно определени
(с точност до нормировка) за всички достатъчно големи 𝑛. При
подходяща нормировка на полиномите 𝑃𝑛,𝑗, 𝑗 = 1, 2 за произволно
𝛿 > 0 важат следните формули за равномерна асимптотика:

𝑃𝑛,𝑗(𝑧) = 𝑡𝑛Π𝑗(𝑡)(1 + 𝑜(1)), |𝑡| > 1 + 𝛿, 𝑛 → ∞, (2.42)

𝑃𝑛,𝑗(𝑧) = 𝑡𝑛Π𝑗(𝑡) + 𝑡−𝑛Π𝑗(𝑡
−1)1 + 𝑜(1), |𝑡| = 1, 𝑛 → ∞, (2.43)

където 𝑜(1) = 𝑂((log 𝑛)1−𝜆) при 𝑛 → ∞.
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Глава 3

Алгоритми за изчисление на
апроксимации на Паде

В тази глава излагаме алгоритмите за изчисление на класичес-
ка апроксимация на Паде на 𝑓(𝑧), класическа апроксимация на
Ермит–Паде за набора от три функции [1, 𝑓, 𝑔], двуточкова апрок-
симация на Паде на функция 𝑓(𝑧) или на две функции 𝑓(𝑧) и 𝑔(𝑧),
многоточкова апроксимация на Паде на 𝑓(𝑧).

След това даваме изходният код на алгоритмите, който е напи-
сан за програмата PARI/GP.

3.1 Апроксимация на Паде на 𝑓(𝑧)

Нека имаме дадена функция 𝑓(𝑧) и нейното разлагане в ред на
Тейлор е:

𝑓(𝑧) =

∞∑︁
𝑗=0

𝑐𝑗𝑧
𝑗 .

Нека двата полинома 𝑃𝑛,𝑚 ∈ Π𝑛, 𝑄𝑛,𝑚 ∈ Π𝑚 нямат общ множител,
𝑄𝑛,𝑚 ̸= 0, и изпълняват условието:

𝑄𝑛,𝑚(𝑧)𝑓(𝑧) − 𝑃𝑛,𝑚(𝑧) = 𝒪
(︀
𝑧𝑛+𝑚+1

)︀
.

Полагаме

𝜋𝑛,𝑚(𝑧) =
𝑃𝑛,𝑚(𝑧)

𝑄𝑛,𝑚(𝑧)
=

𝑝𝑛𝑧
𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑧

𝑛−1 + . . . + 𝑝0
𝑞𝑚𝑧𝑚 + 𝑞𝑚−1𝑧𝑚−1 + . . . + 𝑞0

25



за апроксимацията на Паде на 𝑓(𝑧). Следователно, имаме че:

(𝑞𝑚𝑧𝑚 + 𝑞𝑚−1𝑧
𝑚−1 + . . . + 𝑞0)(𝑐0 + 𝑐1𝑧 + . . . + 𝑐𝑛+𝑚𝑧𝑛+𝑚)−

−(𝑝𝑛𝑧
𝑛 + 𝑝𝑛−1𝑧

𝑛−1 + . . . + 𝑝0) = 𝒪
(︀
𝑧𝑛+𝑚+1

)︀
.

Нека да дадем пример за диагонална апроксимация на Паде
чрез 𝑛 = 𝑚 = 3. Тогава:

(𝑞3𝑧
3 + 𝑞2𝑧

2 + 𝑞1𝑧 + 𝑞0)(𝑐0 + 𝑐1𝑧 + 𝑐2𝑧
2 + 𝑐3𝑧

3 + 𝑐4𝑧
4 + 𝑐5𝑧

5 + 𝑐6𝑧
6)−

−(𝑝3𝑧
3 + 𝑝2𝑧

2 + 𝑝1𝑧 + 𝑝0) = 𝒪
(︀
𝑧7
)︀
.

Сравняваме степените от двете страни, получаваме:

𝑧0 : 𝑞0𝑐0 − 𝑝0 = 0

𝑧1 : 𝑞1𝑐0 + 𝑞0𝑐1 − 𝑝1 = 0

𝑧2 : 𝑞2𝑐0 + 𝑞1𝑐1 + 𝑞0𝑐2 − 𝑝2 = 0

𝑧3 : 𝑞3𝑐0 + 𝑞2𝑐1 + 𝑞1𝑐2 + 𝑞0𝑐3 − 𝑝3 = 0

𝑧4 : 𝑞3𝑐1 + 𝑞2𝑐2 + 𝑞1𝑐3 + 𝑞0𝑐4 = 0

𝑧5 : 𝑞3𝑐2 + 𝑞2𝑐3 + 𝑞1𝑐4 + 𝑞0𝑐5 = 0

𝑧6 : 𝑞3𝑐3 + 𝑞2𝑐4 + 𝑞1𝑐5 + 𝑞0𝑐6 = 0

Първите четири уравнения са достатъчни за изчисляване коефици-
ентите на полинома 𝑃𝑛,𝑚. Последните три уравнения имат четири
неизвестни променливи. Полагаме 𝑞0 = 1, и записваме коефициен-
тите на уравненията в матрица:⎛⎝ 𝑐1 𝑐2 𝑐3

𝑐2 𝑐3 𝑐4
𝑐3 𝑐4 𝑐5

⎞⎠⎛⎝ 𝑞3
𝑞2
𝑞1

⎞⎠ =

⎛⎝ −𝑐4
−𝑐5
−𝑐6

⎞⎠ .

Решаваме матричното уравнение и получаваме коефициентите на
полинома 𝑄𝑛,𝑚. Сега изчисляваме коефициентите на 𝑃𝑛,𝑚 чрез след-
ната формула:

𝑝𝑛 = 𝑐𝑛 +

min(𝑛,𝑚)∑︁
𝑗=1

𝑞𝑗 𝑐𝑛−𝑗

или чрез тази формула, понеже имаме 𝑞0 = 1,

𝑝𝑛 =

min(𝑛,𝑚)∑︁
𝑗=0

𝑞𝑗 𝑐𝑛−𝑗 .
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Нека сега да дадем пример за не-диагонална апроксимация на
Паде, като 𝑛 = 5 и 𝑚 = 3. Имаме:

(𝑞3𝑧
3 + 𝑞2𝑧

2 + 𝑞1𝑧 + 𝑞0)×
× (𝑐0 + 𝑐1𝑧 + 𝑐2𝑧

2 + 𝑐3𝑧
3 + 𝑐4𝑧

4 + 𝑐5𝑧
5 + 𝑐6𝑧

6 + 𝑐7𝑧
7 + 𝑐8𝑧

8)−
− (𝑝5𝑧

5 + 𝑝4𝑧
4 + 𝑝3𝑧

3 + 𝑝2𝑧
2 + 𝑝1𝑧 + 𝑝0) = 𝒪

(︀
𝑧9
)︀
.

Отново сравняваме степените от двете страни:

𝑧0 : 𝑞0𝑐0 − 𝑝0 = 0

𝑧1 : 𝑞1𝑐0 + 𝑞0𝑐1 − 𝑝1 = 0

𝑧2 : 𝑞2𝑐0 + 𝑞1𝑐1 + 𝑞0𝑐2 − 𝑝2 = 0

𝑧3 : 𝑞3𝑐0 + 𝑞2𝑐1 + 𝑞1𝑐2 + 𝑞0𝑐3 − 𝑝3 = 0

𝑧4 : 𝑞3𝑐1 + 𝑞2𝑐2 + 𝑞1𝑐3 + 𝑞0𝑐4 − 𝑝4 = 0

𝑧5 : 𝑞3𝑐2 + 𝑞2𝑐3 + 𝑞1𝑐4 + 𝑞0𝑐5 − 𝑝5 = 0

𝑧6 : 𝑞3𝑐3 + 𝑞2𝑐4 + 𝑞1𝑐5 + 𝑞0𝑐6 = 0

𝑧7 : 𝑞3𝑐4 + 𝑞2𝑐5 + 𝑞1𝑐6 + 𝑞0𝑐7 = 0

𝑧8 : 𝑞3𝑐5 + 𝑞2𝑐6 + 𝑞1𝑐7 + 𝑞0𝑐8 = 0

Както и преди, първите пет уравнения дават коефициентите на
𝑃𝑛,𝑚. Отново полагаме 𝑞0 = 1, и записваме коефициентите на пос-
ледните три уравнения в матрица:⎛⎝ 𝑐3 𝑐4 𝑐5

𝑐4 𝑐5 𝑐6
𝑐5 𝑐6 𝑐7

⎞⎠⎛⎝ 𝑞3
𝑞2
𝑞1

⎞⎠ =

⎛⎝ −𝑐6
−𝑐7
−𝑐8

⎞⎠ .

Забелязваме, че коефициентите на матрицата са променени, спрямо
диагоналния случай. Решаваме матричното уравнения и получава-
ме коефициентите на 𝑄𝑛,𝑚. Формулата за изчисляване коефициен-
тите на 𝑃𝑛,𝑚 сега е следната:

𝑝𝑛 =

min(𝑛,𝑚)∑︁
𝑗=0

𝑞𝑗 𝑐𝑛−𝑗 .

Нека да отбележим, че първите четири коефициента, 𝑝0, 𝑝1, 𝑝2,
𝑝3, се изчисляват по същия начин като при диагоналния случай.
За последните два коефициента прилагаме формулата min(𝑛,𝑚) –
сумата за тези два коефициента е от 0 до 3.
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Приноси

I. Научни приноси
Изследване на равномерното разпределениe на точките на ин-

терполация, свързани с многоточкова апроксимация на Паде. Раз-
глеждане на аналогичен случай за равнинен кондензатор, тогава
имаме два набора от точки, които са свързани с обобщена апрок-
симация на Паде.

Изследване на класическата теорема на Бернщайн с реална фун-
кция на тегло, и разширяването на теоремата при разглеждане на
комплексна функция на тегло.

II. Научно-приложни приноси
Реалнизиране на алгоритми за изчисление на класически апрок-

симации на Паде, апроксимации на Ермит–Паде за набора от три
функции [1, 𝑓, 𝑔], като се използва компютърната алгебра PARI/GP.

Алгоритъмът за класическа апроксимация на Паде беше отп-
равната точка, понеже същата може да се представи като апрокси-
мация на Ермит–Паде за набора от две функции [−1, 𝑓 ], и тогава
лесно се разширява до набора от три функции [1, 𝑓, 𝑔].

III. Приложни приноси
Съществуваше софтуер за изчисление на класически апрокси-

мации на Паде, като Maple, Mathematica, и др., но не намерихме
работещ софтуер за изчисление на класически апроксимации на
Ермит–Паде.

През септември 2012 започнахме да работим по тази задача, и
през декември 2013 вече имахме собствен софтуер за изчисление
на нулите на Ермит–Паде полиноми от първи тип за набора от три
функции [1, 𝑓, 𝑔], като полиномите имат степен 𝑛 (еквивалента на
диагонална апроксимация на Паде).

Като използвахме този софтуер, представихме нашите хипотези
относно асимптотиката на апроксимациите на Ермит–Паде в две
статии, публикувани в arXiv през 2015 година, [29], [30].

Реализирахме алгоритмите чрез компютърната алгебра PARI/GP,
за изчислението на нулите на полиномите на апроксимациите, и
gnuplot за плотиране на тези точки върху комплексната равнина.
Тези програми се използват и от Maple, SageMath, и др.
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[19] Gonchar, A. A. Zolotarev problems connected with rational
functions, Math. USSR Sbornik 7:4 (1969), 623–635.

[20] Gonchar, A. A. On a theorem of Saff, Math. USSR Sbornik 23:1
(1974), 149–154.

30



[21] Gonchar, A. A. On the convergence of generalized Padé
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