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INTERVALLES D’'INTERPOLATION RELATIFS
AUX EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

D. Ripianu

Résumé. Dans cette note on détermine différentes classes d'équations différentielles
dont I'ensemble des solutions est interpolatoire sur un intervalle donné [a, b], a<Cb.

1. On désignera pour abréger par /,[a, b] la propriété d'une équation
difiérentielle d’admettre [lintervalle [a,b6] comme intervalle d'interpolation
pour I'ensemble de ses solutions.

On se servira de la méthode de Ch. de la Vallée-Poussin [l]
mais on obtiendra des résultats moins généraux que ceux qu'il a obtenus
au cas n=2, du fait que pour réduire une équation donnée d’ordre n a
une équation ayant la propriété /,[a,b] il faut imposer n—1 conditions (a la
place d’'une condition au cas n=2 envisagé par Ch. de la Vallée-Poussin)
aux coefficients de I’équation donnée.

On supposera donc n=3 et on se servira d'un

Lemme. 1’équation

(1) YOUx)+A(x) y=(x)=0, A¢Cla, b),
jouit de la propriété /,]a, b).

Démonstration. On déduit de (1) w—”(x)=Cexp(—fA(s)ds)

(C constante). Si donc une intégrale y,(x)de (1) avait # zéros dans [a, b], alors
Yo"=I(x) y aurait une racine au moins, donc C=0, y,"~(x)=0 et y(x)=0
(comme polynome de degré au plus n—2 qui posséde n zéros). En vertu
d'un résultat bien connu, I'équation (1) jouit donc de la propriété /,[a, b].

2. On désignera par g(x) une fonction de la classe C™[a, b] et on écrira

p(x)=2'(x), ()9 =Py(x)e?9;
2) Poa(m)=P(x)+o(x) P(x),  s=0,1,...; P{R)=1;

s

A= iz adx) Polx), s=1,m; aN=1)

0==0
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(au cass=n ilfaut remplacer C) par 1), relativement a Péquation
3)  YOAX)+ay(x) Y (X) A A as(X) YN X) £+ -+ an(x) Y(@) =0,
as(x) € Cla, b}, s=1, n.
Théoréeme 1. S'il existe une fonction ¢(x)¢ C"Ya, b] telle que I'on
ait en (2)
(4) Af(x)=0, s=2,n,
alors I'équation (3) jouit de la propriété /,[a, b].
Démonstration. On fera le changement
(5) y=u(x) et

u étant la nouvelle fonction inconnue et p(x) une fonction a déterminer.
’équation (3) s’écrit alors

(6) u™(x) 4 A, (X)) 4+ - Ag(X) 0= (x) -+ -+ Ag(x) u(x) =0,

avec Ay(x) donnés par (2). Si la fonction g(x) est telle qu'on ait les rela-
tions (4), I'équation (6) prend la forme (1). Selon le lemme, toute solution
de (6) qui possederait n zéros dans [a, b] est identiquement nulle. Toute solution
y de Péquation (3) qui aurait n zéros les transmettrait donc, grace a (5),a
la solution u respective de I'équation (6) (qui a pris la forme (1)), donc

serait identiquement nulle, ce qui démontre le théoréme. On en déduit im-
médiatement le

Théoréeme 2. 1’équation (3) oit a,(x), s=2, n sont fournis par les n—1
relations (2)
(7) AS(X)EO, S:‘Qj;l)

et a,(x) el p(x) sont des fonctions prises arbitrairement, respectivement
dans C [a, b] et C*=V[q, b], jouit de la propriété ,[a, b).

On peut d'ailleurs remplacer les conditions du théoréme 1, qui introdui-
sent une fonction arbitraire ¢(x), par des conditions portant sur les coeffi-

cients as(x), s=1, n, de (3) et leurs dérivées, en présentant le
Théoréeme 3. L’équation (3), dont les coefficients

a,(x) € C™[a, b, ay(x) ¢ C™a, b], a,(x)¢ C*Va,b], a(x)¢ Cla, b, s=4,n,
vérifient les n—2 relations
(8a) Ag(x)=0, Af(x)=0, s=4,n
ol

—(n—2) ay(x) ay (x) ~n(n—2) ay(x)+3nay(x)
8 = =
() #(X)=0(x) (n —2) [a(n—1) aj(x)+(n—1) aj(x)—2na,(x)]

avec n(n—1)aj(x)+(n—1)al(x)—2na,(x)-=0 pour tout x¢|a, b}, jouit de la
propriété /,[a, b].
Démonstration. Les relations (2) donnent

Ay=CiPy+ Crll—latpx+02; AanC,s,P;,+C3__1a,P2+ Crlx-ﬂlzpl +as
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On en tire, en faisant Ayy=0, A;=0 et en remplacant P,, P,, P, par leurs
valeurs données par (2)

(9) Ca(@'+9%)+(n—1) a,0+ ay=0,

(10) Ch (@" 4390+ %) + Co_iay(¢'+¢2) + Ch_2agp + a;=0.

Si l'on dérive les deux termes de la relation (9), puis si I'on remplace dans
(10) ¢" par sa valeur tirée de la relation ainsi obtenue, on obtient une rela-
tion qui devient, si 'on y remplace ¢'+¢® par sa valeur tirée de (9), une
equation du premier degré en [I'inconnue ¢ qui donne la valeur (8b) de g,.
Les relations (8b) et (9) sont évidemment équivalentes aux relations (9) et
(10), vu que si dans la relation (10) on remplace @, par sa valeur déduite
dz’e la relation obtenue en dérivant les deux termes de (9) et I'expression
®o+@y par sa valeur tirée toujours (9), cette relation (10) acquiert la forme
(8), donc est satisfaite. La relation (12) et les relations A (x)=0, s=4, n,
avec ¢, a la place de ¢ assurent donc en vertu du théoréme 1 I'existence
de la propriété Iia, b].

Remarques. 1° Etant donné que Ay(x) comprend ¢(x) et ses dérivées
jusqu’a lordre s—1, s=2, n, il faut supposer ¢ ¢ C*~Na, ], donc o ¢ C™a, b]
pour que P'équation (6) ait des coefficients continus. D’ailleurs, les relations
(7) dennent successivement as(x), s=2, n, sous la forme de polynomes du
premier degré en a, dont les coefficients sont des polynomes en ¢(x),
?'(x), ..., ¢"I(x), la condition @ ¢ C"1a, b] assure la continuité dans [a, ]
des coefficients de P'équation (3) dans le théoreme 2.

2°, La relation (8) Asi(x)=d, s=2 ou s=4,n fait intervenir gg(x)
@y (%), .. ., o), elle comprend a(x), a](x), aj(x), ay(x), a;(x), a;)(x)
ay(x) et a; (x) au cas s=2 (relation (9)) et ay(x), @} (x),..., @) (x), as(x),
ay(X), ..., a§)x), ay(x), ay(x),..., af=(x), ayx),...,asx) au cas s24
Pour que les relations (8) concernent des fonctions continues, il faut donc
que a,(x) € C™|a, b], ag(x) € C™]a, b), as(x) ¢ C*—Va, b] et ay(x) ¢ Cla, b], s=4,n,
ce qui d’ailleurs, avec I'hypothése du théoréme 3, assure I'appartenance de
?(x) de (8) a la classe C"—Nia, b].

A titre de cas particuliers, on présentera les propositions suivantes, ob-
tenues en faisant dans les théorémes 2 et 3, n=3 et en écrivant A(x), B(x),
C(x) a la place de a,(x), as(x), as(x).

Théoréme 4. 1'équation

YOx)-LAX) YD (x) —[39'(x) +3p%(xX) + 24(x) ¢(x)] y' () 7
HAW =70+ 920 —¢"(0)+ 300 9(x) =0
oit A(x)¢Cla, b] et p(x) € CPa, b] possede la propriété /ja, b).
Théoréeme 5. L’équation y@®)(x)+ A(x) y&(x)+ B(x) y'(x)+ C(x) y(x)=0
dont les coefficients A(x)¢ C@|a, b), B(x) ¢ C?a, b), C(x)¢ CVa, b] vérifient
les relations suivantes: -

A¥(x)—3B(x)+3A4'(x)=-0 pour tout x¢|a, b,
6[A2(x)—3B(x)+3A"(x)] C'(x)-+[44%(x)— 18A(x)B(x)—18A4"(x)] C(x)
1 27C¥x) -+ 24"(x)[ A(x)B(x)+ 3B"(x)|— 2B"(x)| A%(x)—3B(x)
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+3A(0)|~6BAYA"(x)+ BACBB()-+ 4BY) + 27 A0 B(x)A'(x)
~2410B(x) = A+ 2B(x)A' () —2A4(x)A'(x)B'(%)

—3B%(x)=0
jouit de la propriété /;(a, b).
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