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BEMERKUNGEN ZUR CHARAKTERISIERUNG
VON ABSOLUT STETIGEN FUNKTIONEN

J. Baumeister

Zusammenjassung: Seci L, (I) der Orlicz Raum auf dem Intervall /cR, definiert durch
die verallgemeinerte Young-Funktion A, Fiir m € \| setzen wir:

L7 (D):={f € Clm=Txr) | fim D absolut stetig, /™) € L 4 (1)},

Wir geben cine Charakterisierung der Funktionen in L7 (/) durch dividierte Differenzen;

Ergebnisse fiir die klassischen L™.R#ume finden sich bei J. W. Jerome und L. L
Schumaker (1973). Ferner untersuchen wir den Zusammenhang mit interpolierenden
Splines und der Fortsctzung einer Funktion F € C(E), Ec/, zueiner Funktion F € L7(/).

1. Einleitung. Sei / eine Intervall in R; wir gelzen fUrEm=As20 ¥.»
AC™ L (I)={f|fm=D existiert und ist absolut stetig in /}. :

Wir definieren: V={A:R — [0, ) ' A stetig, konvex, symmetrisch,
A(0)=0, A==0}. Fiir A¢ Ysei A*:R — [0, co] definiert durch A*(v)=sup {uv
—A@|ueR}). B

Wir setzen : Y={A:R -0, «]|A=B* B¢ Y}. Fiir A¢ Y definieren
wir der Orlicz-Raum L, (/) durch:

(IL1)  Ly()={f|f meBbar auf /, ex(ef)=1 Alaf (Bl dr<ex MllcCim a@iR).
L,(/) ist zusammen mit der Norm

(12) £ la=int{a>0] e if)= 1)

ein Banachraum (siehe [9], [10]). it t 3
Die klassischen L,-Raume werden definiert durch die Funktlonep:

A,()=p~t|ulP,1=p<co (4€7),
bzw.

ul=1,

0,
A”(”)={ o, |#]>1, (Au=A4}cY).
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Ein von den klassischen L,-Riumen verschiedener Orliczraum wird definiert
durch: A(u)=(1+|u|)log(1+|u|)—
wir den Banachraum

(13) Ly (h={fe AC" ()| f™ ¢ Ly ()}

m
mit Norm || f|lam=2|f (%) +| f™ |4, wobei £,<...<t, Punkte in / sind.
i=1

Wir wollen zeigen, daf} sich die Funktionen in L7 (/) durch Ausdriicke

in dividierten Differenzen charakterisieren lassen; Resultate fiir die klassi-
schen L,-Rdume finden sich u. a. in [5] und [7].

Wie im klassischen Fall 148t sich auch hier ein Zusammenhang mit in-
terpolierenden Splines herstellen. Daraus lassen sich hinreichende Bedingungen
dafiir ableiten, daf8 eine Funktion F:/—R in L7 (/)liegt. Unmittelbar damit

zusammenhdngt die Frage, wann sich ein Funktion F¢ C(E), Ec/, zu einer
Funktion f¢ L7 (/) fortsetzen laft.

2. Charakterisierung von Funktionen in L7 (/). Wie man aus der Be-
trachtung von L7 (I):Lgp(l), l1<p=<co, weifl, hat man bei der Charakteri-
sierung von Funktionen in L™ (/) die beiden Fille |<p<co und p=1 ge-
trennt zu behandeln (siehe [8]).

n unserer Allgemeinheit haben wir die Fille A¢ Y,={A ¢ ¥ A*¢Y} und
A€ Y,=VY\Y, zu unterscheiden; die entscheidende Aussage ist:

@1 lim || X o= lim (A% (B))1=0,
#(E)=0 (E)~

falls A¢ Y, wobei u das Lebesgue-Mafl and X, die charakteristische
Funktion einer mefbaren Menge Ec/ ist. Die Eigenschaft (2.1) ist die ab-
solute Stetigkeit der Normin L« (siehe [10], S. 53 ff); sie ist nicht not-
wendigerweise erfiillt fiir A ¢ Y, (Beispiel As).

Wir bezeichnen mit F[g,,...,¢&|] die dividierten Differenzen einer Funktion
F zur Zerlegung & <...<¢

~Satz 1: Sei A¢Y, und F:1—R. Dann sind dquivalent:
a) Fely(I)
b) (2 A@F (% .y Xinl) (Fetm—=5)<1);
va>0, x 6l x,<. .. <Xy, N>m
Ist ¢ L7 (]), F™=0, so kann a=(m—1)|/|F™)| , gewihlt werden.

Bewexs a) =) b) Nach (1.2) glbt es o' >0 mit gA(a’F""))&l Da o4
unterhalbstetig ist, kann o =||Fm |1 gewihlt werden."

a | FlXy ..., Xipm]| =d/(m—1)1 (Xppp—%;)]) F™—1 () — Fn= (&) |
<df(m —1)! (x4 p—x) | [ F® (s)ds ,
wobei X, i <Xt XSE=Xitm_ye
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Da A monoton nichtfallend ist (beachte: A konvex, symmetrisch, A (0)=0),
folgt mit a=d'(m—1)1:

A(aF[xia xH-m])gA Citm ™ “‘l) 1 f a, F(m)(S) ds

Xitm
< (epm—x)= [ A | F(5)])ds.

In der letzten Abschidtzung haben wirdie Jensensche Ungleichung verwendet
(siehe [9]). Daraus folgt:

S A@F Ky, ) (Fim—3)S T 7 A@F (s) dssg, (@Fo)= 1.

=0 i=0
b) —y a) Sei zunichst m=1. Wir zelgen. F ist absolutstetig. Scien
n—1

KXo <Xy <o Xmaund 6:=.1‘,0(x,-+1——x,).
=

n—1 n—1
(22) ‘:‘30a|F(x,-+,)—F(x,-)t = ,l_:o“‘F[xi y Xiga] | (K1 — 1)

n—1 %

»

i=0

i1

| a| Flxy Xisa] | dS=| x1x, x|l a*

t

wobei y (§)= E a F[Xi, Xi1] 2px; vzyy) (); Dei der letzten Abschatzung ha-
i=0

ben wir die Holderunvlexchung benutzt.

—1 ;
Da g4 (s): X A(aF[xi xi41]) (Xi41—x;)=1, folgt auch
i=0

|w|a=1 (siehe Deﬂmtlon (1.2)).
Aus (2.2) folgt also: _‘ F(x,+1) F(x; )|<1/a||11x “HA Mit (2.1) folgt nun,

daff F absolutstetig ist, d h. es existiert F, und es gilt F ¢ L, ([). Ferner
gilt f. o F'(s)=Ilim {tp,. (s) :n}, wobei axxogs<x <b, lim xt = lim x7
=S, und y,(s)=F[x2, x'”x[xg, x7]. Es folgt:
g i
ealaF)=lim [ A(a F[x2, x7])ds=lim A(a F[x, X{)x]j—xp)=1.

x’é n

Also gilt: F ¢ Ly(/), d. h. F¢ LY (1)
Sei nun m>1.

n\‘m n-m *itm
2 a|Flxs .. .s Xipmlh(Khpalee 2D =X 2 a| F[%g .« » Xitm] | ds
i=0 = X,
{

n-m *i+m
o .-‘-' f aiF[xl,---,xi+m]|dS é!lx[, ¥ ]”A""
i=0 X; 0 =z

X =
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Wir haben noch zu zeigen: Fon=1 ¢ LY (1), d. h. 2= A(a’ | Fn=Y[x;, X)) (X4
—x;=1 fiir alle xy<...<x, in/ mit geeignetem a'>0. Seien also
Xo< «o. <X, definiere fiir jedes i=0,...,n—1 und jedes j=0,...,m—1
Folgen von Punkten Y’/, mit :

xi:Yf"5< oo .<Yf.:{;l=x,-+1, LeN,

lign Yf.;;.':x,, llim Y:lf+1 = Xit19

und setze:
a;;=lim F[Y}{,....Yﬁ-{;'] (m—1)1, by=lim F[Y% ..., Y“.v'!;'_l](m——l)l
l i g l ' b

Es gilt dann:
a,0=F""“) (x,~+1), b[m_IZF(”‘"l) (x,), Q== bi/—l’ =000 -1, j=1,.. ,m—1
(Die letzte Gleichheit folgt durch Abzihlen der Punkte, die gegen x; bzw

X4, konvergieren).
Da A konvex ist, folgt:

a(m=—1)! m—l

1 2 !
A( "(eis1—%i) IS |all‘b1/| ) (X —X;) = — j=\'~0 A((xi+1—xi)
><|a:1—bul (Xip1—X;).
Daraus folgt fiir «'=(m—1):
n=1 n-1 '
> AL | Fm=D [, x| ) 5 AR e =a)
i:OA( —[FOD [Xipsy X [) (Kip1—X2) 2 A(, Crrm =5 "

X|@io=bim-1]) (Xip1—X;)

=" A (]7' e mfl_l(ai/—bif) ) (X —x;)
i=0 Fiym—%i) ' j=o
o< "'Z‘}l 238 ’"v A(-—— lai—bij ) (Xit1—X;)
i=0 m 1—0 (xt+ x;)

1 m;‘—l nv—lA o b
m D i (T,—x,-—)—(a’/" i) (Xie1—X;)

R =it (m—1)la’ S
=" jEO P 11m A(——_—‘xi+1_x) IF[Y, TREED) Yi,#:]
—FIV e VD (en—x) S 3 1=,

Beispiele fiir Funktionen A ¢ Y, sind:

(1) A)=ul; Ly()=L ()
2) A= [|”Hu|<1
o, |ul>l’ LA(I)=L1(1)nL°°(1)v
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i { o ,|ul=l,
O=Vw, |ul> 1 La)=L)+La (1)

3. A—Splines. Sei Ecl,F:T—R; zu jedem x ¢E sei eine Zahl
a(x)€{0,...,m—1} gegeben und es existiere F/(x), 0<j=a (x) fir
jedes x ¢ E. Wir setzen: Kz(F)={f ¢ L™(I) (f—F)" (x)=0, 0=j=a(x), x ¢ E},
Ke(F)={f € Kz (F)| 04(f™)< co}. Es sind offensichtlich dquivalent: i) Kx(F) = &,
ii) Kp(aF)=4= g fiir ein a>0.

Wir formulieren zwei Probleme:

3.1 Wann gilt Kz (F)4-g?
(3.2) Gibt es s ¢ Kg(F) mit g4 (s™)=inf{o, (f™)|f ¢ Kg(F)}?
Ergebnisse in den obigen Fragestellungen sind im Fall A=A4,, 1<p:~ o, zu

finden u. a. in (4, 5, 7). Die Existenz einer Losung von (3.2) wurde in [I]
gezeigt unter den Voraussetzungen: Kz (F)= g, a(E)=2X a(x)=m, AtY,;
XeE

dort werden auch allgemeinere Probleme behandelt.

Sei A¢Y,; wir setzen: Eas(I):={f€Ly(l)]|es(af)<co f. a. a>0}.
Es gilt: Eq«(/) ist separabler Banachraum (unter der Norm | ||,) mit Dual-
raum L, (/). Daraus folgt [11, S. 209]:

Die Kugeln B, (0):={g € La(/) | ||g]la=r}, r>0,

(3.3) sind o(L4(/), Ea«(l)) folgenkompakt.
Wir setzen: Ug: = {feln () |[fO(x)=0, 0<j=<a(E), x¢ E) Vg:
={fm ¢ Ly(I)|f € Ug}, und zeigen: _

Lemma 1: Sei A¢Y,und a(E)=m.Dannist Wg(F)={f™ ¢ L,(l)|f
¢Kz(F)} o(Ly(l), Eas(J) — abgeschlossen.

Beweis: Jedes f¢ L™ (/) hat eine Darstellung f (f)=u (t)+[k (¢, 8) fm)(s)ds,
Y, s¢ 1, wobei u¢ P,y k(t, )=(1/(m—1)1) ({—=s)ym"",

Wegen a(E)=m gilt: UgN Pp_y=1{0)-
Damit sind die Voraussetzungen eines Lemmas von J. W. Jerome [9] fiir
den Fall A=A, erfiillt; dieser Beweis 148t sich fast wortlich iibertagen.
Lemma 2: Sei A¢Y, a(E)=m und Kz(F)= #. Dann besitzt Pro-
blem (3.2) eine Losung.
Beweis: Dies folgt aus Lemma 1 mit (3.3) unfer Beachtung von:
04 ist o (L,(I), Ea«([))-unterhalbstetig (siehe [1]).
Problem (3.2) 148t sich fiir endliches E mit Hilfe der B-Splines in eine
»Favard“-Problem umschreiben. Sei also E={Xy,...,Xnsn}, 7€N, wobei
Xi<Xiymy 1<i<n. Setze g, (¢ s)=(1/(m—1)!) (t—=s)m" {, s € I, und Njmn(s)

= (Xtpm—%:) G [Xi -+ o, Xixm] (8), 1=i<n. Man rechnet nach (siche etwa
(2, S. 178)): [ N (5) fX(s)ds=(m = 1)1 f[Xiy . oy Xirm ] Kivm — X)), 1Zi<n.
1

Damit folgt :
(3.4) W (F)={f™| f ¢ K (F)}={g ¢ LIS Nim (5) £(5) ds

=(m—=D)F[Xiyeees Xigm) Kizm—X1), 1 Si<n)}s
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Damit 148t sich (3.2) ,umformulieren in:
(3.5) Gibt es @ ¢ Wi (F) mit o, (w)=inf{o,4(9)|g € Wr(E)}?
Aus (3.4) folgt: V%=span(Nim,...,Nam).

Aus der Dualitatstheorie fiir konvexe Funktionen erhilt man, falls o stetig in
einem g ¢ Wg(F) ist, in diesem Fall:

(36)  int{os(2) | g€ W (F)}=max fos (€)= a(xisn—2) | a € R

wobei ga(t)—_':;l:]at im (t)’ 6= (m —l)l F[xn .o xi+m]9 ]i\—,lf;\'ﬂ. Daraus
lassen sich in der iiblichen Weise [6, S. 67]sofort Charakterisierungsaussagen
gewinnern.

4. Fortsetzbarkeit von Funktionen. Wir wenden uns nun Problem
(3.1) zu; der folgende Satz stellt einen Zusammenhang zwischen den Pro-
blemen (3.1) und (3.2) her.

Satz 2: Sei A¢Y, und sei (E,).en eine Folge won Teilmengen von

I mit: E,C Epyyy a(Ep)=m, n¢ N. Dann sind dquivalent:
a) nON Ke,(F)+=¢2;

b) Es gibt eine Folge{v,)ren, Vn € Kg, (F), mit o4(vm)<c<oo,n ¢ N,
Beweis: Unter der Voraussetzung a) "oder b) gilt: K (F)+ 4, neN
Es folgt aus Lemma 2, daf es fiir jedesn ¢ N s, ¢ Ky, (F) gnbt mit: g ,(s™)

=inf {oa (f™)|f € Kg, (F)}.
a) = b) Sei v¢ ﬂIN(En (F); dann gilt: g, (si™) <o, (v™)< oo
ne 3

b) = a) Offensichtlich ist die Folge (s™),¢n beschrinkt in L, (/).
Wegen (3.3) gibt es g¢ L, (/) und eine Teilfolge (s,)ien, so daB
(Sn)ren o (Ly(l), Eas(I)-konvergent gegen g ist. Es folgt wegen Lemma I:
ge n W, (F). Da oq0 (L, (1), Ea«(l)-unterhalbstetig ist, gilt o,(g)<co. Es

glbt also Tfn,EKE (F) mit: g= 'o"") L¢N. Wegen a(E,)=m, n¢N, folgt:
Un,=Un, 1. A |, keN Aus K ( F)DKE,,H(F), n¢N, folgt sofort: v,
GQI{J(E (F)

Folgerung 1: Sei A¢Y, E={x;|i¢ N} mit x;<Xxitm, €N, und sei
F:E—R. Dann sind dquivalent:

a) RAE(F)#:Q/
n-m
b) X) /e\N (.‘\_:IA("F[xn- coy X )(Xigm—x) 1),
Beweis: a) =) b) Dies folgt analog Satz 1.
b) =) a) Wir zeigen Kp(d' F)= g fiir ein a’>0; daraus folgt sofort:

Ke(F)+ g. Wegen Satz 2 geniigt es zu zeigen: Es gibt eine Folge
(@Wa)pen mit: w, ¢ Wy (o' F), g4 (@n)=1, n¢ N, wobei E,={Xy,...,Xps1}.
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_ Sei A;=max {(x;11—-x;):i<j<i+m—1}. De Boor [4] konstruiert Funk-
tionen #;:7 — R mit

(]) {x E ” hl (x)#: SZ;}C[X[, xH—m])
@) [ 1i(8) Ny () ds =0y (him—1), 1=j<n,
(3) | A lloo = Dp(Xigm—X;) 47 m™Y, wobei D, >0 nur von m abhingt.

Setze ¢,=(m—1)! F[Xyy. .., Xismhi=1, ..., n, und w, (8):= 2 (/Dm) c; k),
i=1

7 € N. Man sieht sofort mit (2):w, ¢ Ky, ((a/D,m)F),n ¢N. Wir zeigen die
»Beschrinktheit“ von (w,),en:

n4m-1 ¥itl
)= 2 [ Awi0)ds
= X,
L
¥i41 ¥it+1 min (n,i) o
[ Aw,(t)dt< [ Al 3 ¢y by (b)) dt
X, X; j=max (1, i-m)Zm - M
min (n, i) iy SEISE TS min (7, 7)
<A B tor sl gy (RARMETEN ) Hen 3 21 e xp41=x))/m
(j=m:lx(l.i—-m) K AR Gy 1T (jzm““' - | ) (X41—xp)/
min (n, i)
=m?( 3 Afac)) (Xp—X;).

Jj=max (1,'i —m)

Daraus folgt:

min (n, i) n g
04 ('wn)g 5 m=1 b Ala Cj) (xH_, -x!)§ SA(GC[)(XH.l —x,-)/mé l/m.
i=1 Jj=max (1,i—m) i=1

Analog beweist man Folgerung 2:Sei A¢Y, und F:I >R stetig
Dann sind 4quivalent.

a)*Feln(l);
b) Es gibt >0 und eine Folge von Zerlegungen
EppxisC ...<xf,1 von [, m;=m, mit

l) E(CE[.H, a(xf)=0, 1§i§nb [ EN!

i) UE,nI=T fiir jedes endliche Teilintervall von T,
LEN

n—n

]
so daf 1=EO A(@Flxy oy X D) (Rigm—X) =1
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