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áÌÇÅÂÒÁ É ÁÎÁÌÉÚ�ÏÍ 29 (2017), �5ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é
© á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîäÁÎÎÁÑ ÓÔÁÔØÑ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÏÂÏÂÝÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÈÒÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÉÄÁ Rn

× [0; "℄k Ó ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ-ÅÍ 1.ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ 5 6 �(R2
× [0; "℄) 6 7 É 6 6 �(R2

× [0; "℄2) 6 7 �ÒÉÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ " > 0.�ÁËÖÅ × ÓÔÁÔØÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ×ÏÚÎÉËÁ-ÀÝÉÅ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ.
§1. ÷×ÅÄÅÎÉÅòÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ, ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÁÒÅÂÒÁ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1. ü. îÅÌØÓÏÎ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ÚÁÄÁÞÕÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ�(R2)). úÁÔÅÍ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ �Ï�ÕÌÑÒÉÚÏ×ÁÎÁ í. çÁÒÄÎÅÒÏÍ, ð. üÒÄÅÛÏÍ,ç. èÁÄ×ÉÇÅÒÏÍ É á. óÏÊÆÅÒÏÍ. ÷ ÒÕÓÓËÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ ÕÓÔÏÑÌÏÓØÎÁÚ×ÁÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÁ îÅÌØÓÏÎÁ{èÁÄ×ÉÇÅÒÁ. íÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÉÍ á. óÏÊÆÅÒÁ ÚÁÕËÁÚÁÎÉÅ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ.èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 1. 4 6 �(R2) 6 7.ðÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÉ Ï�ÅÎËÉ ÓÒÁ×ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÂÏÌÅÅ ÞÅÍÚÁ 65 ÌÅÔ ÎÅ �ÏÑ×ÉÌÏÓØ ÎÉËÁËÉÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÈ ÉÈ ÕÌÕÞÛÉÔØ.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, �Ï�ÙÔËÉ ËÁË-ÔÏ �ÏÄÏÊÔÉ Ë ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ �ÏÒÏÄÉÌÉÏÇÒÏÍÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÚÁÄÁÞ É ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×,ÉÍ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÏÂÛÉÒÎÁÑ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÁ (ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÁÑ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÑ| ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2).åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÖÉÔ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÔÏÞÅË ÎÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ, ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÍ Ë ÅÄÉÎÉ�Å. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×ÅÔÏÞËÉ ÎÁ �ÏÞÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × 5ëÌÀÞÅ×ÙÅ ÓÌÏ×Á: ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×.òÁÂÏÔÁ ÂÙÌÁ �ÏÄÄÅÒÖÁÎÁ òÏÓÓÉÊÓËÉÍ îÁÕÞÎÙÍ æÏÎÄÏÍ: ÔÅÏÒÅÍÙ 7 É 11, Á ÔÁËÖÅÌÅÍÍÁ 1 | ÇÒÁÎÔÏÍ 16-11-10039, Á ÔÅÏÒÅÍÙ 8 É 9 | ÇÒÁÎÔÏÍ 17-11-01377.68



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 69�×ÅÔÏ×, ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ [17℄ (ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÅÓÔØ × [18℄ É [20℄);ÜÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅÍ �ÅÏÒÅÍÙ 9, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏ-ËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÁÌÅÅ. âÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ-�×ÅÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚÍÅÒÉÍÙ, ÔÏ �ÒÉ ÞÅÔÙÒÅÈ�×ÅÔÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÔÁËÖÅÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ (ÓÍ. [19℄).íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ \�ÏÞÔÉ �ÌÏÓËÉÊ" ÓÌÕÞÁÊ ÉÌÉ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ\2+"". îÁÛ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏÊËÁ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÑ �ÌÏÓ-ËÏÓÔÑÍÉ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ× 4 �×ÅÔÁ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅ-ÍÕ 7).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÍ ÞÔÏ �ÒÉ ÎÁÌÉÞÉÉ Ä×ÕÈ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈÉÚÍÅÒÅÎÉÊ, ÜÔÏ ×ÅÒÎÏ É ÄÌÑ �ÑÔÉ �×ÅÔÏ×. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÅÓÌÉ �ÒÑÍÏÅ�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÏ × 5�×ÅÔÏ×, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 9).óÌÕÞÁÊ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÅÅ É ÓÌÏÖ-ÎÅÅ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ ÉÚ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ (1− "; 1+ "). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁÍ ÕÄÁÅÔÓÑÎÁÊÔÉ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ × ÓÌÏÊËÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒÅÈ �×Å-ÔÏ×. ÷ ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ.÷Ï�ÒÏÓ 1. ðÕÓÔØ �ÒÑÍÏÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁ ÏÔÒÅÚÏË ÒÁÓËÒÁ-ÛÅÎÏ × 5 �×ÅÔÏ×. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ Ä×Å ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÔÏÞËÉ ÎÁÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ?äÒÕÇÉÍ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ Ñ×ÉÌÏÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.÷Ï�ÒÏÓ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × n �×ÅÔÏ×. ÷ÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ× ÏÄÎÏÍ ÉÚ �×ÅÔÏ× ÕËÌÁÄÙ×ÁÀÔÓÑ ×ÓÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ?éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÔÁË ÂÙÔØ, ÞÔÏÂÙ × �ÅÒ×ÏÍ �×ÅÔÅ ÎÅ ÎÁÂÌÀ-ÄÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ d1, ×Ï ×ÔÏÒÏÍ | d2, × ÔÒÅÔØÅÍ | d3? ëÏÇÄÁ di = 1, ÍÙ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑÔÒÅÈ �×ÅÔÏ× ÄÁÎÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ×ÅÓØÍÁ ÎÅÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÊ, Á ÄÌÑ 6 ÂÙÌÉ�ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒÙ.é × ÜÔÏÊ Ó×ÑÚÉ ×ÏÚÎÉËÁÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÓÌÏÅË É �ÏÞÔÉ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÊ.
§2. ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÞÉÓÌÁÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÔÅÍÁÔÉËÁ ÁËÔÉ×ÎÏ ÒÁÚ×É×ÁÅÔÓÑ, �ÏÌÕÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É Ï�ÅÎÏË × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÈ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,ÓÍ. [33℄). íÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÌÉÛØ ËÒÁÔËÉÊ �ÅÒÅÞÅÎØ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÙÈÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ÁËÔÉ×ÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌÉÓØ,



70 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × ÛËÏÌÅ á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÏÇÏ. âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÙÅ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï�ÒÏÂÌÅÍÅ îÅÌØÓÏÎÁ{èÁÄ×ÉÇÅÒÁ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÞÅÒ�ÎÕÔØ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂÚÏÒÏ×: ð. ë. áÇÁÒ×ÁÌ É ñ. ðÁÈ [28℄, ð. âÒÁÓÓ, ÷. íÏÚÅÒ,ñ. ðÁÈ [13℄, í. âÅÎÄÁ, í. ðÅÒÌÅÓ [12℄, ë. â. þÉÌÁËÁÍÁÒÒÉ [15℄, ÷. ëÌÉ Éó. ÷ÜÇÏÎ [24℄, á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ [6, 7, 8, 30, 29℄, á. óÏÊÆÅÒ [33, 34℄ Éì. á. óÅËÅÉ [35℄.2.1. ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. îÁÞÎÅÍ Ó ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÊ. åÓÌÉËÁÖÄÏÅ ÏÄÎÏ�×ÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ó×ÑÚÎÙÅ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÙÅ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÍÉ ËÒÉ×ÙÍÉ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 6 �×ÅÔÏ×, ÞÔÏÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ä. ò. ÷ÕÄÁÌÌÏÍ ÅÝÅ × 1973-ÅÍ ÇÏÄÕ [36℄. ë. äÖ. æÁÌËÏÎÅÒ× 1981-ÏÍ ÇÏÄÕ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÔÏÞÅË,ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ÂÙÌÉ ÉÚÍÅÒÉÍÙ �Ï ìÅÂÅÇÕ, ÔÏÇÄÁÄÌÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÈÏÔÑ ÂÙ 5 �×ÅÔÏ× [19℄. òÁ-ÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÒÁÓËÒÁÓËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × 7 �×ÅÔÏ× ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ Ó×ÅÒÈÕ ÉÄÌÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÏË (ÓÍ. òÉÓ. 1).

òÉÓ. 1. òÁÓËÒÁÓËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × 7 �×ÅÔÏ×. óÔÏÒÏÎÙ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÙÈ 6-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1√7 .ïÄÎÁ ÉÚ ÇÌÁ×ÎÙÈ ÔÒÕÄÎÏÓÔÅÊ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÔ×ÅÔ ÍÏÖÅÔ ÚÁ-×ÉÓÅÔØ ÏÔ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÉ, ËÁË �ÏËÁÚÁÌÉ × 2003-ÅÍ ÇÏÄÕ C. ûÅÌÁÈ É á. óÏÊÆÅÒ [31℄. åÓÌÉ ÍÙ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ ÁËÓÉÏÍÕ ×ÙÂÏ-ÒÁ, ÔÏ �Ï ÔÅÏÒÅÍÅ üÒÄÅÛÁ{ÄÅ âÒÅÊÎÁ [14℄ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÄÇÒÁÆÅ. ïÄÎÁËÏ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÊ�ÅÒÅÂÏÒ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔ �ÏÄÇÒÁÆÏ× Ó ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÈÏÔÑ ÂÙ 5, ÞÔÏ�ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÁËÓÉ-ÏÍÁÔÉËÅ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅÍ. åÓÌÉ ÖÅ ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÁËÓÉÏÍÙ ×ÙÂÏÒÁ, ÎÏ



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 71ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÁËÓÉÏÍÁÔÉËÕ ãÅÒÍÅÌÏ{æÒÅÎËÅÌÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÚÁ×É-ÓÉÍÏÇÏ ×ÙÂÏÒÁ É ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ �ÏÔÒÅÂÏ×ÁÔØ ÉÚÍÅÒÉÍÏÓÔØ ×ÓÅÈ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× �Ï ìÅÂÅÇÕ, ÔÏ �ÒÉÍÅÎÉÍÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï æÁÌËÏÎÅÒÁ, É ÈÒÏÍÁÔÉ-ÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÌÅÖÉÔ ÍÅÖÄÕ �ÑÔØÀ É ÓÅÍØÀ.�ÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÌÏÓ-ËÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, × [25℄.2.2. úÁÄÁÞÁ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ðÅÒÅÊ-ÄÅÍ Ë ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁ-ÎÓÔ×Á (X; d) É ÞÉÓÌÁ a > 0 Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÇÒÁÆ Ga(X; d) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅ-ÂÅÒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÁÒÙ ÔÏÞÅË, ÌÅÖÁÝÉÅ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ a. îÁÓ �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÉÎ-ÔÅÒÅÓÕÅÔ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ �(X; d; a). îÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ×ËÁÞÅÓÔ×Å (X; d) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔ Rn É Qn  Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. íÙ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÍÓÑ ÜÔÉÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ �ÒÉ a = 1. óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ × ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍÓÌÕÞÁÅ ×ÓÅ ÇÒÁÆÙ Ga, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ.2.2.1. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. äÌÑ �ÒÑÍÏÊ ÏÔ-×ÅÔ ÏÞÅ×ÉÄÅÎ: �(R) = 2. ðÒÉ n = 2 ÍÙ �ÏÌÕÞÁÅÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÉÓÈÏÄÎÕÀÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÕ ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ.ðÒÉ n = 3 ÚÁÄÁÞÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÊ, ÞÅÍ ËÌÁÓÓÉÞÅ-ÓËÁÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ îÅÌØÓÏÎÁ{èÁÄ×ÉÇÅÒÁ, | �ÏÓÌÅÄÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ�ÏÌÕÞÅÎÙ × ÔÅËÕÝÅÍ ÓÔÏÌÅÔÉÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. 6 6 �(R3) 6 15:îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ï. îÅÞÕÛÔÁÎÕ [27℄, ×ÅÒÈÎÑÑ | ä. ëÕÌÓÏ-ÎÕ [16℄.÷ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ:�ÅÏÒÅÍÁ 3. (1:239 : : : + o(1))n 6 � (Rn) 6 (3 + o(1))n:îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÏÍÕ [5℄, ×ÅÒÈÎÑÑ |ä. ç. ìÁÒÍÁÎÕ É ë. á. òÏÄÖÅÒÓÕ [26℄. óÔÏÉÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÉÅ ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ × ÜÔÏÊ É ÓÍÅÖÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÈ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÎÔÅ-ÒÅÓÎÙÍ ÓÁÍÉÍ �Ï ÓÅÂÅ ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ÍÅÔÏÄÏÍ, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Ó ÉÈ�ÏÍÏÝØÀ äÖ. ëÁÎ É äÖ. ëÁÌÁÉ × 1993-ÅÍ ÇÏÄÕ �ÏÓÔÒÏÉÌÉ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÒË ÇÉ�ÏÔÅÚÅ âÏÒÓÕËÁ [23℄, ÓÔÏÑ×ÛÅÊ Ë ÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÂÏÌÅÅ �ÑÔÉÄÅÓÑÔÉ ÌÅÔ.âÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ �ÒÏ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ âÏÒÓÕËÁ É ÌÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄÎÁ�ÉÓÁÎÏ × [8℄.



72 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéî2.2.2. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ïÄÎÏÍÅÒÎÙÊÓÌÕÞÁÊ, ËÁË É ÄÌÑ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÒÉ×ÉÁÌÅÎ: �(Q) = 2.îÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÄÉ×ÌÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ×ÙÚ×ÁÔØ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Qn ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ × ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2, ÎÏ É ×ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÈ 3 É 4 (ÓÍ. ä. ò. ÷ÕÄÁÌÌ [36℄, ð. ä. äÖÏÎÓÏÎ [22℄ É í. âÅÎÄÁ{í. ðÅÒÌÅÓ [12℄).�ÅÏÒÅÍÁ 4. �(Q2) = �(Q3) = 2, �(Q4) = 4.ìÕÞÛÁÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ å. é. ðÏÎÏÍÁ-ÒÅÎËÏ É á. í. òÁÊÇÏÒÏÄÓËÏÍÕ [2, 3℄, ×ÅÒÈÎÑÑ | ä. ç. ìÁÒÍÁÎÕ É ë. á. òÏ-ÄÖÅÒÓÕ [26℄.�ÅÏÒÅÍÁ 5. (1:199 : : : + o(1))n 6 � (Qn) 6 (3 + o(1))n :ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ × ÓÔÁÔØÅ [10℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ ÓÍÅÛÁÎÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á R × Q.2.3. ðÏÌÉÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ. ÷ ËÎÉÇÅ [21℄ ç. èÁÄ×ÉÇÅÒ É è. äÅ-ÂÒÀÎÎÅÒ Ó �ÏÄÁÞÉ ð. üÒÄÅÛÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÊ ×Ï�ÒÏÓ ÏÂÏÔÙÓËÁÎÉÉ �ÏÌÉÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÚÁËÌÀÞÁÀÝÉÊÓÑ × ÎÁ-ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ �×ÅÔÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ�ÌÏÓËÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �×ÅÔÁ i ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ d, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ �×ÅÔ iÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÁÒÕ ÔÏÞÅË ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ d. íÙ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �pÄÌÑ ×ÙÛÅÕ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ×ÅÌÉÞÉÎÙ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ óÏÊÆÅÒÏÍ × ÓÔÁÔØÅ [32℄.îÁÉÌÕÞÛÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ òÁÊÓËÉÍ É óÔÅÞËÉÎÙÍ × ÒÁÂÏÔÅ [4℄(�ÒÉÍÅÒ óÔÅÞËÉÎÁ Ï�ÕÂÌÉËÏ×ÁÎ Ó ÅÇÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ × ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÁÔØÅ).�ÅÏÒÅÍÁ 6. 4 6 �p 6 6:äÒÕÇÉÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÈ ÖÅ Ï�ÅÎÏË ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ × ÓÔÁÔØÅ ä. ò. ÷ÕÄÁÌ-ÌÁ [36℄.
§3. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙîÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ× ×ÉÄÁ Kn × [0; "℄k,ÇÄÅ K ∈ {R;Q}, n; k > 1 Ó Å×ËÌÉÄÏ×ÏÊ ÍÅÔÒÉËÏÊ. �ÁËÉÅ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÅ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ \ÓÌÏÊËÁÍÉ", Á × ÓÌÕÞÁÅ n = k = 1 \�ÏÌÏÓÁÍÉ".÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÏÓÎÏ×ÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÀ n = 2.



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 733.1. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÓÌÏÅË. îÁÞÎÅÍ Ó �ÒÏÓÔÏÇÏÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÅÓÔØ × [11℄ É [15℄, ÎÏ ÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÅÅ ÄÌÑ�ÏÌÎÏÔÙ ÉÚÌÏÖÅÎÉÑ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ 0 < h 6

√ 34k . �ÏÇÄÁ�(R × [0; h℄k) = 3:ðÕÓÔØ √ 34k < h 6

√ 89k . �ÏÇÄÁ�(R × [0; h℄k) = 4:÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ðÕÓÔØ 0 < h 6

√ 34k . òÁÓËÒÁÓÉÍ R × 3 �×ÅÔÁ, ÞÅÒÅÄÕÑÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÅ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÄÌÉÎÙ 1=2 (�×ÅÔÏ× 1; 2; 3; 1; 2; 3 É Ô.Ä.). úÁÔÅÍËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ R × [0; h℄k �ÒÉÓ×ÏÉÍ ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ �ÒÏÅË-�ÉÑ ÉÚ �ÒÑÍÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÕÀ �ÒÑÍÕÀ. �ÏÇÄÁ ÄÉÁÍÅÔÒÏÄÎÏ�×ÅÔÎÏÇÏ �ÁÒÁÌÌÅÌÅ�É�ÅÄÁ [0; 12 ℄ × [0; h℄k ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 1, �ÒÉÞÅÍ ×ÓÌÕÞÁÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ËÏÎ�Ù ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ × 4 �×ÅÔÁ �ÒÉ√ 34k < h 6

√ 89k |× ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÉÎÔÅÒ×ÁÌÙ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ 1=3.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ðÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÍ ÎÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÍ �ÒÉÍÅÒÅ ÓÈÅÍÕ ÄÏ-ËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÕÄÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÁ ÄÁÌÅÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ 3 É 4.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÏÌÏÓÁ R × [0; "℄ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÁ × ÎÅÓËÏÌØËÏ�×ÅÔÏ×. ðÕÓÔØ l ∈ N ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ 1=l = Æ 6 "2. îÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÌÏÊËÉ R × {0}×ÙÂÅÒÅÍ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ ÔÏÞËÉ u = (x; 0), v = (x+Æ; 0), ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÒÁ×ÎÏ Æ. �ÁËÏÊ ×ÙÂÏÒ ×ÏÚÍÏÖÅÎ × ÓÉÌÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÔÏÞËÉ (0; 0), (Æ; 0); : : : ; (1; 0) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÓÅ ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍw = (x+ Æ=2; "). ÷ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÁÒ ÔÏÞÅË u;w ÉÌÉ v; w ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ä×Á �×Å-ÔÁ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ �ÁÒÁ u;w. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÔÏÞËÉ �, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1 ÏÔ u, w É ÌÅÖÉÔ ×ÎÕÔÒÉ �ÏÌÏÓÙ, �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ ÏÄÉÎ�×ÅÔ. �íÎÏÖÅÓÔ×Ï R × [0; h℄k �ÒÉ √ 34k < h 6

√ 89k ÓÏÄÅÒÖÉÔ �ÏÌÏÓÕ R × [0; h1℄,h1 > √3=2, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ R ÎÁ ÂÏÌØÛÕÀ ÄÉÁÇÏÎÁÌØk-ÍÅÒÎÏÇÏ ÇÉ�ÅÒËÕÂÁ Ó ÒÅÂÒÏÍ h. ÷ ÔÁËÕÀ �ÏÌÏÓÕ ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÉÓÔÁÎ�É-ÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÎÙÊ ÎÁ ÒÉÓ. 2, �ÒÉÞÅÍ d(y; z) ÍÏÖÅÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØ ÌÀ-ÂÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 3−2√3− h21℄ ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÕÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÜÔÏ-ÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÞÔÏÂÙ ÔÏÞËÉ x; y; z ÌÅÖÁÌÉ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å �ÏÌÏÓÙ, É d(y; z) = 1=m;m ∈ N. ëÏ�ÉÒÕÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÀ m ÒÁÚ, ÓÔÒÏÉÍ ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÈÒÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÞÉÓÌÏÍ 4. �
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òÉÓ. 2. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÑ �(R × [0; "℄).úÁÍÅÞÁÎÉÅ. þÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ËÒÉÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÓÔÉ, ËÏÇÄÁ h �ÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ Ë ÚÎÁÞÅÎÉÀ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏÒÁÚÒÙ×ÎÏ (h = 0 É h = √ 34k ), ÎÏ ÇÒÁÆ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÍÅÝÅÎ × ÏÂÌÁÓÔÉ,ÄÉÁÍÅÔÒ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ h.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÆÕÎË�ÉÑ �n;k(h) = �(Rn× [0; h℄k), Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ �ÒÉ h > 0, ÎÅÕÂÙ×ÁÅÔ. ðÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ n, k ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �n;k(h) ËÏÎÅÞÎÏ,�ÏÓËÏÌØËÕ �(Rn) 6 �n;k(h) 6 �(Rn+k), Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ É ÞÉÓÌÏÔÏÞÅË ÒÁÚÒÙ×Á. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÒÉ n > 1 ÎÉ ÏÄÎÁ ÔÏÞËÁ ÒÁÚÒÙ×Á �n;k(h) ÎÅÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ ÂÅÚ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ Ï�ÅÎÏË �(Rn).õËÁÖÅÍ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 1 ÏÓÔÁÅÔÓÑ × ÓÉÌÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ " | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; Q |"-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ ÎÅËÏÊ ËÒÉ×ÏÊ � ÄÉÁÍÅÔÒÁ ÈÏÔÑ ÂÙ 2. �ÏÇÄÁ �(Q) > 3.3.2. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÈ ÓÌÏÅË. ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë �ÒÏÍÅÖÕ-ÔÏÞÎÏÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÍÅÖÄÕ �ÌÏÓËÏÓÔØÀ É �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ | R2× [0; "℄ (ÓÌÏÊËÁ×ÙÓÏÔÙ "). îÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �Ï-�ÒÅÖÎÅÍÕ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ�ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ × 7 �×ÅÔÏ×, ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÍÅÎÅÅ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ, ÞÅÍÄÌÑ �ÌÏÓËÏÓÔÉ:�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ " | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ √3=7. �ÏÇÄÁ5 6 �(R2 × [0; "℄) 6 7:
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òÉÓ. 3. ãÅ�ÏÞËÁ �-ÇÒÁÆÏ× ×ÎÕÔÒÉ �ÏÌÏÓÙ.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ �ÏÌÏÓÙ (n = 1) ÚÄÅÓØ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÁÖÅÔÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ �(R2 × [0; "℄) ÒÁÚÒÙ×ÎÁ × ÔÏÞËÅ " = 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ-�ÅÒØ \ÒÁÚÄÕÔÉÅ" �ÌÏÓËÏÓÔÉ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. âÌÁÇÏ-ÄÁÒÑ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÒÁÓËÒÁÓËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × 7 �×ÅÔÏ× ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÕ, ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ �ÒÉÕ×ÅÌÉÞÅÎÉÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.�ÅÏÒÅÍÁ 8. ðÕÓÔØ k | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, " < "0(k) | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ,�ÏÇÄÁ �(R2 × [0; "℄k) 6 7:îÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÕÄÁÅÔÓÑ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÕÖÅ �ÒÉ k = 2.�ÅÏÒÅÍÁ 9. ðÕÓÔØ " | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, �ÏÇÄÁ�(R2 × [0; "℄2) > 6:ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ Ï�ÅÎÏË, ËÁË É �ÒÉn = 1, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÒÁÓËÒÁÓËÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÄÉÁÍÅÔÒËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ".÷ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÎÅÂÅÚÙÎÔÅÒÅÓÎÁÑÌÅÍÍÁ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÏËÒÁÛÅ-ÎÁ × k �×ÅÔÏ×. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÕÇ ÒÁÄÉÕÓÁ ", ÓÏÄÅÒ-ÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÉ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÏ×.



76 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Å×ËÌÉÄÏ×Á �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �Ï-ËÒÁÛÅÎÁ × k �×ÅÔÏ×. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁ-ÄÉÕÓÁ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ", ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÔÏÞËÉ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�×ÅÔÏ×.÷ÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÅÖÅÌÉ ÌÅÍÍÁ 1:�ÅÏÒÅÍÁ 10. ðÕÓÔØ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Rn �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÏËÒÁÛÅÎÏ × m �×Å-ÔÏ×. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÉ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÏÞÅË i-ÔÏÇÏ �×ÅÔÁ ÞÅÒÅÚCi, ÉÍÅÅÍ: m
⋃i=1Ci = Rn;É ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ci ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ 1. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ n + 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á,�ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÕÓÔÏ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ × ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÅÓÌÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚ-ÎÏÓÔÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÊ Ci �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÉ, ÎÏ ÏÎÏ Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï É ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ �ÏËÒÙÔÉÑ Ó ÏÄÎÉÍ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ.3.3. èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×. ÷ ÒÁ�ÉÏ-ÎÁÌØÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:�ÅÏÒÅÍÁ 11. äÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ�(Q × [0; "℄3Q) = 3:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÎÅÌØÚÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ [0; "℄3Q ÎÁ [0; "℄2Q ÔÁË ËÁË�(Q3) = 2.

§4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁîÁÞÎÅÍ Ó ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ, ÎÅÏÄÎÏËÒÁÔÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÁÈ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ !r | ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ r. îÁÚÏ×ÅÍ ÞÉÓÌÏ r > 0ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÍ ÒÁÄÉÕÓÏÍ, ÅÓÌÉ G1(!r) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÙÊ �ÉËÌ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. úÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ �ÌÏÔÎÙ × [1=2; ∞):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ q ∈ Q∩ (0; 12), �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÇÏ× ×ÉÄÅ q = l2k+1 ; k; l ∈ N ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓr = 12 sin�q : �



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 774.1. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ × ÔÅÏÒÅÍÅ 7. âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ ÍÅÔÒÉËÕ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ ÚÁ �, Á ÓÆÅÒÕ �ÏÌÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏ-ÓÔÉ Ó ÒÁÄÉÕÓÏÍ r É �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ u ÚÁ S(u; r). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÊËÁ
R2× [0; "℄ �ÒÁ×ÉÌØÎÏ �ÏËÒÁÛÅÎÁ × ÎÅÓËÏÌØËÏ �×ÅÔÏ×. ðÕÓÔØ 0 < Æ < "2. ÷Ù-ÂÅÒÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉ�Å ÓÌÏÊËÉ R2×{0} ÔÁËÉÅ �Ï-ÒÁÚÎÏÍÕ ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÅ ÔÏÞËÉu; v, ÞÔÏ �(u; v) = Æ.

òÉÓ. 4. ïËÒÕÖÎÏÓÔØ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ×ÎÕÔÒÉ ÓÌÏÊËÉ
R2 × [0; "℄.ðÕÓÔØ "1 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ

√Æ 6 "1 < "É, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, r = √1− "21=4 | ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÊ ÒÁÄÉÕÓ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁ×-ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË uvw, ×ÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ww1 �ÅÒ�ÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÁÇÒÁÎÉ�Å ÓÌÏÊËÉ, Á ÂÏËÏ×ÙÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ "1. ðÏÓËÏÌØËÕ u É v �Ï-ËÒÁÛÅÎÙ × ÒÁÚÎÙÅ �×ÅÔÁ, ÈÏÔÑ ÂÙ × ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÁÒ u;w É v; w ×ÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑÄ×Á �×ÅÔÁ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÉ u;w ÒÁÓ-ËÒÁÛÅÎÙ × �×ÅÔÁ 1 É 2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÏÇÄÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ! = S(u; 1) ∩ S(w; 1)ÌÅÖÉÔ × ÓÌÏÊËÅ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞÅË �×ÅÔÏ× 1 É 2, É ÉÍÅÅÔ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÊÒÁÄÉÕÓ r, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÅÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÅÝÅ 3 �×ÅÔÁ. �4.2. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ × ÔÅÏÒÅÍÁÈ 7 É 8. òÁÓÓÍÏÔ-ÒÉÍ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÕÀ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉ × 7 �×ÅÔÏ× (ÓÍ. òÉÓ. 1).÷ ÎÅÊ ÎÅÔ Ä×ÕÈ ÔÏÞÅË, �ÏËÒÁÛÅÎÎÙÈ × ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, É ÌÅÖÁÝÉÈ ÎÁ



78 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÍÅÖÄÕ 2=√7 É 1. ðÏËÒÁÓÉÍ ÓÌÏÊËÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ËÁ-ÖÄÙÊ ËÕÂ (x; y) × [0; "℄k �ÏÌÕÞÉÔ ÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ, ÞÔÏ É ÔÏÞËÁ (x; y) × ÒÁÓ-ËÒÁÓËÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ. �ÁËÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÓÌÏÊËÉ ÂÕÄÅÔ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ(2=√7)2 + k"2 < 1, ËÏÔÏÒÏÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÁÈÔÅÏÒÅÍ. �4.3. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2. îÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ " < 1. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á Q × Ä×Á �×ÅÔÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÚÁ G(Q) ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆ É ÎÁÊ-ÄÅÍ × ÎÅÍ ÎÅÞÅÔÎÙÊ �ÉËÌ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ u ∈ �. ðÏÓËÏÌØËÕ Diam � > 2, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅS(u; 1) É � ÎÅ�ÕÓÔÏ. ðÕÓÔØ v ∈ S(u; 1) ∩ �; ‖u − v1‖ = 1; ‖vi − vi+1‖ = 1;i = 1; 2; 3. åÓÌÉ ÕÇÌÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍÉ Ú×ÅÎØÑÍÉ ÌÏÍÁÎÏÊvuv1v2v3v4 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ "2 , ÔÏ ‖v − v1‖ < "2 , ‖u − v2‖ < "2 , ‖v − v3‖ < ",
‖u− v4‖ < ", ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ vi ∈ Q, i = 1; 2; 3; 4.

òÉÓ. 5. ðÕÔØ ÄÌÉÎÙ 4 ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ u É v4.ðÒÉ ÜÔÏÍ l1 = ‖u− v2‖ ∈
[0; 2 sin "4] ;l2 = ‖v2 − v4‖ ∈
[0; 2 sin "4]ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×ÙÂÒÁÎÙ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Á ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÊ ÕÇÏÌÍÅÖÄÕ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ −→v2u É −−→v2v4 ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ×ÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [− "4 ; "4 ℄.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ �ÒÑÍÕÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ×ÅËÔÏÒ −→v2u (�ÕÓÔØ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÎ ÏÒ-ÔÏÇÏÎÁÌÅÎ uv). �ÏÇÄÁ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÏÌÏÖÅÎÉÑ ÔÏÞËÉ v4 ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅËÏÔÏ-ÒÕÀ ÆÉÇÕÒÕ, ÓÏÄÅÖÁÝÕÀ ÒÏÍÂ Ó �ÅÎÔÒÏÍ × u, ÓÔÏÒÏÎÏÊ 2 sin "4 É ÕÇÌÏÍ "2 .óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÕÔØ ÄÌÉÎÙ 4 ÍÅÖÄÕ u É ÌÀÂÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÉÚ-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ u, ÇÄÅ  = sin "2 sin "4 .



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 79�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÄÑ �Ï ËÒÉ×ÏÊ � ÛÁÇÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ  ÏÔ u Ë v, ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ�ÕÔØ ÞÅÔÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ u É v, Á ÚÎÁÞÉÔ, É ÎÅÞÅÔÎÙÊ �ÉËÌ ×G(Q). �4.4. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ËÒÕÇ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄ-ÎÏ ÍÁÌÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÔÏÞËÉ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÅÈ �×ÅÔÏ×. ðÒÅÄ-�ÏÌÏÖÉÍ �ÒÏÔÉ×ÎÏÅ: ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÒÁ×ÉÌØÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ �ÌÏÓËÏÓÔÉ É " > 0ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ×ÓÅ ËÒÕÇÉ ÒÁÄÉÕÓÁ " ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÞËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Ä×ÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ�×ÅÔÏ×. òÁÚÏÂØÅÍ �ÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁ Ë×ÁÄÒÁÔÙ ÓÏ ÓÔÏÒÏÎÏÊÆ 6
2√10":�ÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÔÁËÏÊ Ë×ÁÄÒÁÔ ÒÁÓËÒÁÛÅÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ × Ä×Á �×ÅÔÁ.ðÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ 2 ×ÎÅÛÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÌÀÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ Ä×ÕÈ�×ÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁ-ÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÉÇÕÒÕ (ÉÎÁÞÅ, ÓÏÅÄÉÎÉ× �ÅÎÔÒÙ ÓÏÓÅÄÎÉÈÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË, ÍÙ �ÏÌÕÞÉÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÕÀ ÌÏÍÁÎÕÀ). ðÏÓËÏÌØ-ËÕ Õ ÌÀÂÏÊ Ó×ÑÚÎÏÊ Ä×ÕÈ�×ÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ×ÎÅÛÎÑÑ ÇÒÁÎÉ�Á ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏ�×ÅÔÎÙÈ Ë×ÁÄÒÁÔÏ×, ÄÉÁÍÅÔÒ ÏÂÌÁÓÔÉ ËÏÎÅÞÅÎ. úÎÁÞÉÔ, ÍÙ ÍÏÖÅÍÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÁËÕÀ Ó×ÑÚÎÕÀ Ä×ÕÈ�×ÅÔÎÕÀ ÏÂÌÁÓÔØ, ÞÔÏ ÅÅ ×ÎÅÛÎÑÑ ÇÒÁÎÉ-�Á ÏÇÒÁÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÆÉÇÕÒÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ �ÌÏÝÁÄÉ. äÏÂÁ×ÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊË×ÁÄÒÁÔ, ÓÍÅÖÎÙÊ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÓÎÁÒÕÖÉ É �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ.

�4.5. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÓÔ×ÉÑ 1. ðÏ ÌÅÍÍÅ 1 ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ" > 0 ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ËÒÕÇ ÄÉÁÍÅÔÒÁ ", × ËÏÔÏÒÏÍ ÅÓÔØ ÔÏÞËÉ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ �×ÅÔÏ×. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÔÏÞËÉ ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÏ× ÌÅÖÁÔÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÒÁÄÉÕÓÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ". òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ × ËÒÕÇÅ ÄÉÁÍÅÔÒÁ " ÒÁÚ-ÎÏ�×ÅÔÎÙÊ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË ABC. õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÔÕ�ÏÊ ÕÇÏÌ (ÉÎÁÞÅ ÎÁÍ �ÏÄÈÏ-ÄÉÔ Ï�ÉÓÁÎÎÁÑ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ ABC); ÎÅ ÕÍÁÌÑÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÜÔÏÕÇÏÌ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞËÕ D, ÔÁËÕÀ ÞÔÏ ∠ADB = ∠ADC = �=3. �ÏÇÄÁ
∠BDC = 2�=3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÏÔ �×ÅÔÁ ÔÏÞËÉ D ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅ-ÕÇÏÌØÎÉËÏ× ABD;ACD;BCD ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÊ. òÁÄÉÕÓ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏ-ÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ"2 sin∠D = "√3 < ":äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÚÁ×ÅÒÛÅÎÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ " ÍÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ. �4.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 9. ÷ ÏÓÎÏ×Å ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÖÉÔ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÁÑ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ: ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÍÉ ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ v1; v2; v3 ÉÚ ÓÌÏÊËÉ É �ÅÎÔÒÏÍ Ï�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ u0, ÔÏ ÓÌÏÊËÁÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅÍ ÔÒÅÈ ÓÆÅÒ ÒÁÄÉÕ-ÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÁÍÉ × v1; v2; v3. ðÒÉ ÎÁÄÌÅÖÁÝÅÍ ×ÙÂÏÒÅ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ



80 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîÜÔÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÞÅÔÎÙÊ �ÉËÌ, É ÄÌÑ ÅÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ �ÏÔÒÅÂÕÅÔ-ÓÑ ÅÝÅ ÔÒÉ �×ÅÔÁ, ÏÔËÕÄÁ ÉÍÅÅÍ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏÊËÉ,�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÓÌÏÊËÉ
R2 × [0; "℄2 = {(x; y; z; t) | x; y ∈ R; z; t ∈ [0; "℄}× ÎÅÓËÏÌØËÏ �×ÅÔÏ×. äÁÌÅÅ �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ �(v1; v2; v3) | ÕÇÏÌ ÍÅÖÄÕ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏ-ÓÔØÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÔÏÞËÉ v1, v2, v3, É �ÌÏÓËÏÓÔØÀ {(0; 0; z; t)}. äÌÑ �ÒÏ-ÉÚ×ÏÌØÎÙÈ "2 > 0, "3 > 0 × ÓÌÏÊËÅ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v1,v2, v3 ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÏ× É ÕÇÌÁÍÉ �1, �2, �3, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ×Ù�ÏÌ-ÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ: �(v1; v2; v3) 6 "2; (1)�i >

�5 − "3; i = 1; 2; 3: (2)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÙÂÅÒÅÍ "1 < "=2. ðÕÓÔØ M = {(z1; t1); (z2; t2); : : : ;(z5; t5)} | ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÁ×ÉÌØÎÏÇÏ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ×�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔØ ÒÁÄÉÕÓÁ "1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ ("=2; "=2). óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ(x; y) ∈ R2 ×ÅÒÛÉÎÙ �ÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÏÍ Ë×Á-ÄÒÁÔÅ: Qx;y = {(x; y)} ×M:åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Qx;y ÒÁÓËÒÁÛÅÎÏ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ× 3 �×ÅÔÁ, ÔÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ × ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ ÉÚ Qx;y |ÉÓËÏÍÙÊ. ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y × Qx;y ×ÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2 �×ÅÔÁ. �ÏÇÄÁ × ÒÁÓËÒÁÓËÅ Qx;y ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ �×ÅÔ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3 ÒÁÚÁ; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏÔ �×ÅÔ (x; y).óÏ�ÏÓÔÁ×ÉÍ ÒÁÓËÒÁÓËÅ ÓÌÏÊËÉ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÕÀ ÒÁÓËÒÁÓËÕ �ÌÏÓËÏÓÔÉP = R2: ÔÏÞËÁ (x; y) ÉÍÅÅÔ �×ÅÔ (x; y). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÒÁÓËÒÁÓËÁ �ÒÁ-×ÉÌØÎÁÑ. ÷ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÉ (x1; y1) É (x2; y2) ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ-ÑÎÉÉ 1 É ÒÁÓËÒÁÛÅÎÙ ÏÄÉÎÁËÏ×Ï, ÔÏ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÑÔÅÒËÁÈ ÔÏÞÅËÉÚ ÓÌÏÊËÉ Qx1;y1 = {q1i}, Qx2;y2 = {q2i} �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÔÒÉ ÔÏÞËÉ ÉÍÅÀÔÔÏÔ ÖÅ �×ÅÔ. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ�(q1i; q2i) = 1; i = 1; : : : ; 5;× Qx1;y1 ∪Qx2;y2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 5 ÔÏÞÅË ÏÄÎÏÇÏ �×ÅÔÁ.ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ 1 Ë ÒÁÓËÒÁÓËÅ �ÌÏÓËÏÓÔÉ P : ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ Æ > 0ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÏÞËÉ u; v; w ÔÒÅÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �×ÅÔÏ× (u), (v), (w), �Ï�ÁÒÎÙÅ
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òÉÓ. 6. ðÑÔÅÒËÁ ÔÏÞÅË Qx;y = {(x; y)} ×M .ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ Æ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ × �Ñ-ÔÅÒËÁÈ Qu, Qv, Qw ÅÓÔØ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3 ÔÏÞËÉ �×ÅÔÏ× (u), (v), (w)ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ �Ï ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÌÉ × �ÒÏÅË�ÉÉ ÎÁ �ÌÏÓËÏÓÔØ (0; 0; z; t) É ÉÍÅÌÉ �×ÅÔÁ(u), (v), (w). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ×ÉÑ16( Æ"1 + 2Æ2"21)

6 sin "2;Æ 6
"12 sin "32 ;ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á (1), (2). ��Å�ÅÒØ ÍÙ ÇÏÔÏ×Ù ÎÁÞÁÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 9. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏÞ-ËÉ v1; v2; v3, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 4. ðÕÓÔØ u0 | �ÅÎÔÒÏ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ v1v2v3; n | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ×ÅËÔÏÒ, ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÊ Ä×ÕÍÅÒÎÏÊ �ÌÏÓËÏÓÔÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÌÅÖÉÔ ÔÒÅÕÇÏÌØ-ÎÉË; u1 = u0 + Æ1n; L(u1; v1; v2; v3) | ÇÉ�ÅÒ�ÌÏÓËÏÓÔØ, �ÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚÔÏÞËÉ u1, v1, v2, v3. ðÕÓÔØ B(u1; Æ2) ⊂ L(u1; v1; v2; v3) | ÔÒÅÈÍÅÒÎÙÊ ÏÔ-ËÒÙÔÙÊ ÛÁÒ ÒÁÄÉÕÓÁ Æ2 > 0 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × u1.äÌÑ ÔÏÞËÉ w ∈ B(u1; Æ2) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍT1(w) = S(v2; 1) ∩ S(v3; 1) ∩ S(w; 1);ÇÄÅ S(v; 1) | ÓÆÅÒÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ Ó �ÅÎÔÒÏÍ v.
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òÉÓ. 7. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ.ðÕÓÔØ ÒÁÄÉÕÓ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T1(w) ÒÁ×ÅÎ r1(w); ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ T2(w), T3(w)É ÉÈ ÒÁÄÉÕÓÙ r2(w); r3(w) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÅÒÛÉÎÙ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× wv1v2, wv2v3, wv1v3 ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ Æ+ Æ1+ Æ2 ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ × ÓÅÞÅ-ÎÉÉ {(0; 0)} × [0; "℄2, ÔÏ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÙÈ Æ, Æ1, Æ2 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÌÅÖÁÔ ×ÎÕÔÒÉ ÓÌÏÊËÉ.äÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÙÛÅ ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÇÏ ÛÁÒÁ B(u1; Æ2) ××ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀr : B(u1; Æ2) → R3;r(w) = (r1(w); r2(w); r3(w)):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ w = u1 ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ ÆÕÎË�ÉÊ ri(w) ËÏÌÌÉÎÅÁÒÎÙ ÍÅÄÉ-ÁÎÁÍ ÒÁ×ÎÏÂÅÄÒÅÎÎÙÈ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× u1v2v3, u1v1v3, u1v1v2, �ÒÏ×ÅÄÅÎÎÙÍÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ u1:

∇r1(u1) = �1 (u1 − (v2 + v3)=2) ; ∇r2(u1) = �2 (u1 − (v1 + v3)=2) ;
∇r3(u1) = �3 (u1 − (v1 + v2)=2) ;�ÒÉÞÅÍ �i 6= 0 É ÓÉÍ�ÌÅËÓ u1v1v2v3 ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉw= u1ÑËÏÂÉÁÎ �r=�w ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ 0, É × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ u1 ÄÌÑ r( · ) ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. îÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÅ ÒÁÄÉÕÓÙ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙ × ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ r1(w), r2(w), r3(w), ÔÏÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÈ ÒÁÄÉÕÓÏ× r∗1, r∗2, r∗3, ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÏÏÂÒÁÚ u∗× B(u1; Æ2).�ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ �×ÅÔÅ ÔÏÞËÉ u∗ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÏ× u∗v1v2,u∗v2v3, u∗v1v3 ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÏ�×ÅÔÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, Á ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÏÇÏ ÒÁÄÉÕÓÁ ÄÏÌÖÎÙ ×ÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÅÝÅ �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ 3 �×ÅÔÁ. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ �(R2 × [0; "℄2) > 6. �



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 834.7. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 10. éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ× �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2, É ËÏÔÏÒÙÅ ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ Rn. ðÏÓÌÅ ÔÏ-ÇÏ, ËÁË ÉÓËÏÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÎÁÊÄÅÎÏ, ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÁÑÔÏ�ÏÌÏÇÉÑ Rn.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ci | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÏÞÅË Rn, ÒÁÓËÒÁÛÅÎÎÙÈ × i-Ê�×ÅÔ, 1 6 i 6 m, É �ÏÌÏÖÉÍC∗i := Int Ci (ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ×ÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ):òÁÚÏÂØÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× C∗i ÎÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ (× ÓÍÙÓÌÅÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ): C∗i = ⋃�∈AiD�:äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ××ÅÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ {D�} = m
⋃i=1 ⋃�∈AiD�.(i) íÎÏÖÅÓÔ×Á C∗i ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏËÒÙÔÉÅ Rn.ðÕÓÔØ ×ÅÒÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ∃v : ∀i v =∈ C∗i . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÛÁÒB(v; "): B(v; ") ∩C∗i = ∅; B(v; ") ⊂ ⋃Ci:òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÛÁÒB1 ⊂ B(v; ") \ C1:ïÞÅ×ÉÄÎÏ,B1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ Ci |ÉÎÁÞÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÏÓÔÉ Ci É B(v; ") ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ�ÕÓÔÏ. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ ÛÁÒÏ× Bk+1 ⊂ Bk \ Ck:�ÏÞËÉ ÉÚ Bm+1 ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ Ci, ÞÔÏ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÔ ÉÓ-ÈÏÄÎÙÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÑÍ.(ii) åÓÌÉ ÓÆÅÒÁ S ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ v ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÅÔÏÞËÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ci, 1 6 i 6 k 6 n, ÔÏ v �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÍÕÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× C∗j , k + 1 6 j 6 m.íÏÖÎÏ ×ÙÂÒÁÔØ ÔÏÞËÉ x1; : : : ; xn ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏxi ∈ S ∩ IntCi; 1 6 i 6 k;xi ∈ S; k + 1 6 i 6 n;



84 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîÉ {v; x1; : : : ; xn} ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÏÂÝÅÍ �ÏÌÏÖÅÎÉÉ (× ÓÍÙÓÌÅ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÏ-ÓÔÉ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ×). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÔÁËÏÅ " > 0, ÞÔÏ B(xi; ") ⊂ Ci, 1 6 i 6 k.ã×ÅÔ ÔÏÞËÉ w = w(q1; : : : ; qk) = ⋃16i6k S(qi; 1);ÅÓÌÉ ÏÎÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �×ÅÔÏ× ÔÏÞÅË q1; : : : ; qn.ðÕÓÔØ z ∈ B(0; "); yi = xi + z:÷ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÎÁÂÏÒÁ ÔÏÞÅË yi ÆÕÎË�ÉÑ w( · ) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÁ É ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÁ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. ÷ÙÂÅÒÅÍ ÔÁËÉÅ ÔÏÞËÉy′i ∈ Ci; 1 6 i 6 k;y′i = yi; 1 6 k + 1 6 n;ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ w(y′1; : : : ; y′n). �ÏÇÄÁw(y′1; : : : ; y′k) ∈ m
⋃j=k+1Cj:ðÒÉ ÜÔÏÍ Æ(y′1; : : : ; y′k) = max16i6k‖y′i − yi‖ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÙÍ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏw(y1; : : : ; yk) ∈ m
⋃j=k+1Cj :ðÏÓËÏÌØËÕ z ∈ B(0; ") �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ,B(v; ") ⊂ m

⋃j=k+1Cj:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Cj, j = k + 1; : : : ;m ×ÓÀÄÕ�ÌÏÔÎÏ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ v.(iii) åÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ v ∈ Rn �ÏËÒÙÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÉÚ {D�}, ÔÏ ÄÉÁÍÅÔÒ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ 2.÷ �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ {D�}, �ÏËÒÙ×ÁÀÝÅÅ v, ÉÍÅ-ÅÔ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏ ÓÆÅÒÏÊ S ÒÁÄÉÕÓÁ 1 Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ v.âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÞËÕ v �ÏËÒÙ×ÁÀÔ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á D1; : : : ;Dn, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ C∗1 ; : : : ; C∗n ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØ min{DiamDi} = 2 + Æ.



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 85ðÕÓÔØ w ∈ Rn; ‖w‖ = 1| ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÅ; S� | ÓÆÅÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ 1Ó �ÅÎÔÒÏÍ × ÔÏÞËÅ u(�) = v + �w, � ∈ R+. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏTi = {� ∈ R+ : S� ∩ IntDi 6= ∅; 1 6 i 6 n}×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; Æ℄. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
∀� ∈ [0; Æ℄ u(�) ∈ m

⋃n+1Cj :áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ w ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÁÑ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØ v ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÛÁÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ⋃mn+1Cj , Á ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, É ×ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ ÈÏÔÑ ÂÙÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Cj ; j > n. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ (iii).(iv) åÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÔÏÞËÁ Rn �ÏËÒÙÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÉÚ
{D�}, ÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ× � = {D�| Diam(D�) 6 2} �ÏËÒÙ×ÁÅÔ Rn.ïÞÅ×ÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ (iii).(v) îÁÊÄÕÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D′1;D′2; : : : ;D′n+1 ∈ �, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÅ �Å-ÒÅÓÅÞÅÎÉÅ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÛÁÒ B(0;R) ⊂ Rn É ÅÇÏ �ÏËÒÙÔÉÅ ÓÅÍÅÊÓÔ×ÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ× �.óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÓÍ.ð. ó. áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× É â. á. ðÁÓÙÎËÏ× [1℄) �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ R ÓÒÅÄÉ�ÏËÒÙ×ÁÀÝÉÈ B(0;R) ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÉÁÍÅÔÒ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 2, ÎÁÊÄÕÔÓÑ n+ 1, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÕÓÔÏ.(vi) îÁÊÄÅÔÓÑ n + 1 ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔ×Á {Ci}, �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁÍÙ-ËÁÎÉÊ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÕÓÔÏ.ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× D′1;D′2; : : : ;D′n+1 ∈ � ×Ù�ÏÌÎÅÎÏn+1

⋂i=1 D′i 6= ∅;D′i ⊂ C∗li ; i = 1; 2; : : : ; n+ 1:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÅËÓÙ li �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, �ÏÓËÏÌØËÕ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕ-ÞÁÅ �Ï�ÁÒÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á D′i ÎÅ ÍÏÇÌÉ ÂÙ Ñ×ÌÑÔØÓÑ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÍÉ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍÉ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ C∗i . óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,
∅ 6= n+1

⋂i=1 D′i ⊂ n+1
⋂i=1 C∗li ⊂ n+1

⋂i=1 Cli ;É {Cli} | ÉÓËÏÍÏÅ �ÏÄÓÅÍÅÊÓÔ×Ï. �



86 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéîúÁÍÅÞÁÎÉÅ. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÌÅÍÍÏÊ û�ÅÒÎÅÒÁ, ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ Ï�ÅÎËÕ ÎÁÒÁÄÉÕÓ ÛÁÒÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÔÏÞËÕ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀn+ 1 ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ci.4.8. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 11. ðÕÓÔØ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ x �ÏÌÎÏ�ÅÎÎÁÑ,Á ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ y, z É t ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÅ.÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ðÏËÒÁÓÉÍ ÔÏÞËÉ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ (x; y; z; t) �ÒÉ 2k3 <x 6
2(k+1)3 × �×ÅÔ k mod 3 (k | �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ).îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ðÏËÁÖÅÍ ÎÁÌÉÞÉÅ ÎÅÞÅÔÎÏÇÏ �ÉËÌÁ × ÄÉÓÔÁÎ�ÉÏÎÎÏÍÇÒÁÆÅ G1(Q × [0; "℄3Q).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÅÔÎÏÅ n > 2"−2 É ×ÅËÔÏÒ e = (1 − n−1; bn−1; n−1; dn−1),ÔÁËÏÊ ÞÔÏ b2 + 2 + d2 = 2n − 1. üÔÏÔ ×ÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÉÞÎÕÀ ÄÌÉÎÕ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ e ÕÍÅÝÁÅÔÓÑ × ÎÁÛÕ �ÏÌÏÓÕ, �ÏÓËÏÌØËÕmax (

|b|n−1; ||n−1; |d|n−1) < √ 2n < ":�ÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÅËÔÏÒ e′ = (1 − n−1;−bn−1;−n−1;−dn−1) É �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÞÅË Ai, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍA0 := (0; 0; 0; 0); A2k+1 := A2k + e; A2k+2 := A2k+1 + e′:îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ An = (n − 1; 0; 0; 0), �ÏÓËÏÌØËÕ n ÞÅÔÎÏ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, ÔÏÞËÉ A0; : : : ; An É ÔÏÞËÉ (1; 0; 0; 0); : : : ; (n − 2; 0; 0; 0) ÏÂÒÁÚÕ-ÀÔ ÉÓËÏÍÙÊ ÎÅÞÅÔÎÙÊ �ÉËÌ. ïÓÔÁÅÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÅÌÙÅ n, b, , d, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ ÎÁÛÉÍ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,b =  = d = 2l + 1, n = 6l2 + 6l + 2 �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ l). �

§5. úÁËÌÀÞÅÎÉÅ É ×Ï�ÒÏÓÙ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑíÙ �ÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ 5 6 �(R2× [0; "℄) 6 7 É 6 6 �(R2 × [0; "℄2) 6 7, Á ÔÁËÖÅ�(R2 × [0; "℄k) 6 7 �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÍ ". åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÉ ÔÁËÏÇÏ k, ÞÔÏ �(R2 × [0; "℄k) = 7 �ÒÉ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ ÍÁÌÏÍ ".ëÁË ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, × ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ �ÏÓÞÉÔÁÔØ ÈÒÏ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÓÌÏÊËÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÏÓÔØ. ÷Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï × ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ,Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÆÕÎË�ÉÑ �(Kn× [0; "℄m), ÇÄÅ K ∈ {R;Q}, ÄÉÓËÒÅÔÎÏ ÎÅ�ÒÅÒÙ×-ÎÏÊ �Ï "?÷ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÍ É Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Õ×ÅÌÉÞÉ×ÁÅÔ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÎÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÞÉÓÌÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á. éÚ ÏÂÝÉÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÖÎÁ ×Ù�ÏÌÎÑÔØÓÑ



ï èòïíá�éþåóëïí þéóìå ðìïóëïó�é 87Ï�ÅÎËÁ �(R3× [0; "℄) > 7 , ÇÄÅ " | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÏÄ-ÎÁËÏ ÎÁÍ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÈÏÞÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ�(Rn × [0; "℄) > �(Rn), ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ËÕÄÁ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.á. â. ëÕ�Á×ÓËÉÊ × ÒÁÂÏÔÅ [9℄ �ÏÓÔÁ×ÉÌ ×Ï�ÒÏÓ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÇÁÒÁÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Å �×ÅÔÏ× ÎÁ m-ÍÅÒÎÏÊ ÓÆÅÒÙ ÒÁÄÉÕÓÁ r �ÒÉ �ÒÁ×ÉÌØ-ÎÏÊ ÒÁÓËÒÁÓËÅ n-ÍÅÒÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á × ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �×ÅÔÏ×. ÷ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ �ÒÉ r, ÏÔÄÅÌÅÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ. ìÅÍÍÁ 1ÄÏ�ÏÌÎÑÅÔ ÜÔÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÒÉ ÉÎÆÉÎÉÔÅÚÉÍÁÌØÎÙÈ r, ÎÏ ÔÏÌØËÏ × ÓÌÕÞÁÅn = 2, m = 1. ðÏ-×ÉÄÉÍÏÍÕ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 10 ÍÏÖÎÏ ×Ù×ÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ n = m+ 1 �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ n > 2.�ÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ É ÏÂÒÁÔÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ. ðÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉ-ÓÌÕ k ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ \ÒÁÚÕÍÎÏÅ" �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï Ó ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÞÉÓÌÏÍ ÒÁ×ÎÙÍ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ k. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅÎØ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÔÁËÏÅÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÁÆÆÉÎÎÙÍ �ÏÄ�ÒÏÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ,× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ [0; h1℄× · · · × [0; hm℄× [0; "℄l × Rs �ÒÉ s > 0.âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. á×ÔÏÒÙ ÂÌÁÇÏÄÁÒÑÔ áÎÄÒÅÑ íÉÈÁÊÌÏ×ÉÞÁ òÁÊÇÏÒÏÄ-ÓËÏÇÏ É áÌÅËÓÁÎÄÒÁ óÏÊÆÅÒÁ ÚÁ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ; íÉÛÕ âÁÓËÁ É æÅÄÏÒÁðÅÔÒÏ×Á | ÚÁ �ÌÏÄÏÔ×ÏÒÎÏÅ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ É �ÅÎÎÙÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ, Á ÔÁËÖÅ ÁÎÏ-ÎÉÍÎÏÇÏ ÒÅ�ÅÎÚÅÎÔÁ | ÚÁ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÏÇÒÏÍÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÎÅÔÏÞÎÏÓÔÅÊ É�ÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ �Ï ÉÈ ÕÓÔÒÁÎÅÎÉÀ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ[1℄ ðÁÓÙÎËÏ× â. á., áÌÅËÓÁÎÄÒÏ× ð. ó., ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, îÁÕËÁ,í., 1973.[2℄ ðÏÎÏÍÁÒÅÎËÏ E. é., òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í., îÏ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÞÉÓÌÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË 68 (2013), �5, 183{184.[3℄ ðÏÎÏÍÁÒÅÎËÏ E. é., òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í., îÏ×ÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÞÉÓÌÁ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Ó ÏÄÎÉÍ É Ä×ÕÍÑ ÚÁ�ÒÅÝÅÎÎÙÍÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉ-ÑÍÉ, íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ 97 (2015), �2, 255{261.[4℄ òÁÊÓËÉÊ ä. å., òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ×ÓÅÈ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÊ �ÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á Rn ÎÁn + 1 ÞÁÓÔØ, íÁÔ. ÚÁÍÅÔËÉ 7 (1970), �3, 319{323.[5℄ òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í., ï ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÞÉÓÌÅ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á, õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË55 (2000), �2, 147{148.[6℄ òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í., ðÒÏÂÌÅÍÁ âÏÒÓÕËÁ É ÈÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅ-ÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×, õÓ�ÅÈÉ ÍÁÔ. ÎÁÕË 56 (2000), �2, 147{148.[7℄ òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í., èÒÏÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÉÓÌÁ, íãîíï, í., 2003.[8℄ òÁÊÇÏÒÏÄÓËÉÊ á. í., ìÉÎÅÊÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÍÅÔÏÄ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÅ,íãîíï, í., 2007.[9℄ ëÕ�Á×ÓËÉÊ á. â., ï ÒÁÓËÒÁÓËÁÈ ÓÆÅÒ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÈ × Rn, íÁÔ. ÓÂ. 202 (2011), �6,83{110.



88 á. ñ. ëáîåìø-âåìï÷, ÷. á. ÷ïòïîï÷, ä. ä. þåòëáûéî[10℄ Axenovih M., Choi J., Lastrina M., MKay T., Smith J., Stanton B., On the hro-mati number of subsets of the Eulidean plane, Graphs Combin. 30 (2014), no. 1,71{81.[11℄ Bauslaugh B. L., Tearing a strip o� the plane, J. Graph Theory 29 (1998), no. 1,17{33.[12℄ Benda M., Perles M., Colorings of metri spaes, Geombinatoris 9 (2000), no. 3,113{126.[13℄ Brass P., Moser W. O. J., Pah J., Researh problems in disrete geometry, Springer,New York, 2005.[14℄ De Bruijn N. G., Erd}os P., A olour problem for in�nite graphs and a problem in thetheory of relations, Indigationes Math. 13 (1951), 371{373.[15℄ Chilakamarri K. B., The unit-distane graph problem: a brief survey and some newresults, Bull. Inst. Combin. Appl. 8 (1993) 39{60.[16℄ Coulson D., A 15-olouring of 3-spae omitting distane one, Disrete Math. 256(2002), no. 1{2, 83{90.[17℄ Currie J. D., Eggleton R. B., Chromati properties of the Eulidean plane,arXiv:1509.03667, 2015.[18℄ Exoo G., "-Unit Distane Graphs, Disrete Comput. Geom. 33 (2005), no. 1, 117{123.[19℄ Faloner K. J., The realization of distanes in measurable subsets overing Rn, J.Combin. Theory Ser. A 31 (1981), no. 2, 184{189.[20℄ Grytzuk J., Junosza-Szaniawski K., Sok�o l J., W�esek K., Frational and j-fold ol-oring of the plane, Disrete Comput. Geom. 55 (2016), no. 3, 594{609.[21℄ Hadwiger H., Debrunner H., Kombinatorishe Geometrie in der Ebene, Monographiade \L'Enseignement Mathematique," Vol. 2, Inst. Math., Univ. Geneve, 1960.[22℄ Johnson P. D., Coloring abelian groups, Disrete Math. 40 (1982), no. 2, 219{233.[23℄ Kahn J., Kalai G., A ounterexample to Borsuk's onjeture, Bull. Amer. Math.So. 29 (1993), no. 1, 60{62.[24℄ Klee V., Wagon S., Old and new unsolved problems in plane geometry and numbertheory, Doliani Math. Expos., vol. 11, Math. Asso. Amer., Washington, DC, 1991.[25℄ Kupavskii A. B., Raigorodskii A. M., On the hromati numbers of small-dimensionalEulidean spaes, Eletron. Notes Disrete Math., vol. 34, Elsevier Si., Amsterdam,2009, pp. 435{439.[26℄ Larman D. G., Rogers A. C., The realization of distanes within sets in Eulideanspae, Mathematika 19 (1972), no. 1, 1{24.[27℄ Nehushtan O., On the spae hromati number, Disrete Math. 256 (2002), no. 1,499{507.[28℄ Pah J., Agarwal P. K., Combinatorial geometry, John Wiley & Sons, New York,1995.[29℄ Raigorodskii A. M., Coloring distane graphs and graphs of diameters, Thirty essayson geometri graph theory, Springer, New York, 2013, pp. 429{460.[30℄ Raigorodskii A. M., Cliques and yles in distane graphs and graphs of diameters,Disrete geometry and algebrai ombinatoris, Contemp. Math, vol. 625, Amer.Math. So., Providene, RI, 2014, pp. 93{109.[31℄ Shelah S., Soifer A., Axiom of hoie and hromati number of the plane, J. Combin.Theory Ser. A 103 (2003), no. 2, 387{391.[32℄ Soifer A., Relatives of hromati number of the plane I, Geombinatoris 1 (1992),no. 4, 13{15.
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