
ÈÍÑÒÈÒÓÒ ÏÎ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÀ È

ÈÍÔÎÐÌÀÒÈÊÀ ÏÐÈ ÁÀÍ

Äåòåëèíà Êèðèëîâà Êàìáóðîâà

Âàðèàöèîííè ïðèíöèïè

çà supinf çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ

è ðàâíîâåñèå â íåêîîïåðàòèâíè èãðè

À Â Ò Î Ð Å Ô Å Ð À Ò

íà äèñåðòàöèÿ çà îáðàçîâàòåëíà è íàó÷íà ñòåïåí
äîêòîð

äîêòîðñêà ïðîãðàìà Èçñëåäâàíå íà îïåðàöèèòå

Íàó÷åí ðúêîâîäèòåë:
àêàä. Þëèàí Ðåâàëñêè

Ñîôèÿ, 2022 ã.



Çà èçó÷àâàíå íà îëèãîïîëèñòè÷íèòå ïàçàðè ñå èçïîëçâàò äâà îñ-

íîâíè ìîäåëà - éåðàðõè÷åí ìîäåë (Stackelberg) è íåéåðàðõè÷íè ìî-

äåëè (Cournot (1838) [5] è Bertrand (1883) [3]). Ïðè íåéåðàðõè÷íèòå

ìîäåëè ôèðìèòå âëèçàò íà ïàçàðà åäíîâðåìåííî. Cournot ïðåäïî-

ëàãà, ÷å ôèðìàòà èçáèðà ïðåäâàðèòåëíî êîëè÷åñòâîòî ïðîäóêöèÿ,

êîeòî ùå ïðåäëîæè íà ïàçàðà. Öåíàòà íà ñòîêàòà ñå îïðåäåëÿ îò îá-

ùîòî êîëè÷åñòâî ïðîäóêöèÿ íà ïàçàðà è å åäíàêâà çà âñÿêà ôèðìa.

Íàé-÷åñòî îáà÷å ôèðìèòå âëèçàò ïîñëåäîâàòåëíî íà ïàçàðà è òîãà-

âà ñå ïðèëàãà éåðàðõè÷íèÿ, äâóñòúïêîâ ìîäåë íà Stackelberg (1934),

[28]. Ó÷àñòíèöèòå ñå êîíêóðèðàò ñ ïðîèçâåäåíîòî êîëè÷åñòâî. Åäíà

îò ôèðìèòå (âîäåùàòà) ïúðâà èçáèðà êîëè÷åñòâîòî, êîåòî ùå ïðåä-

ëîæè íà ïàçàðà. Âïîñëåäñòâèå äðóãàòà ôèðìà (ïîñëåäîâàòåëÿò) îï-

òèìèçèðà ôóíêöèÿòà ñè íà ïå÷àëáà â çàâèñèìîñò îò ñòðàòåãèÿòà íà

ëèäåðà.

Â òàçè äèñåðòàöèÿ ñà ïðåäñòàâåíè, êàêòî ðåçóëòàòè ñâúðçàíè ñ

ïàçàðíî ðàâíîâåñèå, òàêà è ðåçóëòàòè â îáëàñòòà íà âàðèàöèîííèÿ

àíàëèç, ÷èåòî èçó÷àâàíå å ïðîäèêòóâàíî îò íóæäèòå íà èêîíîìè-

÷åñêîòî ìîäåëèðàíå. Ñúñòîè îò óâîä, òðè ãëàâè è çàêëþ÷åíèå.

Óâîäúò âúâåæäà â òåìàòèêàòà è ïðåäñòàâÿ íàé-îáùî àêòóàë-

íîòî ñúñòîÿíèå íà èçñëåäâàíèÿòà â îáëàñòòà.

Ãëàâà 1 å ïîñâeòåíà íà õîìîãåíåí îëèãîïîë íà Cournot ñ (−1)-

âäëúáíàòà öåíîâà ôóíêöèÿ. Ìíîãî ðåçóëòàòè â ëèòåðàòóðàòà ãàðàí-

òèðàò ñúùåñòâóâàíåòî íà åäèíñòâåíî ðàâíîâåñèå íà Cournot. Åäèí

îò ïúðâèòå ðåçóëòàòè å íà Murphy et al. (1982) [22], è ïðåäïîëàãà

âäëúáíàòîñò íà ôóíêöèÿòà íà ïðèõîäèòå è èçïúêíàëîñò íà ôóíê-

öèÿòà íà ðàçõîäèòå. Amir (1996) [2] ðàçãëåæäà ìîäåëà íà Cournot â

ñëó÷àÿ íà ëîãàðèòìè÷íî âäëúáíàòà öåíîâà ôóíêöèÿ p(q). Murphy

et al. [22] ïðèëàãàò òåõíèêèòå íà èçïúêíàëîòî îïòèìèðàíå, à Amir

[2] èçïîëçâà ðåçóëòàòè îò òåîðèÿòà íà ñóïåðìîäóëÿðíèòå èãðè.

Áèâäëúáíàòîñò å óñëîâèå âúðõó öåíîâàòà ôóíêöèÿ, êîåòî ñú-

îòâåòñòâà íà âäëúáíàòîñò ñëåä åäíîâðåìåííà ïàðàìåòðèçàöèÿ íà

öåíàòà è êîëè÷åñòâîòî. Öåíîâàòà ôóíêöèÿ p(q) å (α, β) - áèâäëúá-
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íàòà, àêî ϕα(p(q)) å âäëúáíàòà ïî ϕβ(q), êúäåòî (ϕα)α∈R å ôàìèëèÿ

îò òðàíñôîðìàöèè. Ewerhart (2014) [10], èçïîëçâà òîâà ïîíÿòèå, çà

äà àíàëèçèðà ìîäåëà íà Cournot. Òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå â òàçè

ñòàòèÿ äîïóñêà ñòîéíîñòè íà α â èíòåðâàëa [0, 1] â íåãëàäêèÿ ñëó-

÷àé è â èíòåðâàëà (−∞, 0) â ñëó÷àÿ íà äâóêðàòíî äèôåðåíöèðóåìà

ôóíêöèÿ.

von Mouche è Quartieri (2013) [26] âúâåæäàò ïîíÿòèåòî èçïúêíà-

ëà èíòåãðèðàíà öåíîâà ãúâêàâîñò (convex integrated price �exibility)

è èçâåæäàò ðåçóëòàòè, ñâúðçàíè ñúñ ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò

íà ðàâíîâåñèå ïî Cournot. Ðàçðàáîòåíàòà îò òÿõ òåõíèêà ïðèëàãàò

çà ïî-ëåêî è äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî íà ðåçóëòàòà íà Murphy et al.

(1982) [22].

Â ïúðâàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà ñå ðàçãëåæäà êëàñ îò õîìîãåí-

íè îëèãîïîëè íà Cournot â ñëó÷àÿ íà (−1)-âäëúáíàòà öåíîâà ôóí-

êöèÿ. Èçâåäåíè ñà ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà, êîèòî ñå

ïðèëàãàò çà äîêàçâàíå íà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå â íåïðåêúñ-

íàòèÿ è íåäèôåðåíöèðóåì ñëó÷àé è åäèíñòâåíîñò â ãëàäêèÿ ñëó÷àé

ñ (−1/N)-âäëúáíàòà öåíîâà ôóíêöèÿ, êúäåòî N å áðîÿò ôèðìè íà

ïàçàðà.

Ðàçõîäèòå íà âñÿêà ôèðìà çà ïðîèçâîäñòâîòî íà êîëè÷åñòâîòî

xi ≥ 0, i = 1, ..., N ñà îçíà÷åíè ñ ci(xi). Ïàçàðíàòà öåíà p(x) å

ôóíêöèÿ íà îáùîòî ïðîèçâîäñòâî x1+...+xN . ÀêîXi å ìíîæåñòâîòî

îò ñòðàòåãèè íà èãðà÷à i, òîãàâà X = X1× ...×XN , à x−i åëåìåíò îò

ìíîæåñòâîòî X−i =
∏

k∈n,k 6=iXk, i = 1, ..., N . Íåêà Ñ = {1, ..., N}.
Òîãàâà ïå÷àëáàòà íà i-òàòà ôèðìà å

fi(xi, x−i) = xip

xi +
∑

j∈Ñ ,j 6=i

xj

− ci(xi).
Ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ïîëîæèòåëíè ÷èñëà å îçíà÷åíî ñ R>0,

à ñ R≥0 - ìíîæåñòâîòî îò íåîòðèöàòåëíèòå ÷èñëà. Ñóìà íà Nash

å ôóíêöèÿòà σ : Å → R, êúäåòî E å ìíîæåñòâîòî îò òî÷êè íà

ðàâíîâåñèå e = (e1, ..., eN). Tÿ ñúïîñòàâÿ íà âñÿêà ðàâíîâåñíà òî÷êà
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e ñóìàòà îò íåéíèòå êîîðäèíàòè, σ(e) = ΣN
i=1ei.

Ïðåõîäúò îò êâàçèâäëúáíàòîñò êúì âäëúáíàòîñò ñå ïðàâè, êàòî

ñå âúâåäå ïîíÿòèåòî çà îáîáùåíà âäëúáíàòîñò.

Äåôèíèöèÿ 1 (Shapiro et al. (2021) [25]) Ôóíêöèÿ p : Ω → R>0

äåôèíèðàíà âúðõó èçïúêíàëî ïîäìíîæåñòâî íà ëèíåéíî ïðîñòðàí-

ñòâî ñå íàðè÷à α-âäëúáíàòà, êúäåòî α ∈ [−∞,+∞], àêî çà âñè÷êè

x, y ∈ Ω è âñÿêî λ ∈ [0, 1] ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà ñà èçïúëíåíè:

p(λx+ (1− λ)y) ≥ mα(p(x), p(y), λ),

êúäåòî mα : R>0 × R>0 × [0, 1]→ R ñå äåôèíèðà êàòî:

mα(a, b, λ) :=


aλb1−λ, àêî α = 0

max{a, b}, àêî α =∞
min{a, b}, àêî α = −∞
(λaα + (1− λ)bα)1/α, â ïðîòèâåí ñëó÷àé.

Îò ëåìàòà ïî-äîëó ñëåäâà, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ, êîÿòî å α-âäëúáíàòà

å è β-âäëúáíàòà çà α ≥ β.

Ëåìà 2 (Shapiro et al. (2021) [25]) Èçîáðàæåíèåòî α→ mα(a, b, λ)

å íåíàìàëÿâàùî è íåïðåêúñíàòî.

Ðàçãëåäàíè ñà (−1/n)-âäëúáíàòèòå ôóíêöèè, n ≥ 1:

Äåôèíèöèÿ 3 Ôóíêöèÿ p : Ω → R>0 äåôèíèðàíà âúðõó èçïúê-

íàëî ïîäìíîæåñòâî íà ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñå íàðè÷à (−1/n)-

âäëúáíàòà, n ≥ 1, àêî çà âñÿêî x, y ∈ Ω è âñÿêî λ ∈ [0, 1] å èçïúë-

íåíî íåðàâåíñòâîòî:

p(λx+ (1− λ)y) ≥ (λ(p(x))−1/n + (1− λ)(p(y))−1/n)−n.

Â Ïàðàãðàô 1.2 íà Ãëàâà 1 ñà èçâåäåíè ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà íà

ïå÷àëáàòà â ñëó÷àé íà (−1)-âäëúáíàòà öåíîâà ôóíêöèÿ, ñ ïîìîùòà

íà êîèòî ñå äîêàçâàò ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðàâíîâåñèå ïî

Cournot-Nash.
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Òåîðåìà 4 Íåêà ôóíêöèÿòà p : R≥0 → R>0 å ñòðîãî íàìàëÿâàùà,

íåïðåêúñíàòà è (−1/n)-âäëúáíàòà, n ≥ 1 è íåêà k ≥ 0. Àêî ôóíê-

öèÿòà xp(x+ k)1/n å ñòðîãî ðàñòÿùà â èíòåðâàë Ω j R≥0, òî òÿ
å xp(x+ k)1/n å ñòðîãî âäëúáíàòà â ñúùèÿ èíòåðâàë.

Òåîðåìà 5 Íåêà p : R≥0 → R>0 å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, íåïðåêúñ-

íàòà è (−1/n)-âäëúáíàòà ôóíêöèÿ, n ≥ 1 è íåêà k ≥ 0. Òîãàâà,

àêî ôóíêöèÿòà xp(x+ k)1/n èìà åêñòðåìóì ïî-ãîëÿì îò 0, òîé å

ãëîáàëåí ìàêñèìóì.

Ñëåäñòâèå 6 Íåêà p : R≥0 → R>0 å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, íåïðå-

êúñíàòà è (−1/n)-âäëúáíàòà ôóíêöèÿ, n ≥ 1, k ≥ 0 è íåêà c :

R≥0 → R≥0 å èçïúêíàëà è ðàñòÿùà ôóíêöèÿ. Òîãàâà ôóíêöèÿòà

xp(x+ k)1/n − c(x) å êâàçèâäëúáíàòà.

Äà çàáåëåæèì, ÷å ñúùåñòâóâàíåòî íà ëÿâà è äÿñíà ïðîèçâîäíà âúâ

âñÿêà òî÷êà îò R>0 çà ïîëîæèòåëíà (-1)-âäëúáíàòà ôóíêöèÿ p ñëåä-

âà îò òîâà, ÷å íåéíàòà ðåöèïðî÷íà 1/p å èçïúêíàëà è îò ñâîéñòâàòà

íà èçïúêíàëèòå ôóíêöèè.

Ñëåäñòâèå 7 Íåêà p : R≥0 → R>0 å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, íåïðå-

êúñíàòà è (−1/n)-âäëúáíàòà ôóíêöèÿ, n ≥ 1. Àêî 0 < x1 < x2,

k ≥ 0, 1 ≤ s ≤ n, òîãàâà îò x2d
−p(x2 + k) + sp(x2 + k) > 0, ñëåäâà

÷å x1d
+p(x1 + k) + sp(x1 + k) > x2d

−p(x2 + k) + sp(x2 + k).

Ïàðàãðàô 1.3 íà Ãëàâà 1 å ïîñâåòåíà íà ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâå-

íîñò íà ðàâíîâåñèå ïî Cournot-Nash.

Òåîðåìà 8 Íåêà âñÿêà ôóíêöèÿ íà ðàçõîäèòå ci : R≥0 → R≥0, i ∈
Ñ , å íåïðåêúñíàòà, èçïúêíàëà è ñòðîãî ðàñòÿùà, à p : R≥0 → R>0 å

ñòðîãî íàìàëÿâàùà, íåïðåêúñíàòà è (−1)-âäëúáíàòà ôóíêöèÿ. Tî-

ãàâà ñúùåñòâóâà ïîíå åäíà òî÷êà íà ðàâíîâåñèå ïî Cournot-Nash.

Òåîðåìà 8 ñëåäâà îò Ñëåäñòâèå 6 è Òåîðåìàòà íà Debreu-Glicksberg-

Fan çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå â êîìïàêòíè è êâàçèâäëúáíàòè
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èãðè ñ íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè íà ïå÷àëáàòà. Êîìïàêòíîñòòà íà èã-

ðàòà å ñëåäñòâèå îò òîâà, ÷å åôåêòèâíèòå ñòðàòåãèè íà âñÿêà îò

ôèðìèòå ñå ïîëó÷àâàò â îãðàíè÷åí èíòåðâàë.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî íà Òåîðåìà 9 å èçïîëçâàí ïîäõîäúò ðàçðà-

áîòåí îò von Mouche è F. Quartieri â [26].

Òåîðåìà 9 Ïðåäïîëàãàìå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ íà ðàçõîäèòå ci :

R≥0 → R≥0, i ∈ Ñ , å ñòðîãî èçïúêíàëà è ðàñòÿùà, à p : R≥0 → R>0

å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, íåïðåêúñíàòà è (−1/N)-âäëúáíàòà ôóíê-

öèÿ, N ≥ 2. Òîãàâà ñóìèòå íà Nash σ ñà êîíñòàíòíè.

Äèðåêòíî ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 1 îò [26], Òåîðåìà 9 è Òåîðåìà

8 å

Ñëåäñòâèå 10 Ïðåäïîëàãàìå, ÷å âñÿêà ôóíêöèÿ íà ðàçõîäèòå ci :

R≥0 → R≥0, i ∈ Ñ å íåïðåêúñíàòà, ñòðîãî èçïúêíàëà è ðàñòÿùà, à

p : R≥0 → R>0 å ñòðîãî íàìàëÿâàùà, íåïðåêúñíàòà, äèôåðåíöèðó-

åìà, (−1/N)-âäëúáíàòà ôóíêöèÿ. Òîãàâà ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíà

òî÷êà íà ðàâíîâåñèå.

Â îñíîâàòà íà ìîäåëà íà Stackelberg çà äóîïîë å äâóñòúïêîâà-

òà îïòèìèçàöèÿ. Ñúñòîè ñå îò ðåøàâàíåòî íà äâå îïòèìèçàöèîííè

çàäà÷è - íà ëèäåðà è íà ïîñëåäîâàòåëÿ. Âîäåùèÿò èãðà÷ (ëèäåðúò)

ïðàâè ñâîÿ èçáîð ïúðâè ñ öåë äà ìàêñèìèçèðà ïå÷àëáàòà ñè. Òîé

òðÿáâà äà âçåìå ïðåäâèä ñòðàòåãèÿòà íà âòîðèÿ èãðà÷ (ïîñëåäîâà-

òåëÿ). Àêî èãðàòà å êîîïåðàòèâíà, ïðåäïîëàãàìå, ÷å ïîñëåäîâàòåëÿò

èçáèðà â ïîëçà íà ëèäåðà è ñå ðåøàâà òàêà íàðå÷åíàòà îïòèìèñòè÷íà

äâóñòúïêîâà çàäà÷à. Àêî èãðàòà å íåêîîïåðàòèâíà, ëèäåðúò òðÿáâà

äà ñå ïðåäïàçè îò âúçìîæíî íàé-ëîøàòà çà íåãî ñèòóàöèÿ. Ãëàâà 2

å ïîñâåòåíà íà inf è supinf çàäà÷èòå ñ îãðàíè÷åíèÿ. Åäíî îò ïðèëî-

æåíèÿòà íà supinf çàäà÷èòå å íàìèðàíå íà ãàðàíòèðàíàòà ïå÷àëáà,

êîÿòî âîäåùèÿò èãðà÷ ìîæå äà ñè îñèãóðè äîðè è ïðè íàé-íåèçãîäåí

çà íåãî õîä îò ñòðàíà íà ïîñëåäîâàòåëÿ. Òÿõíàòà íàé-îáùà ôîðìó-

ëèðîâêà å ñëåäíàòà

(P ) sup
x∈X

inf
y∈Kx

f(x, y),
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êúäåòî X è Y ñà íàïúëíî ðåãóëÿðíè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñòâà,

f : X × Y → [−∞,∞] å ðàçøèðåíà ðåàëíîçíà÷íà ôóíêöèÿ, a

K : X ⇒ Y e ìíîãîçíà÷íî èçîáðàæåíèå ñ íåïðàçíè îáðàçè. Â èãðèòå

îò òèïà "âîäà÷-ïîñëåäîâàòåë" ïðîñòðàíñòâîòî îò ñòðàòåãèè íà âîäå-

ùèÿ èãðà÷ å X, à ïîñëåäîâàòåëÿò èçáèðà îò K(x). Ïå÷àëáàòà íà ëè-

äåðà ñå äàâà îò ôóíêöèÿòà f . Çàäà÷àòà íà Stackelberg å ÷àñòåí ñëó-

÷àé íà supinf çàäà÷àèòå, çà êîèòî K(x) = argmax {k(x, y), y ∈ Y },
êúäåòî k å äàäåíà ôóíêöèÿ.

Î÷åâèäíî å, ÷å áåç äîïúëíèòåëíè ïðåäïîëîæåíèÿ çà ôóíêöè-

ÿòà f , çà ïðîñòðàíñòâàòà X è Y , êàêòî è çà ìíîãîçíà÷íîòî èçîá-

ðàæåíèå K, çàäà÷àòà (P ) ìîæå äà íÿìà ðåøåíèå. Ãëàâíàòà öåë íà

òàçè ãëàâà å äà ñå íàìåðÿò óñëîâèÿòà, êîèòî ïîçâîëÿâàò ïåðòóðáà-

öèè íà ôóíêöèÿòà f ñ ïîäõîäÿùè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè ïî òàêúâ

íà÷èí, ÷å çàäà÷àòà (P ) çà ñìóòåíàòà ôóíêöèÿ äà èìà ðåøåíèå. Òà-

êúâ òèï ðåçóëòàòè ñà èçâåñòíè â îïòèìèçàöèÿòà êàòî âàðèàöèîííè

ïðèíöèïè çà ñúîòâåòíèÿ êëàñ îò çàäà÷è. Ðåçóëòàòè çà ôóíêöèè íà

äâå ïðîìåíëèâè ñà ïîëó÷åíè îò McLinden â [21] (êàòî ñå èçïîëçâà

âàðèàöèîííèÿò ïðèíöèï íà Ekeland [9]) è â ñëó÷àé íà supinf çàäà÷à

áåç îãðàíè÷åíèÿ (ò.å. êîãàòî K(x) = Y çà âñÿêî x ∈ X) îò Kenderov

è Revalski â [20]. Âàðèàöèîííè ïðèíöèïè çà íÿêîè êëàñîâå îïòèìè-

çàöèîííè çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ ñà ïîëó÷åíè îò Io�e et al. â [14].

Íåêà Z å íàïúëíî ðåãóëÿðíî òîïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî. Ïðîñò-

ðàíñòâîòî îò âñè÷êè íåïðåêúñíàòè, îãðàíè÷åíè, ðåàëíîçíà÷íè ôóí-

êöèè äåôèíèðàíè âúðõó Z å îçíà÷åíî ñ C(Z). Â Ïàðàãðàô 2.2 íà

Ãëàâà 2 å èçâåäåí åäèí âàðèàöèîíåí ïðèíöèï çà inf çàäà÷è ñ îãðàíè-

÷åíèÿ. Òîé ñå èçïîëçâà â äîêàçàòåëñòâîòî íà supinf âàðèàöèîííèÿ

ïðèíöèï ñ îãðàíè÷åíèÿ. Ñ íåãîâà ïîìîù ñà äîêàçàíè è âàðèàöèîí-

íèÿ ïðèíöèèï íà Ekeland è Òåîðåìàòà íà Caristi â ïúëíè ìåòðè÷íè

ïðîñòðàíñòâà.

Ëåìà 11 Íåêà h : Z → (−∞,+∞] å ñîáñòâåíà è ïîëóíåïðå-

êúñíàòà îòäîëó ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà â íàïúëíî ðåãóëÿðíî òî-

ïîëîãè÷íî ïðîñòðàíñòâî Z. Íåêà A å çàòâîðåíî ïîäìíîæåñòâî

íà Z, A ∩ dom(h) 6= ∅ è h å îãðàíè÷åíà îòäîëó âúðõó A. Àêî
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z0 ∈ A∩dom(h) è ε > 0 ñà òàêèâà, ÷å h(z0) < infÀ h+ ε, òî ñúùåñ-

òâóâà íåïðåêúñíàòà îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ g : Z → R≥0, g(z0) = 0,

||g||Z,∞ ≤ ε òàêàâà, ÷å ôóíêöèÿòà h + g äîñòèãà ìèíèìóìà ñè

âúðõó À â z0. Äîïúëíèòåëíî, g ìîæå äà áúäå èçáðàíà òàêàâà, ÷å

||g||Z,∞ = h(z0)− infA h.

Çà ôóíêöèÿòà f : X × Y → [−∞,+∞] è èçîáðàæåíèåòî K :

X ⇒ Y ñà íàïðàâåíè ïðåäïîëîæåíèÿòà:

(Ï1) f : X × Y → [−∞,+∞] å ïîëóíåïðåêúñíaòà îòãîðå çà (x, y) ∈
X × Y ;

(Ï2) K : X ⇒ Y å ïîëóíåïðåêúñíàòî îòäîëó â X ìíîãîçíà÷íî

èçîáðàæåíèå ñúñ çàòâîðåíè íåïðàçíè îáðàçè;

(Ï3) ôóíêöèÿòà v(·) := infy∈K(·) f(·, y) å îãðàíè÷åíà îòãîðå â X è å

ñîáñòâåíà êàòî ôóíêöèÿ ñúñ ñòîéíîñòè â R ∪ {−∞};

(Ï4) çà âñÿêî x ∈ X ôóíêöèÿòà f(x, ·) å ïîëóíåïðåêúñíàòà îòäîëó
â Y .

Â Ïàðàãðàô 3.3 íà Ãëàâà 2 å äîêàçàí âàðèàöèîíåí ïðèíöèï çà supinf

çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ. Òîé ïîêàçâà, ÷å ìîæåì äà íàïðàâèì ïðîèç-

âîëíî ìàëêî ñìóùåíèå íà ôóíêöèÿ íà äâå ïðîìåíëèâè, êîÿòî çàåäíî

ñ èçîáðàæåíèåòî K óäîâëåòâîðÿâà ïðåäïîëîæåíèÿòà (Ï1)-(Ï4), ïî

òàêúâ íà÷èí, ÷å supinf çàäà÷àòà äà èìà ðåøåíèå çà ñìóòåíàòà ôóí-

êöèÿ. Ðàçãëåæäàíîòî ñìóùåíèå å ðàçëèêà íà íåïðåêúñíàòè ôóíê-

öèè, äåôèíèðàíè ñúîòâåòíî â Y è X. Äîêàçàòåëñòâîòî ñëåäâà òîâà

íà Òâúðäåíèå 2.6 îò [20], êúäåòî ðàçãëåäàíèÿò ñëó÷àé å áåç îãðàíè-

÷åíèÿ.

Òåîðåìà 12 Íåêà f : X × Y → [−∞,+∞] å ôóíêöèÿ, êîÿòî çàåä-

íî ñ ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå K óäîâëåòâîðÿâà ïðåäïîëîæå-

íèÿòà îò (Ï1) äî (Ï4). Íåêà ε > 0 è x0 ∈ X ñà òàêèâà, ÷å

v(x0) > supx∈X v(x) − ε è íåêà δ > 0 è y0 ∈ K(x0) ñà òàêèâà,

÷å f(x0, y0) < infy∈K(x0) f(x0, y)+δ. Òîãàâà, ñúùåñòâóâàò íåïðåêúñ-

íàòè îãðàíè÷åíè ôóíêöèè q : X → R≥0 è p : Y → R≥0, òàêèâà,
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÷å

q(x0) = p(y0) = 0, ||q||X,∞ ≤ ε, ||p||Y,∞ ≤ δ

è supinf çàäà÷àòà

sup
x∈X

inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q(x) + p(y)}

èìà ðåøåíèå (x0, y0).

Çàáåëåæêà 13 Àêî ôóíêöèÿòà f : X × Y → [−∞,+∞] è ìíîãîç-

íà÷íîòî èçîáðàæåíèå K : X ⇒ Y óäîâëåòâîðÿâàò ïðåäïîëîæå-

íèÿòà (Ï1)-(Ï4), òî:

• àêî ε > 0, δ > 0 ñà ïðîèçâîëíè, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òî÷êèòå x0
è y0 îò ôîðìóëèðîâêàòà íà Òåîðåìà 12 âèíàãè ñúùåñòâóâàò

è

• àêî g å íåïðåêúñíàòà è îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ â X × Y , òîãàâà
ôóíêöèÿòà f + g è èçîáðàæåíèåòî K óäîâëåòâîðÿâàò ïðåä-

ïîëîæåíèÿòà (Ï1)-(Ï4).

Äà îçíà÷èì êàòî C(X) × C(Y ) äåêàðòîâîòî ïðîèçâåäåíèå íà íîð-

ìèðàíèòå ñúñ ñúîòâåòíèòå sup-íîðìè ïðîñòðàíñòâà C(X) è C(Y ).

Ñëåäâàùèÿò ðåçóëòàò å ñëåäñòâèå îò Òåîðåìà 12 è Çàáåëåæêà 13.

Òåîðåìà 14 Íåêà f : X×Y → [−∞,+∞] å ðåàëíà ôóíêöèÿ, êîÿòî

çàåäíî ñ ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæåíèå K : X ⇒ Y , óäîâëåòâîðÿâà

ïðåäïîëîæåíèÿòà îò (Ï1) äî (Ï4). Òîãàâà

à) Ìíîæåñòâîòî {(q, p) ∈ C(X) × C(Y ) : supinf çàäà÷àòà èìà

ðåøåíèå çà ôóíêöèÿòà f(x, y) + q(x) + p(y), (x, y) ∈ X × Y }å
ãúñòo ïîäìíîæåñòâî íà C(X)× C(Y );

á) Ìíîæåñòâîòî {u ∈ C(X × Y ) : supinf çàäà÷àòà èìà ðåøåíèå

çà ôóíêöèÿòà f(x, y) + u(x, y), (x, y) ∈ X × Y } å ãúñòî ïîäì-
íîæåñòâî íà (C(X × Y ), || · ||X×Y,∞).
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Òâúðäåíèÿòà à) è á) íà Òåîðåìà 14 ïðåäñòàâëÿâàò "ãúñòè" âàðèà-

öèîííè ïðèíöèïè çà supinf çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ.

Â Ïàðàãðàô 2.4 íà Ãëàâà 2 å èçñëåäâàí âúïðîñúò çà êîðåêò-

íîñò è sup-êîðåêòíîñò íà supinf çàäà÷èòå. Çà äàäåíà öåëåâà ôóíêöèÿ

f : X×Y → [−∞,+∞] è èçîáðàæåíèåK : X ⇒ Y sup-êîðåêòíîñòòà

íà ñúîòâåòíàòà supinf çàäà÷à (P ) å êîðåêòíîñòòà íà ìàêñèìèçàöè-

îííàòà çàäà÷à çà ôóíêöèÿòà v(x) = infy∈K(x) f(x, y), x ∈ X. Ïúðâè-

ÿò ðåçóëòàò å ñâúðçàí ñúñ sup-êîðåêòíîñò. Òîé ïîêàçâà, ÷å â íÿêîè

ñëó÷àè (íàïðèìåð, â ìåòðè÷íè ïðîñòðàíñòâà) ìîæåì äà íàìåðèì

òàêèâà ñìóùåíèÿ, ÷å ñúîòâåòíàòà ñìóòåíà çàäà÷à äà èìà ðåøåíèå

è äà áúäå sup-êîðåêòíî ïîñòàâåíà. Äîêàçàòåëñòâîòî ìó ñëåäâà òîâà

íà Òâúðäåíèå 2.10 îò [20].

Òåîðåìà 15 Íåêà çà f : X × Y → [−∞,+∞], K : X ⇒ Y , x0 è

y0 ñà èçïúëíåíè ïðåäïîëîæåííèÿòà îò Òåîðåìà 12 è íåêà x0 èìà

èçáðîèìà ëîêàëíà áàçà â X. Òîãàâà ñúùåñòâóâàò q : X → R≥0 è

p : Y → R≥0, òàêèâà, ÷å

q(x0) = p(y0) = 0, ||q||X,∞ ≤ ε, ||p||Y,∞ ≤ δ

è supinf çàäà÷àòà

sup
x∈X

inf
y∈K(x)

{f(x, y)− q(x) + p(y)}

èìà ðåøåíèå â (x0, y0). Ñìóòåíàòà çàäà÷à å sup-êîðåêòíî ïîñòà-

âåíà ñ åäèíñòâåíî sup-ðåøåíèå x0.

Êàòî àíàëîã íà ìèíèìèçèðàùà ðåäèöà ñå âúâåæäà ïîíÿòèåòî îïòè-

ìèçèðàùà ðåäèöà çà çàäà÷àòà (P ):

Äåôèíèöèÿ 16 (Kenderov è Lucchetti (1996) [18]) Ðåäèöàòà

(xn, yn) ∈ X × Y ñå íàðè÷à îïòèìèçèðàùà çà (P ), àêî

1. yn ∈ (Kxn) çà âñÿêî n;

2. v(xn)→ vf := sup
x∈X

inf
y∈K(x)

f(x, y);
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3. f(xn, yn)→ vf .

Äåôèíèöèÿ 17 (Kenderov è Lucchetti (1996) [18]) Çàäà÷àòà (P )

ñå íàðè÷à êîðåêòíî ïîñòàâåíà, àêî (P ) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå

(x0, y0) è âñÿêà îïòèìèçèðàùà çà (P ) ðåäèöà êëîíè êúì íåãî.

Íåêà Sf : C(X) × C(Y ) ⇒ X × Y å ìíîãîçíà÷íîòî èçîáðàæå-

íèå, êîåòî íà âñÿêà äâîéêà ôóíêöèè (q, p) ∈ C(X) × C(Y ) ñú-

ïîñòàâÿ (âúçìîæíî ïðàçíîòî) ìíîæåñòâî îò ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà

supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y)}. Äîêàçàíà å õàðàêòåðèçàöèÿ
íà êîðåêòíî ïîñòàâåíèòå supinf çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ.

Òåîðåìà 18 Íåêà çà f : X × Y → [−∞,+∞] è K : X ⇒ Y

ñà èçïúëíåíè ïðåäïîëîæåíèÿòà îò (Ï1) äî (Ï4). Òîãàâà, èçîáðà-

æåíèåòî Sf e åäíîçíà÷íî è ïîëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå â (q, p) ∈
C(X) × C(Y ), òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî supinf çàäà÷àòà

supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + q(x) + p(y)} å êîðåêòíî ïîñòàâåíà.

Òåîðåìà 19 Íåêà çà f : X × Y → [−∞,+∞] è K : X ⇒ Y ñà

èçïúëíåíè ïðåäïîëîæåíèÿòà îò Òåîðåìà 12. Òîãàâà, èçîáðàæå-

íèåòî S̃f : (C(X × Y ), || · ||∞) :⇒ X × Y ñúïîñòàâÿùî íà âñÿêo

u ∈ C(X × Y ) (âúçìîæíî ïðàçíîòî) ìíîæåñòâî îò ðåøåíèÿòà

íà çàäà÷àòà supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + u(x, y)} e åäíîçíà÷íî è ïî-

ëóíåïðåêúñíàòî îòãîðå â u ∈ C(X × Y ), òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî supinf çàäà÷àòà supx∈X infy∈K(x){f(x, y) + u(x, y)} å ïîñòà-
âåíà êîðåêòíî.

Ãëàâà 3 å ïîñâåòåíà íà ïðîèçâîëíè èãðè â ñìåñåíè ñòðàòåãèè ñ

ôóíêöèè íà ïå÷àëáà, íà êîèòî íå å íàëîæåíî óñëîâèå çà íåïðåêúñ-

íàòîñò. Íóæäàòà îò ðàçãëåæäàíå íà òàêúâ òèï èãðè å ïðîäèêòóâàíà

îò çàäà÷è çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå â ñòàíäàðòíè èêîíîìè÷åñ-

êè èãðè. Ëèïñàòà íà ðàâíîâåñèå â ïðîñòè èêîíîìè÷åñêè ñèòóàöèè å

çàáåëÿçàíà îùå îò Edgewoth (1925) [8] â íåãîâàòà êðèòèêà íà ìîäåëà

íà Bertand çà äóîïîë. Îòòóê ñëåäâà, ÷å åäíî èëè ïîâå÷å îò óñëîâèÿ-

òà â êëàñè÷åñêèòå òåîðåìè çà ñúùåñòâóâàíå å íàðóøåíî. Óñëîâèÿòà

âêëþ÷âàò íåïðåêúñíàòîñò, êâàçèâäëúáíàòîñò è êîìïàêòíîñò.
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Çàïî÷âàò äà ñå ðàçãëåæäàò èãðè ñ ïî-ñëàáî óñëîâèå çà íåïðå-

êúñíàòîñò è çàåäíî ñ êâàçèâäëúáíàòîñòòà ñå óñòàíîâÿâà ñúùåñòâó-

âàíå íà ðàâíîâåñèå. Dasgupta è Maskin (1986) [6], äàâàò äâå óñëîâèÿ,

êîèòî îñèãóðÿâàò ñúùåñòâóâàíåòî íà ðàâíîâåñèå â ÷èñòè ñòðàòåãèè

çà êîìïàêòíà è êâàçèâäëúáíàòà èãðà - èãðà ñúñ ñëàáî îñèãóðåíà

ïå÷àëáà è ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòãîðå íà ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà.

Carmona (2008) [4] ïîäîáðÿâà òåõíèÿ ðåçóëòàò, êàòî âúâåæäà ïîíÿ-

òèåòî ñëàáà ïîëóíåïðåêúñíàòîñò îòãîðå è äîêàçâà ñúùåñòâóâàíå íà

ðàâíîâåñèå â ÷èñòè ñòðàòåãèè, àêî èãðàòà å êâàçèâäëúáíàòà, êîìïàê-

òíà, ñúñ ñëàáî îñèãóðåíà ïå÷àëáà è ñëàáî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå.

Reny (1999) [24] äîêàçâà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå ïî Nash â ÷èñ-

òè ñòðàòåãèè àêî èãðàòà å êîìïàêòíà, êâàçèâäëúáíàòà, ñ îñèãóðåíà

ïå÷àëáà è ðåöèïðî÷íî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå1.

Allison è Lepore (2014) [1] âúâåæäàò ïîíÿòèåòî çà èãðà ñúñ ñú-

îòâåòñòâèÿ âúâ ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà ñ îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî

îò îáùè òî÷êè íà ïðåêúñâàíå (disjoint payo� matching (DPM), Äå-

ôèíèöèÿ 21). Òå ïîêàçâàò, ÷å òàêàâà èãðà â ñìåñåíè ñòðàòåãèè å ñ

îñèãóðåíà ïå÷àëáà. DPM ñâîéñòâîòî ñå äîêàçâà, êàòî ñå ðàçãëåæäàò

õàðàêòåðèñòèêèòå íà èãðàòà â ÷èñòè ñòðàòåãèè è íå ñå ðàáîòè ñ âåðî-

ÿòíîñòíè ìåðêè. Â äèñåðòàöèÿòà å âúâåäåíà äåôèíèöèÿ çà èãðà ñúñ

ñëàáè ñúîòâåòñòâèÿ âúâ ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà ñ îãðàíè÷åíî ìíî-

æåñòâî îò îáùè òî÷êè íà ïðåêúñâàíå (weak disjoint payo� matching

(WDPM), Äåôèíèöèÿ 25). Òÿ å ïî-îáùà îò äåôèíèöèÿòà çà DPM

äàäåíà â [1]. Íàèñòèíà, âñÿêà èãðà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèå-

òî çà DPM, óäîâëåòâîðÿâà è óñëîâèåòî çà WDPM. Äîêàçàíî å, ÷å

WDPM ìîæå äà çàìåñòè óñëîâèåòî çà ñëàáà îñèãóðåíîñò íà ïå÷àë-

áàòà ïðè èãðà â ñìåñåíè ñòðàòåãèè â ðåçóëòàòèòå çà ñúùåñòâóâàíå

íà ðàâíîâåñèå íà Carmona [4] è Dasgupta è Maskin [6]. Äàäåí å è

ïðèìåð, â êîéòî ñå èçïîëçâà ïîëó÷åíèÿò ðåçóëòàò çà äîêàçâàíå íà

ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå.

1Åäíà èãðà å ñ îñèãóðåíà ïå÷àëáà, àêî ïðè äàäåíà îáùà ñòðàòåãèÿ x, âñåêè èãðà÷ ìîæå äà

íàìåðè ñòàðòåãèÿ x̂i, ïðè êîÿòî ïå÷àëáàòà ìó å áëèçî äî òàçè â x äîðè äðóãèòå èãðà÷è äà ñå

îòêëîíÿò ìàëêî îò x. Äàäåíà èãðà å ðåöèïðî÷íî ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå, àêî ïðè ñïàäàíå

íà ïå÷àëáàòà íà åäèí îò èãðà÷èòå, ïå÷àëáàòà íà äðóã ñå óâåëè÷àâà.
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Ðàçãëåäàíà å èãðà G îçíà÷åíà ñ (Xi, ui)
n
i=1, i = 1, ..., n. Èãðà-

òà ñå ñúñòîè îò n èãðà÷è, ñ ìíîæåñòâî îò ñòðàòåãèè Xi, êîåòî å

êîìïàêòíî õàóñäîðôîâî ïðîñòðàíñòâî. Ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà íà

âñåêè èãðà÷ i å áîðåëåâà è îãðàíè÷åíà ôóíêöèÿ ui : X → R, êúäåòî

X =
∏

i∈nXi. Åëåìåíò îò ìíîæåñòâîòî X−i =
∏

k∈n,k 6=iXk å îçíà÷åí

ñ x−i. Èãðàòà â ñìåñåíè ñòðàòåãèè å îçíà÷åíà ñ Ḡ = (Mi, Ui)
n
i=1,

êàòî ïðîñòðàíñòâîòî îò ñòðàòåãèè íà âñåêè èãðà÷ i å Mi � ìíî-

æåñòâîòî îò ðåãóëÿðíè âåðîÿòíîñòíè ìåðêè âúðõó áîðåëåâèòå ïîä-

ìíîæåñòâà íà Xi. Ìíîæåñòâîòî Mi å êîìïàêòíî â ñëàáàòà* òîïîëî-

ãèÿ è å èçïúêíàëî. Ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà å Ui(µ) :=
∫
X ui(x)dµ,

µ ∈M =
∏

i∈nMi. Èãðàòà â ñìåñåíè ñòðàòåãèè å êâàçèâäëúáíàòà.

Äåôèíèðàìå èçîáðàæåíèåòî íà ïðåêúñíàòîñò òàêà, êàêòî å íàï-

ðàâåíî â [1]:

di(xi) := {x−i ∈ X−i : ui å ïðåêúñíàòà ïî x−i â x = (xi, x−i)}.

Äåôèíèöèÿ 20 (Reny (1999) [24]) Èãðà G ñå íàðè÷à èãðà ñ îñèãó-

ðåíà ïå÷àëáà, àêî çà âñÿêî ε > 0, x ∈ X è i ∈ {1, ..., n}, ñúùåñò-
âóâàò x̂i ∈ Xi è îêîëíîñò N(x−i) íà x−i òàêèâà, ÷å ui(x̂i, x

′
−i) ≥

ui(x)− ε çà âñÿêî x′−i ∈ N(x−i).

Äåôèíèöèÿòà äàäåíà ïî-äîëó å çà èãðà ñúñ ñúîòâåòñòâèÿ âúâ ôóíê-

öèÿòà íà ïå÷àëáàòà ñ îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî îò îáùè òî÷êè íà ïðå-

êúñâàíå (disjoint payo� matching (DPM)). Äåôèíèöèÿòà çà DPM èìà

äâå ÷àñòè. Ïúðâî, âñåêè èãðà÷ ìîæå äà íàìåðè îòêëîíåíèå îò âñÿêà

ñâîÿ ñòðàòåãèÿ xi, êîåòî ìó íîñè ïîíå ñúùàòà ïå÷àëáà, êàêòî â xi.

Âòîðî, îáùèòå òî÷êè íà ïðåêúñâàíå íà îòêëîíåíèÿòà ñà îãðàíè÷åíè.

Äåôèíèöèÿ 21 (Allison è Lepore (2014) [1]) Èãðà G óäîâëåòâîðÿ-

âà DPM, àêî çà âñÿêî xi ∈ Xi, i ∈ {1, ..., n}, ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò
îòêëîíåíèÿ (xki )k ∈ Xi òàêàâà, ÷å

(i) lim inf
k

ui(x
k
i , x−i) ≥ ui(xi, x−i) çà âñÿêî x−i ∈ X−i,

(ii) Lim sup
k

di(x
k
i ) = ∅.

Òåîðåìà 22 (Allison è Lepore (2014) [1]) Àêî G å êîìïàêòíà èãðà

è óäîâëåòâîðÿâà DPM, òîãàâà Ḡ å èãðà ñ îñèãóðåíà ïå÷àëáà.
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Äåôèíèöèÿ 23 Èãðà G ñå íàðè÷à èãðà ñúñ ñëàáî îñèãóðåíà ïå÷àë-

áà, àêî çà âñÿêî ε > 0, x ∈ X è i ∈ {1, ..., n}, ñúùåñòâóâà îêîëíîñò
N(x−i) íà x−i ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: çà âñÿêî x

′
−i ∈ N(x−i) ñúùåñ-

òâóâà x̂i ∈ Xi òàêîâà, ÷å ui(x̂i, x
′
−i) ≥ ui(x)− ε.

Àêî x̂i å åäíî è ñúùî çà âñÿêî x
′
−i, òîãàâà ñâîéñòâîòî ñëàáî îñèãóðåíà

ïå÷àëáà å åêâèâàëåíòíî íà ñâîéñòâîòî îñèãóðåíà ïå÷àëáà. Ñâîéñò-

âîòî ñëàáî îñèãóðåíà ïå÷àëáà å åäíî îò óñëîâèÿòà, êîèòî îñèãóðÿâàò

ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå â ðåçóëòàòà íà Dasgupta è Maskin [6].

Òåîðåìà 24 (Dasgupta è Maskin (1986) [6]) Àêî èãðà G å êîìïàê-

òíà, êâàçèâäëúáíàòà, ïîëóíåïðåêúñíàòà îòãîðå è ñúñ ñëàáî îñè-

ãóðåíà ïå÷àëáà, òîãàâà ñúùåñòâóâà ðàâíîâåñèå ïî Nash â ÷èñòè

ñòðàòåãèè.

Çà äàäåíà ôóíêöèÿ f : X−i → Xi äåôèíèðàìå

Di(f) := {z| ui(f(z), z) å ïðåêúñíàòà â z}.

Äåôèíèöèÿòà çà èãðè ñúñ ñëàáè ñúîòâåòñòâèÿ âúâ ôóíêöèÿòà íà

ïå÷àëáàòà ñ îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî îò îáùè òî÷êè íà ïðåêúñâàíå

(weak disjoint payo� matching (WDPM)), êîÿòî å ïðåäëîæåíà â äè-

ñåðòàöèÿòà, ìîæå äà ñå èçïîëçâà çà äîêàçâàíåòî íà ñâîéñòâîòî ñëàáà

îñèãóðåíîñò íà ïå÷àëáàòà çà èãðèòå â ñìåñåíè ñòðàòåãèè.

Äåôèíèöèÿ 25 Èãðà G óäîâëåòâîðÿâà WDPM àêî çà âñÿêî xi ∈
Xi, i ∈ {1, ..., n}, ñúùåñòâóâà ðåäèöà îò áîðåëåâè ôóíêöèè (T kxi)k :

X−i → Xi òàêàâà, ÷å

(i) lim inf
k

ui(T
k
xi

(x−i), x−i) ≥ ui(xi, x−i) çà âñÿêî x−i ∈ X−i,

(ii) Lim sup
k

Di(T
k
xi

) = ∅.

Òîâà óñëîâèå ñå ïðîâåðÿâà ëåñíî è íÿìà íóæäà äà ñå ðàáîòè ñ ïðîèç-

âîëíè âåðîÿòíîñòíè ìåðêè, çà äà ñå äîêàæå âàëèäíîñòòà ìó. Â ÷àñò-

íîñò, àêî T kxi(x−i) = xki (x
k
i ∈ Xi) çà âñÿêî x−i, òî ñâîéñòâîòî WDPM

å åêâèâàëåíòíî íà ñâîéñòâîòî DPM. Â ñëó÷àé, ÷å ui(xi, x−i) å íåïðå-

êúñíàòà êàòî ôóíêöèÿ íà x−i â xi, WDPM å èçïúëíåíî òðèâèàëíî,
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êàòî T kxi = xi çà âñÿêî x−i. Äîïúëíèòåëíî, àêî Di(T
k
xi

)∩Di(T
l
xi

) = ∅,
çà k 6= l, òî Lim sup

k
Di(T

k
xi

) = ∅.

Òåîðåìà 26 Àêî G å êîìïàêòíà èãðà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà

WDPM, òîãàâà Ḡ å èãðà ñúñ ñëàáî îñèãóðåíà ïå÷àëáà.

Çà äîêàçàòåëñòâîòî å èçïîëçâàí ïîäõîäúò ðàçðàáîòåí îò Allison è

Lepore â [1].

Çàêëþ÷åíèå (Àâòîðñêà ñïðàâêà)

Ïðèíîñèòå â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ñà èçëîæåíè èç÷åðïàòåëíî

â ïúðâà, âòîðà è òðåòà ãëàâà è ñà ïóáëèêóâàíè â ñòàòèèòå [16], [12],

[17], [15].

Â Ãëàâa 1 å ðàçãëåäàí ìîäåë íà Cournot è ñà èçâåäåíè íÿêîè

ñâîéñòâà íà ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà â ñëó÷àé íà (-1)-âäëúáíàòà öå-

íîâà ôóíêöèÿ. Ñ ïîìîùòà íà òåçè ñâîéñòâà å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíå

íà ðàâíîâåñèå â ñëó÷àé íà (−1)-âäëúáíàòà è íåïðåêúñíàòà öåíîâà

ôóíêöèÿ. Àêî N å áðîÿò íà ôèðìèòå íà ïàçàðà è ôóíêöèÿòà íà

öåíàòà å (−1/N)-âäëúáíàòà è íåïðåêúñíàòà, å äîêàçàíî, ÷å ñóìèòå

íà Nash ñà êîíñòàíòíè. Àêî ïðåäïîëîæåíèÿòà äî òóê ñà èçïúëíåíè

è îñâåí òîâà ôóíêöèÿòà íà öåíàòà å äèôåðåíöèðóåìà, òî÷êàòà íà

ðàâíîâåñèå å åäèíñòâåíà. Ñúùåñòâóâàíå è åäèíñòâåíîñò íà ðàâíîâå-

ñèåòî ïðè ëîãàðèòìè÷íî âäëúáíàòà (0-âäëúáíàòà) öåíîâà ôóíêöèÿ

å ñëåäñòâèå íà ïðåäñòàâåíèÿ òóê ðåçóëòàò. Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî çà

åäèíñòâåíîñò íà ðàâíîâåñèå å èçïîëçâàíà òåõíèêàòà, ðàçðàáîòåíà îò

von Mouche è Quartieri â [26], íî ðåçóëòàòúò ïðåäñòàâåí â íàñòîÿ-

ùàòà äèñåðòàöèÿ íå å åêâèâàëåíòåí íà òåõíèÿ ðåçóëòàò. Äàäåíè ñà

ïðèìåðè, êîèòî ïîêàçâàò, ÷å ñâîéñòâîòî èçïúêíàëà èíòåãðèðàíà öå-

íîâà ãúâêàâîñò, äåôèíèðàíî â [26] íå å ñëåäñòâèå, íèòî îáîáùåíèå

íà (−1)-âäëúáíàòîñò. Â òåîðåìàòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâíîâåñèå
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â [10] Ewerhart ïðåäïîëàãà, ÷å ôóíêöèèòå íà ïðèõîäè è ðàçõîäè ñà

äâà ïúòè äèôåðåíöèðóåìè, à ïðåäñòàâåíàòà Òåîðåìà 8 çà ñúùåñòâó-

âàíå å çà íåãëàäêè â îáùèÿ ñëó÷àé ôóíêöèè. Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà

1 ñà ïóáëèêóâàíè â [16].

Â Ãëàâà 2 ñà ðàçãëåäàíè âàðèàöèîííè ïðèíöèïè çà inf è çà supinf

çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ â íàïúëíî ðåãóëÿðíè òîïîëîãè÷íè ïðîñòðàíñ-

òâà. Ðåçóëòàòèòå â òàçè ãëàâà ñå îñíîâàâàò íà âàðèàöèîííèòå ïðèí-

öèïè çà inf è supinf çàäà÷è áåç îãðàíè÷åíèÿ, ðàçãëåäàíè îò Kenderov

è Revalski â [19] è [20]. Èçâåäåíè ñà óñëîâèÿ, êîèòî ïîçâîëÿâàò ïåð-

òóðáàöèè íà äàäåíà ôóíêöèÿ ñ ïîäõîäÿùè íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè

ïî òàêúâ íà÷èí, ÷å îïòèìèçàöèîííàòà çàäà÷à ñ îãðàíè÷åíèÿ çà ñìó-

òåíàòà ôóíêöèÿ äà èìà ðåøåíèå. Ñ ïîìîùòà íà âàðèàöèîííèÿ ïðèí-

öèï çà inf çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿ å äîêàçàí âàðèàöèîííèÿò ïðèíöèï

íà Ekeland è òåîðåìàòà çà íåïîäâèæíà òî÷êà íà Caristi â ìåòðè÷-

íè ïðîñòðàíñòâà. Äàäåí å ïðèìåð, êîéòî èëþñòðèðà âàðèàöèîííèÿ

ïðèíöèï çà supinf çàäà÷è. Èçâåäåí å ðåçóëòàò çà sup-êîðåêòíîñò, êà-

òî ñå èçïîëçâà ïîíÿòèåòî çà èçáðîèìà ëîêàëíà áàçà â äàäåíà òî÷êà.

Íàïðàâåíà å õàðàêòåðèçàöèÿ íà êîðåêòíî ïîñòàâåíèòå supinf çàäà÷è.

Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 2 ñà ïóáëèêóâàíè â [12] è [17].

Â Ãëàâà 3 ñå ðàçãëåæäàò íåêîîïåðàòèâíè èãðè â îáù âèä áåç

óñëîâèå çà íåïðåêúñíàòîñò íà ôóíêöèÿòà íà ïå÷àëáàòà. Âúâåäåíà

å äåôèíèöèÿ çà èãðà ñúñ ñëàáè ñúîòâåòñòâèÿ âúâ ôóíêöèÿòà íà

ïå÷àëáàòà ñ îãðàíè÷åíî ìíîæåñòâî îò îáùè òî÷êè íà ïðåêúñâàíå

(weak disjoint payo� matching (WDPM)). Ïîêàçàíî å, ÷å âúâåäåíî-

òî îò Allison è Lepore â [1] óñëîâèå çà èãðà DPM, å ÷àñòåí ñëó÷àé

íà WDPM. Äîêàçàíî å, ÷å àêî åäíà èãðà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèå-

òî WDPM, òÿ å ñúñ ñëàáî îñèãóðåíà ïå÷àëáà â ñìåñåíè ñòðàòåãèè.

Ñëàáà îñèãóðåíîñò íà ïå÷àëáàòà å óñëîâèå çà ñúùåñòâóâàíå íà ðàâ-

íîâåñèå â ðåçóëòàòèòå íà Carmona [4] è Dasgupta è Maskin [6]. Ïðå-

äèìñòâîòî íà óñëîâèåòî WDPM å, ÷å íÿìà íóæäà äà ñå ðàáîòè ñ

âåðîÿòíîñòíè ìåðêè, çà äà ñå äîêàæå âàëèäíîñòòà ìó. Äàäåí å ïðè-

ìåð íà èãðà, êîÿòî óäîâëåòâîðÿâà WDPM. Ðåçóëòàòèòå îò Ãëàâà 3

ñà ïóáëèêóâàíè â [15].
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[4] Detelina Kamburova, "Variational Principles for Supinf
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Áëàãîäàðíîñòè

Áèõ èñêàëà äà èçðàçÿ äúëáîêàòà ñè ïðèçíàòåëíîñò êúì ìîÿ

íàó÷åí ðúêîâîäèòåë àêàä. Þëèàí Ðåâàëñêè, áåç êîãîòî òàçè ðàáîòà

íå áè áèëà âúçìîæíà, çà îòäåëåíîòî âðåìå è çà ïîäêðåïàòà, êîÿòî

ìè îêàçà.

Ñ÷èòàì çà ïðèÿòåí ñâîé äúëã äà áëàãîäàðÿ íà êîëåãèòå îò ñåê-

öèÿ ÈÎÂÑ íà ÈÌÈ ïðè ÁÀÍ, êàòåäðà ÂÎÈÑ íà ÔÌÈ íà ÑÓ "Ñâ.

Êëèìåíò Îõðèäñêè êàêòî è íà êîëåãèòå îò êàòåäðà Ìàòåìàòèêà è

Ôèçèêà íà ÒÓ�Âàðíà çà îòçèâ÷èâîñòòà èì è èíòåðåñà èì êúì ìîÿòà

ðàáîòà.

18



Áèáëèîãðàôèÿ

[1] Allison B. A., Lepore J. J., Verifying payo� security in the mixed

extension of discontinuous games, Journal of Economic Theory,

(2014), 152, 291�303.

[2] Amir R., Cournot oligopoly and the theory of supermodular games,

Games and Economic Behavior, (1996), 15(2), 132-148.

[3] Bertrand J., Book review of theorie mathematique de la richesse

sociale and of recherches sur les principles mathematiques de la

theorie des richesses Journal de Savants, (1883), 67, 499�508.

[4] Carmona G., An existence result for discontinuous games, Journal

of Economic Theory, (2009), 144(3), 1333�1340.

[5] Cournot, A. Recherches sur les Principes Mathematiques de la

Theorie des Richesses, (1838), Paris, Hachette.

[6] Dasgupta P., Maskin E., The Existence of Equilibrium of

Discontinuous Economic Games, I: Theory, Review of Economics

Studies, (1986), 53(1), 1�26.

[7] Debreu H., A Social Equilibrium Existence Theorem, Proceedings

of the National Academy of Sciences of USA, (1952), 38(10), 886-

893.

[8] Edgeworth F. Y., Papers relating to political economy, (1925),

Royal economic society by Macmillan and Company, limited.

[9] Ekeland I., On the variational principle, Journal of Mathematical

Analysis and Applications, (1974), 47(2), 324-53.

19



[10] Ewerhart C., Cournot games with biconcave demand, Games and

Economic Behavior, (2014), 85, 37-47.

[11] Fan K., Fixed Point and Minimax Theorems in Locally Convex

Topological Linear Spaces, Proceedings of the National Academy

of Sciences of USA, (1952), 38(2), 121-126.

[12] Gaumont D., Kamburova D., Revalski J.P., Perturbations

of supinf problems with constraints, Vietnam Journal of

Mathematics, (2019), 47(3), 659�667.

[13] Glicksberg I. L., A further generalization of the Kakutani �xed

point theorem, with application to Nash equilibrium points,

Proceedings of the American Mathematical Society, (1952), 3(1),

170-174.

[14] Io�e A. D., Lucchetti R. E., Revalski J. P., A variational

principle for problems with functional constraints, SIAM Journal

on Optimization, (2002), 12(2), 461-478.

[15] Kamburova D.,Weak payo� security in mixed strategies, Comptes

rendus de l'Academie bulgare des Sciences, (2020), 73(4), 467�

474.

[16] Kamburova D., Marinov R., Cournot equilibrium in case of (-1)-

concave price function, Mathematica, (2019), 61(2), 138�145.

[17] Kamburova D., Marinov R., A Note on Ekeland's Variational

Principle and Caristi's Fixed Point Theorem, ïðèåòà çà ïóáëè-

êóâàíå â Geometry, Integrability and Quantization, (2022)

[18] Kenderov P., Lucchetti R., Generic well-posedness of supinf

problems, (1996), Bulletin of Australian Mathematical Society, 54,

5�25.

[19] Kenderov P., Revalski J. P., Dense existence of solutions of

perturbed optimization problems and topological games, (2010),

20



Comptes rendus de l'Academie bulgare des Sciences, 63(7), 937�

942.

[20] Kenderov P., Revalski J. P., Variational principles for supinf

problems, Comptes rendus de l'Academie bulgare des Sciences,

(2017), 70(12), 1635-1642.

[21] McLinden L., An application of Ekeland's theorem to minimax

problems, Nonlinear Analysis: Theory, Methods & Applications,

(1982), 6(2), 189-196.

[22] Murphy F. H., Sherali H. D., Soyster A. L., A mathematical

programming approach for determining oligopolistic market

equilibrium, Mathematical Programming, (1982), 24(1), 92-106.

[23] Nash J, Non-cooperative games, Annals of mathematics, (1951),

286-295.

[24] Reny P. J., On the existence of pure and mixed strategy Nash

equilibria in discontinuous games, Econometrica, (1999), 67(5),

1029�1056.

[25] Shapiro A., Dentcheva D., Ruszczynski A., Lectures on stochastic

programming: modeling and theory, (2021), Society for Industrial

and Applied Mathematics.

[26] von Mouche P., Quartieri F., On the Uniqueness of Cournot

Equilibrium in Case of Concave Itegrated Price Flexibility,

Journal of Global Optimization, (2013), 57, 707-718.

[27] von Mouche P., Quartieri F., Cournot Equilibrium Uniqueness in

Case of Concave Industry Revenue: A Simple Proof, Economics

Bulletin, (2015), 35(2), 1299-1305.

[28] von Stackelberg H., Market Structure and Equilibrium, (2011),

Springer.

21


