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çà äèñåðòàöèÿòà íà Åìèë Ïåòêîâ Êàìåíîâ íà òåìà:

�Àñèìïòîòè÷íè ðåçóëòàòè çà ñëó÷àéíè öåëî÷èñëåíè

ðàçëàãàíèÿ íà ãîëåìè ÷èñëà�

ïðåäñòàâåíà çà ïðèñúæäàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íàòà ñòåïåí
�Äîêòîð�

ïî íàó÷íàòà ñïåöèàëíîñò 01.01.10 �Òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå è
ìàòåìàòè÷åñêà ñòàòèñòèêà�.

Ðåöåíçåíò: ïðîô. äìí Êîñòî Âúëîâ Ìèòîâ
Êðàòêà áèîãðàôè÷íà ñïðàâêà. Åìèë Êàìåíîâ å çàâúðøèë ìàãè-

ñòúðñêà ñòåïåí íà ÔÌÈ ïî ñïåöèàëíîñòòà �Âåðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà�
ïðåç 1998ã. Îò òîãàâà ðàáîòè êàòî àñèñòåíò âúâ ÔÌÈ. Ïðåç 1999 å ïîëó-
÷èë íàãðàäàòà íà èìåòî íà �Êèðèë Ïîïîâ�, ïðèñúæäàíà îò ÁÑÄ. ×ëåí å
íà ÁÑÄ.

Ìàòåðèàëè ïî çàùèòàòà. Ïðåäñòàâåíèòå çà çàùèòàòà ìàòåðèàëè
âêëþ÷âàò: Äèñåðòàöèÿ, Àâòîðåôåðàò (PDF ôàéë), Êîïèÿ îò ïóáëèêàöè-
èòå (4 áð.) Àâòîáèîãðàôèÿ, Ñïèñúê ñ ïóáëèêàöèèòå ïî äèñåðòàöèÿòà è
Ñïèñúê ñ öèòèðàíèÿ. Äèñåðòàöèÿòà ñå ñúñòîè îò óâîä, ÷åòèðè ãëàâè è
ëèòåðàòóðà ñ îáù îáåì îò 82 ñòðàíèöè. Ëèòåðàòóðàòà ñúäúðæà 60 çàãëà-
âèÿ.

Îáùî çà ïðîáëåìèòå â äèñåðòàöèÿòà. Çàäà÷àòà çà ðàçëàãàíå íà
äàäåíî öÿëî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî n íà ñóìà îò öåëè ïîëîæèòåëíè ñúáè-
ðàåìè è â ÷àñòíîñò çà íàìèðàíå íà ôîðìóëà çà áðîÿ íà òåçè ðàçëàãàíèÿ,
êîãàòî ÷èñëîòî å ìíîãî ãîëÿìî, âîäè íà÷àëîòî ñè îò Îéëåð, íî àñèìï-
òîòè÷íà ôîðìóëà çà áðîÿ íà ðàçëàãàíèÿòà å íàìåðåíà ÷àê â íà÷àëîòî
íà 20 âåê îò Õàðäè è Ðàìàíóäæàí. Òâúðäå ïëîäîòâîðíà ñå îêàçâà èäåÿ-
òà çà âúâåæäàíå íà ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå â ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè
ðàçëàãàíèÿ íà ãîëÿìî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Â òàêà ïîëó÷åíîòî âåðîÿòíîñòíî
ïðîñòðàíñòâî ìîãàò äà ñå äåôèíèðàò ðàçëè÷íè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè. Âúâ
âðúçêà ñ òåçè ñëó÷àéíè âåëè÷èíè âúçíèêâàò ðåäèöà èíòåðåñíè è òðóäíè
çà ðåøàâàíå ïðîáëåìè, ñâúðçàíè ñ àñèìïòîòèêà íà ìîìåíòèòå è ãðàíè÷íè
ðàçïðåäåëåíèÿ, êîãàòî n ðàñòå íåîãðàíè÷åíî. Äà îòáåëåæèì, ÷å çà ïðúâ
ïúò âðîÿòíîñòåí ïîäõîä êúì öåëî÷èñëåíèòå ðàçëàãàíèÿ å ïðåäëîæåí îò
Åðäüîø è Ëåíåð ïðåç 1941ã.
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Â ïðåäñòàâåíàòà äèñåðòàöèÿ ñå ðàçãëåæäàò ÷åòèðè ïðîáëåìà îò îá-
ëàñòòà íà ñëó÷àéíèòå öåëî÷èñëåíè ðàçëàãàíèÿ íà ãîëåìè öåëè ÷èñëà,
êàòî ñà ïîëó÷åíè àñèìïòîòè÷íè ôîðìóëè è ãðàíè÷íè òåîðåìè, ñâúðçàíè
ñ òåçè ðàçëãàíèÿ.

Ñúäúðæàíèå äèñåðòàöèÿòà.

Óâîäúò å äîñòà îáøèðåí, íî òîâà å ïîëåçíî, òúé êàòî ïîâå÷åòî îò
ðåçóëòàòèòå, ïðåäñòàâåíè â íåãî è èçïîëçâàíè ïî-íàòàòúê â èçëîæåíèåòî,
íå ñà ïóáëèêóâàíè íà áúëãàðñêè åçèê äî ñåãà. Â óâîäà ñà ôîðìóëèðàíè è
çàäà÷èòå, êîèòî ñå ðåøàâàò â ÷åòèðèòå ãëàâè íà äèñåðòàöèÿòà à èìåííî:

1. Àñèìïòîòèêà íà ìàòåìàòè÷åñòî î÷àêâàíå íà ñë. â. Ys,n, ðàâíà íà
áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå ñúáèðàåìè, áðîåíè áåç êðàòíîñòòà èì, â ðàçëàãàíåòî
íà ÷èñëîòî n, êîèòî ñà ïî-ãîëåìè îò äàäåíî ôèêñèðàíî ÷èñëî s. Ïîëó-
÷åíèÿò ðåçóëòàò îáîáùàâà äîêàçàíà ïî-ðàíî îò Óèëô òåîðåìà â ÷àñòíèÿ
ñëó÷àé s = 0.

2. Âòîðèÿò ðåçóëòàò â äèñåðòàöèÿòà ñå îòíàñÿ çà äèñïåðñèÿòà íà ñë.
â. Xm,n, ðàâíà íà áðîÿ íà ÷àñòèòå â ðàçëàãàíåòî íà ÷èñëîòî n, êîèòî ñå
ñðåùàò òî÷íî m ïúòè.

3. Òðåòèÿò ðåçóëòàò íÿìà ñòîõàñòè÷åí õàðàêòåð. Òîé óòî÷íÿâà åäíà
ôîðìóëà ïîëó÷åíà îò Ðàéò ïðåç 1931ã. çà áðîÿ íà ïëîñêèòå ðàçëàãàíèÿ
íà äàäåíî åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ìåòîäúò íà äîêàçàòåëñòâîòî å ðàçëè÷åí îò
òîçè íà Ðàéò.

4. Ïîñëåäíèÿò ïðîáëåì å ñâúðçàí îòíîâî ñ ïëîñêèòå ðàçëàãàíèÿ íà
åñòåñòâåíî ÷èñëî n, êàòî å âúâåäåíî ðàâíîìåðíî ðàçïðåäåëåíèå â ìíî-
æåñòâîòî îò òåçè ïëîñêè ðàçëàãàíèÿ. Çà ñëó÷àéíà âåëè÷èíà, íàðå÷åíà
ñëåäà íà ïëîñêîòî ðàçëàãàíå, å äîêàçàíà àñèìïòîòè÷íà íîðìàëíîñò ïðè
ïîäõîäÿùà íîðìèðîâêà.

Äîêàçàòåëñòâàòà íà òåçè ðåçóëòàòè ñúñòàâëÿâàò ñúäúðæàíèåòî íà ÷å-
òèðèòå ãëàâè íà äèñåðòàöèÿòà.

Ãëàâà ïúðâà ñúäúðæà ôîðìóëèðîâêàòà è äîêàçàòåëñòâîòî íà ïú-
ðâèÿ îò òåçè ðåçóëòàòè. Äîêàçàòåëñòâîòî ñå ñúñòîè îò íÿêîëêî ñòúïêè.
Íàé-íàïðåä å íàìåðåíà ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ íà ìîìåíòèòå íà ñë. âåëè-
÷èíà Ys,n. Ôîðìóëàòà íà Êîøè çà êîåôèöèåíòèòå â Ëîðàíîâîòî ðàçâèòèå
äàâà òî÷åí èçðàç çà ïúðâèÿ ìîìåíò E[Ys,n], óìíîæåí ñ áðîÿ p(n) íà âñè÷-
êè ðàçëàãàíèÿ íà ÷èñëîòî n. Çà íàìèðàíå íà àñèìïòîòè÷íàòà ôîðìóëà
ïðè n → ∞, âúâ ôîðìóëàòà íà Êîøè e èçáðàí å ïîäõîäÿù êîíòóð íà
èíòåãðèðàíå, îêðúæíîñò ñ ðàäèóñ, êëîíÿù êúì íóëà. Èíòåãðàëúò å ðàç-
äåëåí íà äâà èíòåãðàëà. Â ïúðâèÿ àðãóìåíòúò å â ìàëúê èíòåðâàë îêîëî
íóëàòà. Òîé äàâà àñèìïïòîòèêàòà íà ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå. Çà âòî-
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ðèÿ èíòåãðàë ïî ãîëÿìàòà äúãà å äîêàçàíî, ÷å å ïðåíåáðåæèìî ìàëúê â
ñðàâíåíèå ñ ïúðâèÿ.

Ãëàâà âòîðà ñúäúðæà äîêàçàòåëñòâîòî íà âòîðèÿ ðåçóëòàò îò ñïè-
ñúêà. Òóê å èçïîëçâàíà äâóìåðíà ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ íà áðîÿ íà âñè÷êè
ðàçëàãàíèÿ íà ÷èñëîòî n, êîèòî èìàò òî÷íî j ÷àñòè ñ êðàòíîñò m. Èíà÷å
êàçàíî ðåäèöàòà îò ïîðàæäàùè ôóíêöèè íà ñë. âåëè÷èíè Xm,n å óìíæå-
íà ñ p(n)xn è å ñóìèðàíà îòíîñíî n. Ñëåä äèôåðåíöèðàíå ñà ïîëó÷åíè
ðåäîâå çà ïúðâèÿ è âòîðèÿ ôàêòîðèàëíè ìîìåíòè. Èçïîëçâàéêè ìåòîä
àíàëîãè÷åí ñ òîçè îò Ãëàâà 1, å íàìåðåíà àñèìïòîòèêà íà âòîðèÿ ôàê-
òîðèàëåí ìîìåíò íà ñë. â. Xm,n. Èçïîëçâàíà å è èçâåñòíà ôîðìóëà çà
ìàòåìàòè÷åñêîòî î÷àêâàíå íà òàçè ñë. â., äîêàçàíà îò Êîðòåë, Ïèòåë,
Ñàâèäæ è Óèëô, çà äà ñå äîêàæå àñèìòîòèêà íà äèñïåðñèÿòà.

Ãëàâà òðåòà ñúäúðæà óòî÷íåíèå íà ôîðìóëàòà íà Ðàéò çà áðîÿ íà
ïëîñêèòå ðàçëàãàíèÿ. Äîêàçàòåëñòâîòî íå ñëåäâà ïúòÿ íà Ðàéò. Äàäåíî å
íîâî äîêàçàòåëñòâî, êîåòî èçïîëçâà åäíà òåîðåìà íà Ìåéíàðäóñ, îòíàñÿ-
ùà ñå çà àñèìïòîòèêà íà êîåôèöèåíòèòå íà êëàñ îò ïîðàæäàùè ôóíêöèè,
êîèòî ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç áåçêðàéíî ïðîèçâåäåíèå. Çà ïðîâåð-
êà íà óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà, êîåòî íå å òðèâèàëíî, å èçïîëçâàí åäèí
íîâ ðåçóëòàò íà Ãðàíîâñêè, Ñòàðê è Åðëèõñîí îò 2008ã. Òîâà óëåñíÿâà
ïðèëîæåíèåòî íà òåîðåìàòà íà Ìåéíàðäóñ êúì ïîðàæäàùàòà ôóíêöèÿ
íà áðîÿ íà ïëîñêèòå ðàçëàãàíèÿ.

×åòâúðòà ãëàâà ñúäúðæà äîêàçàòåëñòâîòî íà ãðàíè÷íà òåîðåìà çà
ñëåäàòà íà ïëîñêî ðàçëàãàíå. Äîêàçàíà å àñèìïòîòè÷íà íîðìàëíîñò ïðè
ïîäõîäÿùà íîðìèðîâêà. Ïðè äîêàçàòåëñòâîòî ñà èçïîëçâàíè ïîðàæäàùè
ôóíêöèè â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, ïîäõîäÿùè àñèìïòîòè÷íè ðàçëàãàíèÿ
íà òåçè ôóíêöèè è åñòåñòâåíî òåîðåìàòà çà íåïðåêúñíàòîñò ïðè õàðàê-
òåðèñòè÷íèòå ôóíêöèè.

Òðÿáâà äà ñå êàæå, ÷å äîêàçàòåëñòâàòà è íà ÷åòèðèòå òåîðåìè ñà òâúð-
äå ñëîæíè. Äèñåðòàíòúò ãè å ðàçäåëèë ïî ïîäõîäÿù íà÷èí íà ëåìè è îò-
äåëíè ñòúïêè, êîåòî îáëåê÷àâà ïðîñëåäÿâàíåòî èì. Èçïîëçâàíè ñà ðàçíî-
îáðàçíè ìåòîäè îò ðàçëè÷íè îáëàñòè íà ìàòåìàòèêàòà êàòî: ïîðàæäàøè
è õàðàêòåðèñòè÷íè ôóíêöèè, êîìáèíàòîðíè ðåçóëòàòè, ðåçóëòàòè îò òåî-
ðèÿ íà ÷èñëàòà, òåîðèÿ íà àíàëèòè÷íèòå ôóíêöèè è äð. Åñòåñòâåíî òîâà
èçèñêâà äîáðî ïîçíàâàíå íà òåçè îáëàñòè è ãîëÿìà ñðú÷íîñò è óìåíèå
ïðè ïðåñìÿòàíèÿòà è îöåíêèòå.

Ïîëó÷åíèòå â äèñåðòàöèÿòà ðåçóëòàòè èìàò ÷èñòî òåîðåòè÷åí õàðàê-
òåð. Òå ñà îðèãèíàëíè è ïðåäñòàâëÿâàò ïðèíîñ êúì òàçè ÷àñò îò òåîðèÿòà
íà ÷èñëàòà, êîÿòî ìîæåì äà íàðå÷åì ñòîõàñòè÷íà.
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Çàáåëåæêè. Íàìåðåíè ñà äðåáíè ïðàâîïèñíè ãðåøêè. Åòî íÿêîè îò
òÿõ:

Åäèíñòâåíî â çàãëàâèåòî íà âòîðà ãëàâà å íàïèñàíî Ãëàâà 2 - , íî çà
ñìåòêà íà òîâà å èçÿäåíî åäíî �â�.

ñòð. 16, ðåä 8 îòãîðå áè òðÿáâàëî äà å Ys+1,n = k?
ñòð. 16, ðåä 4 îòäîëó áè òðÿáâàëî äà å j ∈ H âìåñòî j ∈ T?
ñòð. 21, ðåä 2 îòãîðå. Òåêñòúò çàïî÷âàù ñ �Àêî h(y)....èìàùè òî÷íî

òåçè ñâîéñòâà.� íà ìåí íå ìè å ÿñåí.
ñòð. 23 è 24. Òàì ñå ñðåùà Q(n) è Q(x). Ñïîðåä ìåí åäíîòî å êîåôèöè-

åíò, à äðóãîòî å ïîðàæäàùà ôóíêöèÿ. Ìîæå áè òðÿáâà äà å G(x) âìåñòî
Q(x).

ñòð 27, ðåä 4 îòãîðå áè òðÿáâàëî äà å 1√
3
.

ñòð 28, Çàùî âúâ ôîðìóëàòà çà ñëåäàòà ñóìèðàíåòî âúðâè äî n. Â
ïðèìåðà ïî-äîëó n = 21, à ñóìàòà â ñëåäàòà ñå ñúñòîè îò 3 ñúáèðàåìè.

ñòð. 34, ôîðìóëà (34) èìà èçïóñíàòî xn.
ñòð. 47, Ïðåäè ôîðìóëà (83) áè òðÿáâàëî äà å �Òîãàâà, îòíîâî îò (81)

è (82)...�.
ñòð. 54, ôîðìóëà (110) áè òðÿáâàëî äà å f(x).
ñòð. 58, ðåä 3 îòäîëó ìîæå áè â ñòåïåííèÿ ïîêàçòåë íà u = eiT òðÿáâà

äà èìà è ïðîìåíëèâà îñâåí íîðìèðàùàòà êîíñòàíòà T?
Äðóãàòà ìè çàáåëåæêà ñå îòíàñÿ îáùî çà îôîðìëåíèåòî êàêòî íà äè-

ñåðòàöèÿòà, òàêà è íà àâòîðåôåðàòà. Ñ÷èòàì, ÷å òî áè ìîãëî äà ñå íàïðà-
âè çíà÷èòåëíî ïî-ãðèæëèâî.

Ïóáëèêàöèè. Ñïèñúêúò îò ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà ñúäúðæà
4 çàãëàâèÿ. Îò òÿõ 2 ñà ñàìîñòîÿòåëíè è 2 ñà â ñúàâòîðñòâî ñ íàó÷íèÿ
ðúêîâîäèòåë. Âñè÷êè ñà èçëåçëè îò ïå÷àò. Òúé êàòî íå å óêàçàíî äðó-
ãî, ñ÷èòàì, ÷å â ñúâìåñòíèòå ðàáîòè ïðèíîñúò íà äèñåðòàíòà å ðàâåí íà
ïðèíîñà íà äðóãèÿ ñúàâòîð.

Àâòîðåôåðàòúò ïðåäñòàâÿ ïúëíî è òî÷íî ñúäúðæàíèåòî íà äèñåðòà-
öèÿòà.

Öèòèðàíèÿ. Äèñåðòàíòúò å ïðåäñòàâèë ñïèñúê îò 5 ðàáîòè íà äðóãè
àâòîðè, â êîèòî èìà öèòèðàíèÿ íà 2 îò ñòàòèèòå ïî äèñåðòàöèÿòà.

Ñ÷èòàì, ÷å çàÿâåíèòå â çàêëþ÷åíèåòî íà äèñåðòàöèÿòà è â àâòîðåôå-
ðàòà ïðèíîñè äåéñòâèòåëíî ñà òàêèâà.

Ëè÷íèòå ìè âïå÷àòëåíèÿ çà Åìèë Êàìåíîâ ñà äîáðè. Òå ñà
îñíîâíî îò íåãîâè ïðåäñòàâÿíèÿ íà ñåìèíàðèòå è êîíôåðåíöèèòå ïî âå-
ðîÿòíîñòè è ñòàòèñòèêà è àíàëèç íà äàííè.
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Çàêëþ÷åíèå. Âúç îñíîâà íà èçëîæåíîòî ñ÷èòàì, ÷å ïðåäñòàâåíèÿ
äèñåðòàöèîíåí òðóä îòãîâàðÿ íàïúëíî íà èçèñêâàíèÿòà íà ÇÐÀÑÐÁ, ïî-
ðàäè êîåòî óáåäåíî ïðåïîðú÷âàì íà ïî÷èòàåìîòî æóðè äà ïðèñúäè íà
Åìèë Ïåòêîâ Êàìåíîâ îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íàòà ñòåïåí �ÄÎÊÒÎÐ�
ïî íàó÷íàòà ñïåöèàëíîñò 01.01.10 �Òåîðèÿ íà âåðîÿòíîñòèòå è ìàòåìàòè-
÷åñêà ñòàòèñòèêà�.

ãð. Ïëåâåí 20.04.2012ã. Êîñòî Ìèòîâ
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