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I. ÓÂÎÄ

Ïðåç ïîñëåäíèòå äåñåòèëåòèÿ çíà÷èòåëåí íàó÷åí èíòåðåñ ñå ïðîÿâÿâà êúì
òàêà íàðå÷åíîòî äðîáíî ñìÿòàíå, êîåòî ïîçâîëÿâà èíòåãðèðàíå è äèôåðåíöè-
ðàíå îò ïðîèçâîëåí ðåä, íå íåïðåìåííî öåëî÷èñëåí. Äî ãîëÿìà ñòåïåí òîâà ñå
äúëæè íà ïðèëîæåíèÿòà íà äðîáíîòî ñìÿòàíå çà ìàòåìàòè÷åñêîòî ìîäåëèðàíå
íà ðåäèöà ïðîöåñè ñ ïàìåò â ðàçëè÷íè îáëàñòè êàòî ôèçèêà, áèîëîãèÿ, äîðè
ñîöèîëîãèÿ.

Ïúðâèòå èäåè çà äðîáíî ñìÿòàíå äàòèðàò îùå îò êðàÿ íà XVII âåê è ñà ñâúð-
çàíè ñ èìåòî íà Ãîòôðèä Ëàéáíèö. Ïî÷òè òðè âåêà ïî-êúñíî äðîáíîòî ñìÿòàíå
çàïî÷âà äà ñå èçïîëçâà èíòåíçèâíî çà îïèñâàíå íà åâîëþöèÿòà íà ðàçëè÷íè ðå-
àëíè ñèñòåìè ñ ïîìîùòà íà äðîáíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ, ò.å. åâîëþöèîííè
óðàâíåíèÿ, â êîèòî öåëî÷èñëåíèòå ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî èëè ïðîñòðàíñòâîòî
ñà çàìåíåíè ñ îïåðàòîðè îò äðîáåí ðåä. Òå ñå èçïîëçâàò çà ìîäåëèðàíå íà àíî-
ìàëíà äèôóçèÿ, òîïëîîáìåí â ìàòåðèàëè ñ ïàìåò, âúëíè âúâ âèñêîçîåëàñòè÷íè
ñðåäè è äð.

Çà ìîäåëèðàíå íà íÿêîè êîìïëåêñíè ñèñòåìè ñå îêàçâà ïî-ïîäõîäÿùî èçïîë-
çâàíåòî íà îáîáùåíèÿ íà êëàñè÷åñêèòå äðîáíè ïðîèçâîäíè, íàïðèìåð äðîáíè
ïðîèçâîäíè îò ðàçïðåäåëåí ðåä èëè ïî-îáùè èíòåãðî-äèôåðåíöèàëíè îïåðàòîðè
îò êîíâîëþöèîíåí òèï. Òàêà ñå ñòèãà äî ãîëÿìî ìíîãîîáðàçèå îáîáùåíè äðîáíè
åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ. Òîâà ïîðàæäà íåîáõîäèìîñòòà îò ïîäðåäáà â ìíîæåñ-
òâîòî îò òàêèâà óðàâíåíèÿ è îò íàìèðàíå íà íà÷èíè çà òÿõíîòî èçñëåäâàíå,
ðåøàâàíå è êëàñèôèêàöèÿ.

Ìíîãî ïîëåçåí â òàçè íàñîêà ñå îêàçâà ò.íàð. ïðèíöèï çà ñóáîðäèíàöèÿ. Íàé-
îáùî, òîçè ïðèíöèï ñå ñúñòîè â ñëåäíîòî: ïðè äàäåíè äâå çàäà÷è íà Êîøè (P )
è (P∗), çàäà÷àòà (P ) ñå íàðè÷à ïîä÷èíåíà íà çàäà÷àòà (P∗) àêî òÿ å ðàçðåøèìà
âèíàãè êîãàòî (P∗) å ðàçðåøèìà è ðåøåíèåòî u(x, t) íà (P ) ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç
ðåøåíèåòî u∗(x, t) íà (P∗) ÷ðåç èíòåãðàëíàòà çàâèñèìîñò

u(x, t) =

∫ ∞
0

ϕ(t, τ)u∗(x, τ) dτ,

êúäåòî ÿäðîòî ϕ(t, τ) å âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò ïî îòíîøåíèå íà τ ≥ 0 êîãàòî
t > 0 ñå ðàçãëåæäà êàòî ïàðàìåòúð, ò.å.

ϕ(t, τ) ≥ 0,

∫ ∞
0

ϕ(t, τ) dτ = 1. (0.1)

Ïîä ðàçðåøèìîñò íà çàäà÷àòà ðàçáèðàìå, ÷å òÿ å êîðåêòíî ïîñòàâåíà, ò.å. èìà
åäèíñòâåíî ðåøåíèå, êîåòî çàâèñè íåïðåêúñíàòî îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ.

Ïðèíöèïúò çà ñóáîðäèíàöèÿ äàâà âúçìîæíîñò äà ñå ïðåäñòàâÿò ðåøåíèÿ-
òà íà ñëîæíè óðàâíåíèÿ ÷ðåç ðåøåíèÿòà íà ïî-ïðîñòè êëàñè÷åñêè óðàâíåíèÿ
è å ïîëåçåí èíñòðóìåíò çà äîêàçâàíå íà ðàçðåøèìîñò íà çàäà÷àòà, íàìèðàíå
íà îöåíêè çà ðåøåíèåòî, óñòàíîâÿâàíå íà íåãîâîòî àñèìïòîòè÷íî ïîâåäåíèå è
äðóãè ñâîéñòâà. Íàðåä ñ òîâà, ÷ðåç ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ ñå óñòàíîâÿâà
�éåðàðõèÿ� ñðåä ìíîæåñòâîòî íà îáîáùåíè äðîáíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ, êî-
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ÿòî å âàæíà çà ïðàâèëíîòî êëàñèôèöèðàíå è îöåíêà íà ôèçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà
ñúîòâåòíèòå ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè.

Íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ å ïîñâåòåíà íà èçó÷àâàíåòî íà ïðèíöèïà çà ñóáîð-
äèíàöèÿ çà îáîáùåíè äðîáíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ. Ðàçðàáîòåíà å ìåòîäîëî-
ãèÿ, êîÿòî ïîçâîëÿâà óñòàíîâÿâàíå íà ñóáîðäèíàöèîííà çàâèñèìîñò ìåæäó äâå
óðàâíåíèÿ è ïî òîçè íà÷èí ïîìàãà çà êëàñèôèöèðàíå íà òåçè óðàâíåíèÿ â äâå
îñíîâíè ãðóïè: óðàâíåíèÿ îïèñâàùè ñóáäèôóçèÿ è äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâ-
íåíèÿ. Èçñëåäâàíè ñà ðåäèöà êîíêðåòíè óðàâíåíèÿ, êîèòî ñå ñðåùàò â íàó÷íàòà
ëèòåðàòóðà.

Îñíîâíèòå ìàòåìàòè÷åñêè èíñòðóìåíòè, êîèòî ñå èçïîëçâàò â ïðîâåäåíèòå
èçñëåäâàíèÿ, ñà òåîðèÿòà íà îïåðàòîðèòå è ñïåöèàëíèòå ôóíêöèè íà äðîáíîòî
ñìÿòàíå, àïàðàòúò íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ è òåîðèÿòà íà ôóíêöèèòå íà
Áåðíùàéí è ñïåöèàëíè êëàñîâå ôóíêöèè ñâúðçàíè ñ òÿõ.

II. ÑÒÐÓÊÒÓÐÀ È ÊÐÀÒÚÊ ÎÁÇÎÐ ÍÀ ÄÈÑÅÐÒÀÖÈßÒÀ

Äèñåðòàöèîíèÿò òðóä ñúäúðæà 200 ñòðàíèöè. Òîé ñå ñúñòîè îò óâîä, îñåì
ãëàâè (ðàçïðåäåëåíè â 31 ñåêöèè), çàêëþ÷èòåëíè áåëåæêè, èçïîëçâàíà ëèòå-
ðàòóðà è àçáó÷åí óêàçàòåë (èíäåêñ). Áèáëèîãðàôèÿòà ñúäúðæà 110 çàãëàâèÿ.
Íîìåðàöèÿòà íà òåîðåìèòå å ñ äâå ÷èñëà, êàòî ïúðâîòî îçíà÷àâà íîìåðà íà ãëà-
âàòà, à âòîðîòî å ïîðåäíèÿò íîìåð â ñàìàòà ãëàâà. Íîìåðàöèÿòà íà ôîðìóëèòå,
äåôèíèöèèòå, òâúðäåíèÿòà, çàáåëåæêèòå, ïðèìåðèòå è ôèãóðèòå ñëåäâà ñúùèÿ
ïðèíöèï. Òåêñòúò å íà àíãëèéñêè åçèê.

Äèñåðòàöèÿòà å ðåçóëòàò íà íàó÷íèòå èçñëåäâàíèÿ íà àâòîðà, ïðîâåäåíè ïðåç
ïîñëåäíèòå ñåäåì ãîäèíè (2015-2021). Òÿ ñå îñíîâàâà íà 11 ñòàòèè, ïóáëèêóâàíè
ïðåç òîçè ïåðèîä: [B1]-[B11], äàäåíè â ñåêöèÿ III íà òîçè àâòîðåôåðàò.

Ñëåäâà êðàòúê îáçîð íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä êàòî çà âñÿêà ãëàâà â íåãî ùå
îòáåëåæèì êîè îò ïóáëèêàöèèòå ñà èçïîëçâàíè.

Óâîäúò ñúäúðæà ìîòèâèòå çà ïðîâåäåíèòå èçñëåäâàíèÿ, êàòî ñà äàäåíè ïðè-
ìåðè íà ðàçëè÷íè òèïîâå ïðèíöèïè çà ñóáîðäèíàöèÿ. Ãëàâà 1 ñúäúðæà îçíà-
÷åíèÿ, äåôèíèöèè è îñíîâíè ñâîéñòâà íà îïåðàòîðèòå çà äðîáíî èíòåãðèðàíå
è äèôåðåíöèðàíå, òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ, ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð
è íÿêîè ôóíêöèè îò òèïà íà Ðàéò. Â Ãëàâà 2, ñëåä âúâåäåíèå â òåîðèÿòà íà
ôóíêöèèòå íà Áåðíùàéí è èíòåãðàëíèòå óðàâíåíèÿ íà Âîëòåðà, äîêàçâàìå äâå
îáùè òåîðåìè çà ñóáîðäèíàöèÿ. Ãëàâà 3 ([B5] è [B9]) å ïîñâåòåíà íà äåòàéëíî
èçó÷àâàíå íà ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ çà åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ ñ äðîáíè
ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî è ïî ïðîñòðàíñòâîòî. Êàòî ïðèëîæåíèå ñà ïîëó÷åíè èí-
òåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ çà ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå è íÿêîè ÿâíè ïðåäñòàâÿ-
íèÿ ÷ðåç ñïåöèàëíè ôóíêöèè. Îñòàòúêúò îò äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæäà îáîáùåíè
åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ ñ äðîáíè îïåðàòîðè ïî âðåìåòî. Çà äà äåìîíñòðèðàìå
âàæíàòà ðîëÿ íà ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ ïðè èçó÷àâàíåòî íà òåçè óðàâíåíèÿ,
â Ãëàâà 4 ([B10]) å ðàçãëåäàíî äðîáíîòî óðàâíåíèå íà Äæåôðè çà òîïëîïðî-
âîäíîñòòà. Â Ãëàâà 5 ([B1], [B2] è [B3]) ñà ïîëó÷åíè ðåçóëòàòè çà ñóáîðäèíàöèÿ
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íà óðàâíåíèÿ çà ñóáäèôóçèÿ îò ðàçïðåäåëåí ðåä è çà ïî-îáùè óðàâíåíèÿ ñ ÿä-
ðà íà ïàìåòòà. Èçâåäåíè ñà ïîëåçíè îöåíêè â ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé. Â Ãëàâà 6

([B6]) ñå èçó÷àâà ìóëòèíîìíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð, êîÿòî å ñâúðçàíà
ñ ðåøàâàíåòî íà óðàâíåíèÿ íà ðåëàêñàöèÿ ñ íÿêîëêî ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî îò
ðàçëè÷åí (äðîáåí) ðåä. Ïîñëåäíèòå äâå ãëàâè ðàçãëåæäàò óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè
ÿâëåíèÿ, êîèòî ñà ìåæäèííè ìåæäó äèôóçèÿ è ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíè. Â
Ãëàâà 7 ([B4] è [B7]) å äèñêóòèðàí è ÷àñòè÷íî ðåøåí åäèí îòâîðåí ïðîáëåì îò-
íîñíî èíòåðïðåòàöèÿòà íà ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà äèôóçèîííî-âúëíîâè
óðàâíåíèÿ îò ðàçïðåäåëåí ðåä êàòî âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò. Òîâà ñâîéñòâî íà
ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå å âàæíî êàêòî çà ôèçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà ìîäåëà, òà-
êà è çà óñòàíîâÿâàíå íà ñóáîðäèíàöèÿ ïî îòíîøåíèå íà âúëíîâîòî óðàâíåíèå.
Â Ãëàâà 8 ([B4], [B8] è [B11]) ñå ðàçãëåæäàò óðàâíåíèÿ, îïèñâàùè ðàçïðîñòðà-
íåíèåòî íà âúëíè âúâ âèñêîçîåëàñòè÷íè ñðåäè ñ íàïúëíî ìîíîòîííè ìîäóëè íà
ðåëàêñàöèÿ. Ðàçãëåäàíè ñà îáîáùåíè äðîáíè ìîäåëè íà Ìàêñóåë è Çåíåð, êàêòî
è åäèí íîâ ìîäåë ñ ìîäóë íà ðåëàêñàöèÿ, êîéòî ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç íàïúëíî ìîíî-
òîííà áèíîìíà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð. ×àñòíèÿò ñëó÷àé íà äðîáåí ìîäåë
íà Äæåôðè å èçñëåäâàí ïîäðîáíî è å îáñúäåí ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà ôîðìó-
ëàòà çà ñóáîðäèíàöèÿ. Äèñåðòàöèÿòà çàâúðøâà ñ ðåçþìå íà îñíîâíèòå íàó÷íè
ïðèíîñè.

III. ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÄÈÑÅÐÒÀÖÈßÒÀ

[B1] E. Bazhlekova (2015), Completely monotone functions and some classes of
fractional evolution equations. Integral Transforms and Special Functions, 26 (9)
737-752; IF: 0.528 � Q3 (Web of Science) � 30ò.
16 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B2] E. Bazhlekova (2015), Subordination principle for a class of fractional order
di�erential equations. Mathematics (MDPI), 3 (2) 412-427; èíäåêñèðàíà â Web of
Science è Scopus � 12ò.
13 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B3] E. Bazhlekova (2018), Estimates for a general fractional relaxation equation
and application to an inverse source problem. Mathematical Methods in the Applied
Sciences, 41 (18) 9018-9026; IF: 1.533 � Q2 (Web of Science) � 40ò.
4 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B4] E. Bazhlekova (2018), Subordination in a class of generalized time-fractional
di�usion-wave equations. Fractional Calculus and Applied Analysis, 21 (4) 869-900;
IF: 3.514 � Q1(Web of Science) � 50ò.
19 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B5] E. Bazhlekova (2019), Subordination principle for space-time fractional evolution
equations and some applications. Integral Transforms and Special Functions, 30 (6)
431-452;IF: 0.705 � Q3 (Web of Science) � 30ò.
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8 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B6] E. Bazhlekova (2021), Completely monotone multinomial Mittag-Le�er type
functions and di�usion equations with multiple time-derivatives. Fractional Calculus
and Applied Analysis, 24 (1) 88-111; IF: 3.17 � Q1(Web of Science) � 50ò.
3 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B7] E. Bazhlekova, I. Bazhlekov (2018), Subordination approach to multi-term time-
fractional di�usion-wave equations. Journal of Computational and Applied Mathema-
tics (Elsevier), 339, 179-192; IF: 1.883 � Q1(Web of Science) � 50ò.
14 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B8] E. Bazhlekova, I. Bazhlekov (2018), Complete monotonicity of the relaxation
moduli of distributed-order fractional Zener model. AIP Conference Proceedings,
2048, art.no. 050008; SJR: 0.182 � 20ò.
3 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B9] E. Bazhlekova, I. Bazhlekov (2019), Subordination approach to space-time
fractional di�usion. Mathematics (MDPI), 7(5) art.no. 415; IF: 1.747 � Q1 (Web
of Science) � 50ò.
7 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B10] E. Bazhlekova, I. Bazhlekov (2020), Transition from di�usion to wave propaga-
tion in fractional Je�reys-type heat conduction equation. Fractal and Fractional
(MDPI), 4(3), art.no. 32; IF: 3.313 � Q1(Web of Science) � 50ò.
3 öèòèðàíèÿ â Scopus

[B11] E. Bazhlekova, S. Pshenichnov (2021), Wave propagation in viscoelastic half-
space with memory functions of Mittag-Le�er type. International Journal of Applied
Mathematics, 34(3) 423-440; SJR: 0.268 � Q3 (Scopus) � 20ò.

Âñåêè îòáåëÿçàí èìïàêò ôàêòîð, èìïàêò ðàíã èëè êâàðòèë êúì ïóáëèêàöè-
èòå ñå îòíàñÿ çà ãîäèíàòà íà ïóáëèêóâàíå íà ñúîòâåòíàòà ñòàòèÿ. Äàäåíè ñà è
òî÷êèòå, èç÷èñëåíè ñïîðåä ïðàâèëàòà çà ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå 4.5. Ìà-
òåìàòèêà â Ïðàâèëíèêà íà ÁÀÍ çà ïðèëàãàíå íà ÇÐÀÑÐÁ. Êúì âñÿêà ñòàòèÿ å
ïðèëîæåí è ñúîòâåòíèÿ áðîé öèòèðàíèÿ, íàìåðåíè â áàçàòà äàííè Ñêîïóñ, êàòî
ñà èçêëþ÷åíè àâòîöèòèðàíèÿòà.

Îò ïðåäñòàâåíèòå 11 ïóáëèêàöèè 8 ñà â èçäàíèÿ ñ IF (îáù IF: 16.4). Îò òÿõ 5
ñà â Q1 (250 ò.), 1 â Q2 (40 ò.), 2 â Q3 (60 ò.) - îáùî 350 òî÷êè. Ïóáëèêàöèè, êîèòî
ñà â èçäàíèÿ ñ SJR � 2 áð. � 40 ò. Åäíà ïóáëèêàöèÿ å â èçäàíèå, èíäåêñèðàíî
íà Web of Science è Scopus, íî áåç IF/SJR çà ãîäèíàòà íà ïóáëèêóâàíå � 12 ò.
Îáùî îò âñè÷êè ïóáëèêàöèè ïî äèñåðòàöèÿòà: 402 òî÷êè.

Öèòèðàíèÿòà íà ïóáëèêàöèèòå ïî äèñåðòàöèÿòà íàìåðåíè â áàçàòà äàííè
Scopus ñà 90. Te íîñÿò îáùî 540 òî÷êè (ïî 6ò. íà öèòèðàíå ñúãëàñíî Ïðàâèëíèêà
íà ÁÀÍ çà ïðèëàãàíå íà ÇÐÀÑÐÁ).

Îò ïóáëèêàöèèòå 6 ñà ñàìîñòîÿòåëíè, à 5 ñà â ñúàâòîðñòâî ñ åäèí àâòîð.
Àíàëèòè÷íèòå ðåçóëòàòè âúâ âñè÷êè ïóáëèêàöèè ñà ïîëó÷åíè îò äèñåðòàíòà.
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Ïðèíîñúò íà ñúàâòîðèòå â ïóáëèêàöèè [B7]-[B11] ñå ñúñòîè â óòî÷íÿâàíå íà ìà-
òåìàòè÷åñêèÿ ìîäåë, ÷èñëåíè ïðåñìÿòàíèÿ è âèçóàëèçàöèÿ íà ðåçóëòàòèòå. Â
ñòàòèèòå [B9] è [B10] å îòáåëÿçàí ïðèíîñúò íà îòäåëíèòå àâòîðè. Â äèñåðòàöè-
ÿòà ñà îïèñàíè ñàìî ðåçóëòàòè, êîèòî ñà ïîëó÷åíè îò äèñåðòàíòà. Åäèíñòâåíî
èçêëþ÷åíèå ïðàâÿò ïðåäñòàâåíèòå ôèãóðè (Ôèãóðè 4.1, 7.1-7.3 è 8.1). Òå ñà äà-
äåíè ñ öåë âèçóàëèçàöèÿ íà ïîâåäåíèåòî íà àíàëèòè÷íî èçâåäåíèòå ðåøåíèÿ è
íå ñå ðàçãëåæäàò êàòî ïðèíîñ íà äèñåðòàíòà.

Íèòî åäíà îò ïðåäñòàâåíèòå ïóáëèêàöèè íå å èçïîëçâàíà â äðóãè äèñåðòàöèè
èëè êîíêóðñè, êàêòî íà äèñåðòàíòà, òàêà è íà ñúàâòîðèòå. Âñè÷êèòå 11 ñòàòèè ñà
ïóáëèêóâàíè ñëåä ïðèêëþ÷âàíå íà ïîñëåäíàòà ïðîöåäóðà íà äèñåðòàíòà (êîÿòî
å çà çàåìàíå íà àêàäåìè÷íàòà äëúæíîñò äîöåíò ïðåç 2014ã.).

IV. ÑÚÄÚÐÆÀÍÈÅ È ÎÑÍÎÂÍÈ ÐÅÇÓËÒÀÒÈ

Ùå ïðîñëåäèì ñúäúðæàíèåòî è îñíîâíèòå ðåçóëòàòè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä
ïî ãëàâè.

1 Îïåðàòîðè è ñïåöèàëíè ôóíêöèè íà äðîáíîòî ñìÿòàíå

Ãëàâà 1, ñúñòîÿùà ñå îò 5 ñåêöèè, ñúäúðæà ïðåäâàðèòåëíà èíôîðìàöèÿ. Äå-
ôèíèðàíè ñà îïåðàòîðèòå íà äðîáíî èíòåãðèðàíå è äèôåðåíöèðàíå, êàêòî è
íÿêîè ñïåöèàëíè ôóíêöèè, òÿñíî ñâúðçàíè ñ äðîáíîòî ñìÿòàíå. Äàäåíè ñà òåõ-
íèòå îñíîâíè ñâîéñòâà.

Ìíîæåñòâàòà îò ïîëîæèòåëíè öåëè, ðåàëíè è êîìïëåêñíè ÷èñëà ñå îçíà÷àâàò
ñúîòâåòíî ñ N, R, C; N0 = N ∪ {0}, R+ = (0,∞), C+ = {z ∈ C, <z > 0}.

Íåêà X å Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Çà −∞ ≤ a < b ≤ +∞ îçíà÷àâàìå ñ
C([a, b];X) ïðîñòðàíñòâîòî íà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè f : [a, b] → X. Ïðî-
ñòðàíñòâîòî îò ôóíêöèè f : R+ → X, êîèòî ñà èíòåãðèðóåìè â ñìèñúë íà
Áîõíåð âúðõó âñåêè èíòåðâàë [0, τ ], τ > 0, ñå îçíà÷àâà ñ L1

loc(R+;X). Çà êðàò-
êîñò, L1

loc(R+) := L1
loc(R+;R).

Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ íà ôóíêöèÿ f ∈ L1
loc(R+;X) ñå äåôèíèðà ïî

ñëåäíèÿ íà÷èí

L{f(t)}(s) = f̂(s) =

∫ ∞
0

e−stf(t) dt, <s > 0.

Íåêà α > 0 è m− 1 < α ≤ m, m ∈ N. Äåôèíèðàìå

ωα(t) =
tα−1

Γ(α)
, t > 0, α > 0, (1.1)

êúäåòî Γ(·) îçíà÷àâà ôóíêöèÿòà Ãàìà. Îñâåí òîâà ïîëàãàìå ω0(t) = δ(t), êúäåòî
δ å äåëòà ôóíêöèÿòà íà Äèðàê.
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Çà u : R+ → X äåôèíèðàìå äðîáíà ïðîèçâîäíà íà Ðèìàí-Ëèóâèë îò ðåä α
÷ðåç ðàâåíñòâîòî [15, 25]

(Dα
t u)(t) =

dm

dtm

∫ t

0

ωm−α(t− τ)u(τ) dτ, t > 0.

Äðîáíà ïðîèçâîäíà íà Êàïóòî ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî [15, 25]

(CD
α

t u)(t) =

∫ t

0

ωm−α(t− τ)u(m)(τ) dτ, t > 0.

Çà α = m ∈ N èìàìå Dm
t = CD

m
t = dm

dtm
.

Ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð å öÿëà ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà ñúñ ñëåäíîòî ðàç-
âèòèå â ðåä [12, 15, 20]

Eα,β(z) =
∞∑
k=0

zk

Γ(αk + β)
, α > 0, β ∈ R, z ∈ C. (1.2)

Â ÷àñòíîñò îçíà÷àâàìå Eα(z) := Eα,1(z).
Ôóíêöèÿòà íà Ïðàáõàêàð (èëè ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð ñ òðè ïàðàìåòúðà)

å öÿëà ôóíêöèÿ, êîÿòî ñå äåôèíèðà êàêòî ñëåäâà [27, 10]

Eδ
α,β(z) =

∞∑
k=0

(δ)k
k!

zk

Γ(αk + β)
, z ∈ C, α ∈ R+, β, δ ∈ R, (1.3)

êúäåòî (δ)k îáîçíà÷àâà ñèìâîëà íà Ïîõõàìåð

(δ)k =
Γ(δ + k)

Γ(δ)
= δ(δ + 1) . . . (δ + k − 1), k ∈ N, (δ)0 = 1. (1.4)

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé δ = 1 ïîëó÷àâàìå Eα,β(z) = E1
α,β(z).

Ôóíêöèÿòà íà Ìàéíàðäè (íàðè÷àíà îùå Ì-Ðàéò ôóíêöèÿ) å öÿëà ôóíêöèÿ
îò òèïà íà Ðàéò, äåôèíèðàíà ÷ðåç ðåäà [20, 12]

Mγ(z) =
∞∑
n=0

(−z)n

n!Γ(−γn+ 1− γ)
, 0 < γ < 1, z ∈ C. (1.5)

Òÿ å ñâúðçàíà ñ ôóíêöèÿòà íà Ìèòàã-Ëåôëåð Eγ(·) ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

L{Mγ(τ)}(s) =

∫ ∞
0

e−sτMγ(τ) dτ = Eγ(−s), 0 < γ < 1. (1.6)

Ôóíêöèÿòà Lγ(·), äåôèíèðàíà ïîñðåäñòâîì íåéíàòà Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèÿ

L{Lγ(τ)}(s) =

∫ ∞
0

e−sτLγ(τ) dτ = exp(−sγ), 0 < γ < 1, (1.7)

ñå íàðè÷à ïëúòíîñò íà ñòàáèëíî ðàçïðåäåëåíèå íà Ëåâè [9, 21, 22]. Òÿ å ñâúðçàíà
ñ ôóíêöèÿòà íà Ìàéíàðäè ÷ðåç ðàâåíñòâîòî [20, 26]

Lγ(z) = γz−γ−1Mγ

(
z−γ
)
, 0 < γ < 1, z ∈ C\(−∞, 0]. (1.8)
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Åäíîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò íàðè÷àìå ôóíêöèÿ, äåôèíèðàíà âúðõó
R+, è óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèÿòà

ϕ(τ) ≥ 0, τ ≥ 0;

∫ ∞
0

ϕ(τ) dτ = 1. (1.9)

Ôóíêöèèòå Mγ(τ) è Lγ(τ) ñà åäíîñòðàííè âåðîÿòíîñòíè ïëúòíîñòè.
Ïîäðîáíà èíôîðìàöèÿ çà äðîáíîòî ñìÿòàíå è ôóíêöèèòå íà Ìèòàã-Ëåôëåð

ñå ñúäúðæà â ìîíîãðàôèèòå [12, 15, 25]. Îáçîð íà ñïåöèàëíè ôóíêöèè, ñâúðçàíè
ñ äðîáíîòî ñìÿòàíå ìîæå äà ñå íàìåðè â [16, 17].

2 Âúâåäåíèå â ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ

Â Ãëàâà 2 (4 ñåêöèè) ïúðâî äàâàìå äåôèíèöèèòå è îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà
ôóíêöèèòå íà Áåðíùàéí è ñâúðçàíèòå ñ òÿõ ñïåöèàëíè êëàñîâå ôóíêöèè, êîè-
òî èãðàÿò âàæíà ðîëÿ â äèñåðòàöèÿòà. Ñ öåë óíèôèöèðàí ïîäõîä êúì ìíîãîîá-
ðàçèåòî îò åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ ñúäúðæàùè äðîáíè ïðîèçâîäíè èçïîëçâàìå
òåîðèÿòà íà àáñòðàêòíèòå óðàâíåíèÿ íà Âîëòåðà, êðàòêî âúâåäåíèå êúì êîèòî å
äàäåíî ñëåä òîâà. Íàêðàÿ äîêàçâàìå äâå îáùè òåîðåìè çà ñóáîðäèíàöèÿ, êîèòî
ùå ñå èçïîëçâàò ïî-íàòàòúê â äèñåðòàöèÿòà.

2.1 Ôóíêöèè íà Áåðíùàéí

×åòèðè ñïåöèàëíè êëàñà ôóíêöèè èãðàÿò ñúùåñòâåíà ðîëÿ â òàçè äèñåð-
òàöèÿ: êëàñîâåòå íà íàïúëíî ìîíîòîííè ôóíêöèè (CMF), ôóíêöèè íà Áåðí-
ùàéí (BF), ôóíêöèè íà Ñòèëòåñ (SF) è íàïúëíî Áåðíùàéíîâè ôóíêöèè (CBF).
Ïîñëåäíèÿò êëàñ ñå ñðåùà â ëèòåðàòóðàòà è ïîä äðóãè èìåíà, íàïðèìåð ôóíê-
öèè íà Íåâàíëèíà. Â äèñåðòàöèÿòà ñå ïðèäúðæàìå êúì òåðìèíîëîãèÿòà â ìî-
íîãðàôèÿòà [30].

Â ñëåäâàùèòå äåôèíèöèè çà ôóíêöèÿòà φ ïðåäïîëàãàìå φ : R+ → R. Ôóíê-
öèÿòà φ ñå íàðè÷à íàïúëíî ìîíîòîííà ôóíêöèÿ (CMF), àêî å áåçêðàéíî äèôå-
ðåíöèðóåìà è

(−1)nφ(n)(t) ≥ 0, t > 0, n ∈ N0. (2.1)

Ñúãëàñíî Òåîðåìàòà íà Áåðíùàéí, åäíà ôóíêöèÿ å íàïúëíî ìîíîòîííà, òîãàâà
è ñàìî òîãàâà êîãàòî ìîæå äà áúäå ïðåäñòàâåíà êàòî òðàíñôîðìàöèÿ íà Ëàïëàñ
íà íåîòðèöàòåëíà (îáîáùåíà) ôóíêöèÿ.

Êëàñúò BF îò ôóíêöèè íà Áåðíùàéí ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ôóíêöèè φ ≥ 0,
òàêèâà, ÷å φ′(t) ∈ CMF .

Êëàñúò íà ôóíêöèèòå íà Ñòèëòåñ (SF) ñå ñúñòîè îò âñè÷êè ôóíêöèè [18]

φ(s) =
a

s
+ b+

∫ ∞
0

e−sτψ(τ) dτ, s > 0, (2.2)

êúäåòî a, b ≥ 0, ψ ∈ CMF è òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ íà ψ ñúùåñòâóâà çà
âñÿêî s > 0.
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Åäíà ôóíêöèÿ φ ñå íàðè÷à íàïúëíî Áåðíùàéíîâà (φ ∈ CBF) òîãàâà è ñàìî
òîãàâà êîãàòî φ(s)/s ∈ SF , s > 0.

Â ñèëà ñà âêëþ÷âàíèÿòà SF ⊂ CMF è CBF ⊂ BF .
Åëåìåíòàðíè ïðèìåðè íà ôóíêöèè íà Ñòèëòåñ è íàïúëíî Áåðíùàéíîâè ôóí-

êöèè ñà ñëåäíèòå:
s−α ∈ SF , sα ∈ CBF , α ∈ [0, 1].

Òàêà äåôèíèðàíèòå ôóíêöèè ïðèòåæàâàò ðåäèöà èíòåðåñíè ñâîéñòâà [30].
Ñåëåêöèÿ íà ñâîéñòâà, êîèòî ñúùåñòâåíî ñå èçïîëçâàò â äèñåðòàöèÿòà, ñà äàäåíè
â Ñåêöèÿ 2.1.

2.2 Àáñòðàêòíè èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ íà Âîëòåðà

Íåêà X å Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñ íîðìà ‖.‖ è íåêà A : D(A)→ X å çàòâîðåí
ëèíååí îïåðàòîð äåôèíèðàí íàâñÿêúäå ãúñòî â X.

Íåêà α > 0 è m − 1 < α ≤ m, m ∈ N. Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè çà
äðîáíîòî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå:

CD
α

t u(t) = Au(t), t > 0,

u(0) = v ∈ X, u(k)(0) = 0, k = 1, 2, . . . ,m− 1.
(2.3)

Â ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé êîãàòî X = R, à îïåðàòîðúò A å ïðîñòî óìíîæåíèå ñ
êîíñòàíòà, A = −λ, λ > 0, ðåøåíèåòî íà (2.3) ñå çàäàâà ñ ôóíêöèÿòà íà
Ìèòàã-Ëåôëåð: u(t) = u(0)Eα(−λtα). Òî îïèñâà äðîáíà (áàâíà) ðåëàêñàöèÿ ïðè
α ∈ (0, 1) è çàòèõâàùè îñöèëàöèè ïðè α ∈ (1, 2).

Këàñè÷åñêàòà çàäà÷à íà Êîøè çà óðàâíåíèå îò ïúðâè ðåä å ÷àñòåí ñëó÷àé íà
(2.3) çà α = 1:

u′(t) = Au(t), t > 0; u(0) = v ∈ X, (2.4)

à ïðè α = 2 ñå ïîëó÷àâà çàäà÷àòà íà Êîøè çà óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä

u′′(t) = Au(t), t > 0; u(0) = v ∈ X, u′(0) = 0. (2.5)

Äà ðàçãëåäàìå àáñòðàêòíîòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå íà Âîëòåðà

u(t) =

∫ t

0

k(t− τ)Au(τ) dτ + f(t), t > 0, (2.6)

ñ ÿäðî k(t) ∈ L1
loc(R+).

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å (2.3) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå
íà Âîëòåðà ñ ÿäðî k(t) = ωα(t), êúäåòî ôóíêöèÿòà ωα(t) å äåôèíèðàíà â (1.1).
Åêâèâàëåíòåí çàïèñ âúâ âèä íà èíòåãðàëíî óðàâíåíèå (2.6) èìàò è ïî-îáùèòå
óðàâíåíèÿ, êîèòî ñå ðàçãëåæäàò â äèñåðòàöèÿòà. Çàòîâà çà òÿõíîòî èçó÷àâàíå
èçïîëçâàìå òåîðèÿòà çà àáñòðàêòíè óðàâíåíèÿ íà Âîëòåðà ðàçâèòà â ìîíîãðà-
ôèÿòà [28]. Ùå äàäåì ïúðâî íÿêîëêî îñíîâíè äåôèíèöèè.

Äåôèíèöèÿ 2.1. Åäíà ôóíêöèÿ u ∈ C(R+;X) ñå íàðè÷à ñèëíî ðåøåíèå íà
óðàâíåíèåòî (2.6) àêî u ∈ C(R+;D(A)) è (2.6) å èçïúëíåíî âúðõó R+.
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Äåôèíèöèÿ 2.2. Çàäà÷àòà (2.6) ñå íàðè÷à êîðåêòíî ïîñòàâåíà àêî çà âñÿêî
v ∈ D(A) ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî ñèëíî ðåøåíèå u(t; v) íà

u(t) = v +

∫ t

0

k(t− τ)Au(τ) dτ, t > 0, v ∈ D(A), (2.7)

è îò {vn} ⊂ D(A), vn → 0 ñëåäâà u(t; vn) → 0 â X, ðàâíîìåðíî âúðõó âñåêè
êîìïàêòåí èíòåðâàë.

Íåêà çàäà÷àòà (2.6) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà. Òîãàâà îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî
S(t) çà (2.6) ñå äåôèíèðà êàêòî îáèêíîâåíî:

S(t)v = u(t; v), v ∈ X, t ≥ 0.

Îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî S(t) ñå íàðè÷à îãðàíè÷åí àêî ñúùåñòâóâà êîíñòàíòà
C ≥ 1 òàêà ÷å

‖S(t)‖ ≤ C for all t ≥ 0.

Äåôèíèöèÿ 2.3. Îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî S(t) ñå íàðè÷à îãðàíè÷åí àíàëè-
òè÷åí îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî ñ úãúë θ0 ∈ (0, π/2] àêî ôóíêöèÿòà S(·) ïðèòå-
æàâà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå S(z) â ñåêòîðà | arg z| < θ0, êîåòî å îãðàíè÷åíî
âúðõó âñåêè ïîäñåêòîð | arg z| ≤ θ, êúäåòî θ < θ0.

Â ñëó÷àÿ êîãàòî êëàñè÷åñêàòà çàäà÷à (2.4) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà, îïåðàòîðúò
íà ðåøåíèåòî S1(t) å ñèëíî íåïðåêúñíàòà (C0-) ïîëóãðóïà. Êàçâà ñå, ÷å îïå-
ðàòîðúò A ïîðàæäà C0 - ïîëóãðóïà. Â ñëó÷àÿ íà çàäà÷à (2.5) îïåðàòîðúò íà
ðåøåíèåòî S2(t) å ñèëíî íåïðåêúñíàòà êîñèíóñîâà îïåðàòîðíà ôóíêöèÿ [2].

2.3 Îáùè òåîðåìè çà ñóáîðäèíàöèÿ

Ñëåäíèòå äâå îáùè òåîðåìè ñà äîêàçàíè â Ñåêöèÿ 2.4.

Òåîðåìà 2.1. Íåêà çàäà÷àòà íà Êîøè (2.3) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà çà íÿêîå
α, 0 < α ≤ 2, è èìà îãðàíè÷åí îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî Sα(t). Çà ÿäðîòî k(t)
íà èíòåãðàëíîòî óðàâíåíèå íà Âîëòåðà (2.6) ïðåäïîëàãàìå, ÷å k(t) ∈ L1

loc(R+),

Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ k̂(s) ñúùåñòâóâà çà s > 0, k̂(s) 6= 0 è ôóíêöèÿòà

g(s) = (k̂(s))−1 óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî

g(s)1/α ∈ CBF , s > 0. (2.8)

Òîãàâà çàäà÷àòà (2.6) å ñúùî êîðåêòíî ïîñòàâåíà è èìà îãðàíè÷åí îïåðàòîð
íà ðåøåíèåòî S(t), êîéòî å ñâúðçàí ñ Sα(t) ïîñðåäñòâîì ðàâåíñòâîòî

S(t) =

∫ ∞
0

ϕ(t, τ)Sα(τ) dτ, t > 0, (2.9)

êúäåòî

ϕ(t, τ) =
1

2πi

∫ c+i∞

c−i∞

g(s)1/α

s
exp

(
st− τg(s)1/α

)
ds, c > 0.
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ßäðîòî íà ñóáîðäèíàöèÿ ϕ(t, τ) å åäíîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò îò-
íîñíî τ ≥ 0 (ïðè t > 0 ðàçãëåæäàíî êàòî ïàðàìåòúð), ò.å.

ϕ(t, τ) ≥ 0,

∫ ∞
0

ϕ(t, τ) dτ = 1. (2.10)

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å Òåîðåìà 2.1 ñå îñíîâàâà íà ñëåäíîòî ïðåäñòàâÿíå çà
Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöîÿ íà ÿäðîòî ϕ(t, τ)

ϕ̂(s, τ) =
g(s)1/α

s
exp

(
−τg(s)1/α

)
, s, τ > 0. (2.11)

Îò óñëîâèåòî (2.8) ñëåäâà ϕ̂(s, τ) ∈ CMF ïî îòíîøåíèå íà s > 0 (àêî τ ñå
ðàçãëåæäà êàòî ïàðàìåòúð), êîåòî ïî òåîðåìàòà íà Áåðíùàéí å åêâèâàëåíòíî íà
ϕ(t, τ) ≥ 0. Òîâà ñúæäåíèå ñòîè â îñíîâàòà íà èçñëåäâàíèÿòà â òàçè äèñåðòàöèÿ.
Öåëòà å äà íàìåðèì (íàé-ìàëêîòî) α, çà êîåòî (2.8) å èçïúëíåíî (íåêà äà èìàìå
â ïðåäâèä, ÷å àêî (2.8) å èçïúëíåíî çà íÿêîå α = α∗, òî å èçïúëíåíî è çà âñÿêî
α > α∗). Íàé-îáùî, Òåîðåìà 2.1 ñâåæäà âúïðîñà çà ñóáîðäèíàöèÿ êúì çàäà÷à
çà ôóíêöèè íà Áåðíùàéí.

Âúâ âòîðàòà òåîðåìà ðàçãëåæäàìå ñëó÷àÿ êîãàòî ïîä÷èíåíèÿò îïåðàòîð íà
ðåøåíèåòî å îãðàíè÷åí àíàëèòè÷åí è îïðåäåëÿìå ñåêòîðà íà àíàëèòè÷íîñò.

Òåîðåìà 2.2. Íåêà óñëîâèÿòà íà Òåîðåìà 2.1 ñà èçïúëíåíè è

| arg{g(s)1/β}| ≤ | arg s|, 0 < β < α, s ∈ C\(−∞, 0]. (2.12)

Òîãàâà S(t) å îãðàíè÷åí àíàëèòè÷åí îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî ñ úãúë

θ∗ = min

{(
α

β
− 1

)
π

2
,
π

2

}
. (2.13)

Àêî îñâåí òîâà Sα(t) å îãðàíè÷åí àíàëèòè÷åí îïåðàòîð ñ úãúë φ0 ∈ (0, π/2] òî
úãúëúò íà S(t) å

θ0 = min

{
α

β
φ0 +

(
α

β
− 1

)
π

2
,
π

2

}
. (2.14)

3 Åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà äðîáíè åäíîâðåìåííî

ïî ïðîñòðàíñòâîòî è ïî âðåìåòî

Ãëàâà 3 (ñúñòîÿùà ñå îò 5 ñåêöèè) å ïîñâåòåíà íà ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ
çà óðàâíåíèåòî ñ äðîáíà ïðîèçâîäíà íà Êàïóòî îò ðåä β ∈ (0, 1) è îïåðàòîð
−(−A)α, α ∈ (0, 1), êúäåòî A ïîðàæäà C0 - ïîëóãðóïà â Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî.
Óñòàíîâÿâàò ñà íÿêîè ñâîéñòâà íà ÿäðîòî íà ñóáîðäèíàöèÿ è ñå èçâåæäàò ïðåä-
ñòàâÿíèÿ ÷ðåç ôóíêöèÿòà íà ÌàéíàðäèMβ è åêñòðåìàëíèòå ñòàáèëíè ïëúòíîñ-
òè íà Ëåâè Lα. Íàìèðà ñå ñåêòîðúò íà àíàëèòè÷íîñò íà îïåðàòîðà íà ðåøåíèåòî
êàòî ñå âçåìå ïðåäâèä àñèìïòîòè÷íîòî ïîâåäåíèå íà ÿäðîòî íà ñóáîðäèíàöèÿ.

11



Ôîðìóëèòå çà ñóáîðäèíàöèÿ ñå ïðèëàãàò êúì ìíîãîìåðíîòî ïðîñòðàíñòâåíî-
âðåìåâî äðîáíî äèôóçèîííî óðàâíåíèå, çà äà ñå ïîëó÷àò èíòåãðàëíè ïðåäñòà-
âÿíèÿ çà ôóíäàìåíòàëíèòå ðåøåíèÿ, òàêà êàêòî è ðåøåíèÿ â çàòâîðåíà âèä â
íÿêîè ñïåöèàëíè ñëó÷àè.

Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

CD
β

t u(t) = −(−A)αu(t), t > 0; u(0) = v ∈ X; 0 < α, β ≤ 1, (3.1)

êúäåòî îïåðàòîðúò A ïîðàæäà C0 - ïîëóãðóïà â Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî X è
îïåðàòîðúò −(−A)α å äåôèíèðàí ïî ôîðìóëàòà íà Áàëàêðèøíàí [6, 31]

(−A)αv =
sinαπ

π

∫ ∞
0

λα−1(λ− A)−1(−Av) dλ, v ∈ D(A). (3.2)

Â òàçè ãëàâà èçïîëçâàìå îçíà÷åíèå ñ äâà èíäåêñà Sα,β(t) çà îïåðàòîðà íà ðåøå-
íèåòî íà (3.1). Ñúãëàñíî íàïðàâåíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ çà îïåðàòîðà A êëàñè÷åñ-
êàòà çàäà÷à (2.4) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà ñúñ ñúîòâåòåí îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî
S1,1(t).

3.1 Ôîðìóëà çà ñóáîðäèíàöèÿ

Ïðèëàãàéêè ïîñëåäîâàòåëíî äâà èçâåñòíè ðåçóëòàòà çà ñóáîðäèíàöèÿ ïî ïðî-
ñòðàíñòâîòî è ïî âðåìåòî ([31] è [7]), ñå èçâåæäà ñëåäíàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.1. Àêî îïåðàòîðúò A ïîðàæäà îãðàíè÷åíà C0-ïîëóãðóïà S1,1(t) òî-
ãàâà çàäà÷àòà (3.1) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà è èìà îãðàíè÷åí îïåðàòîð íà ðåøå-
íèåòî Sα,β(t), êîéòî ïðèòåæàâà ñëåäíîòî èíòåãðàëíî ïðåäñòàâÿíå

Sα,β(t) =

∫ ∞
0

ψα,β(t, τ)S1,1(τ) dτ, t > 0. (3.3)

ßäðîòî íà ñóáîðäèíàöèÿ ψα,β(t, τ) å åäîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò ïî
îòíîøåíèå íà τ ≥ 0 (ò.å. óäîâëåòâîðÿâà (2.10)). Ñëååäíèòå ðàâåíñòâà ñà â
ñèëà ∫ ∞

0

ψα,β(t, τ)e−λτ dτ = Eβ(−λαtβ), (3.4)

è ∫ ∞
0

ψα,β(t, τ)e−st dt = sβ−1τα−1Eα,α(−sβτα). (3.5)

Ïî-íàòàòúê â òàçè ãëàâà óñèëèÿòà ñà íàñî÷åíè çà ïîëó÷àâàíå íà ïðåäñòàâÿ-
íèÿ çà ÿäðîòî íà ñóáîðäèíàöèÿ ψα,β(t, τ) è çà èçñëåäâàíå íà íåãîâèòå ñâîéñòâà,
êàêòî è ñâîéñòâàòà íà ïîä÷èíåíèÿ îïåðàòîð Sα,β(t). Ïîëó÷åíè ñà ñëåäíèòå ðå-
çóëòàòè:

Òåîðåìà 3.2. ßäðîòî íà ñóáîðäèíàöèÿ ñå çàäàâà ÷ðåç ôîðìóëàòà

ψα,β(t, τ) = t−β/αKα,β(τt−β/α),
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êúäåòî ôóíêöèÿòà Kα,β èìà ñëåäíèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

Kα,β(r) =

∫ ∞
0

σ−1/αLα(rσ−1/α)Mβ(σ) dσ, (3.6)

Kα,β(r) =

∫ ∞
0

σβ/αLα(rσβ/α)Lβ(σ) dσ, (3.7)

Kα,β(r) = αrα−1
∫ ∞
0

σMα(σ)Mβ(σrα) dσ. (3.8)

Òóê Lα å åêñòðåìàëíàòà ñòàáèëíà ïëúòíîñò íà Ëåâè (1.7), àMβ å ôóíêöèÿòà
íà Ìàéíàðäè (1.5). Îñâåí òîâà, â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé α = β å â ñèëà

Kα,α(r) =
1

π

rα−1 sinαπ

r2α + 2rα cosαπ + 1
. (3.9)

Òåîðåìà 3.3. Íåêà 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1 è αβ 6= 1. Òîãàâà ÿäðîòî ψα,β(t, τ)
èìà ñëåäíîòî èíòåãðàëíî ïðåäñòàâÿíå

ψα,β(t, τ) =
τα−1

π

∫ ∞
0

rβ−1 (Cβ(r, t)Iα,β(r, τ) + Sβ(r, t)Rα,β(r, τ)) dr, (3.10)

êúäåòî Cβ(r, t) = cos(rt+ βπ/2), Sβ(r, t) = sin(rt+ βπ/2) è

Iα,β(r, τ) = ={τα−1Eα,α(−ταrβeiβπ/2)} =
∞∑
k=0

(−1)kταk+α−1rβk sin kβπ/2

Γ(αk + α)
,

Rα,β(r, τ) = <{τα−1Eα,α(−ταrβeiβπ/2)} =
∞∑
k=0

(−1)kταk+α−1rβk cos kβπ/2

Γ(αk + α)
.

Òåîðåìà 3.4. Íåêà 0 < α, β ≤ 1, αβ 6= 1 è

θ0 = min

{
(2− α− β)π

2β
,
π

2

}
. (3.11)

Òîãàâà çà âñÿêî τ > 0 ôóíêöèÿòà ψα,β(t, τ) êàòî ôóíêöèÿ íà t ïðèòåæàâà àíà-
ëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå â ñåêòîðà | arg t| < θ0, êîåòî å îãðàíè÷åíî âúðõó âñåêè
ïîäñåêòîð | arg t| ≤ θ, 0 < θ < θ0.

Ïîñëåäíèÿò ðåçóëòàò çà àíàëèòè÷íîñò íà ÿäðîòî âîäè äî àíàëèòè÷íîñò íà
ïîä÷èíåíîòî ðåøåíèå â ïî-ãîëÿì ñåêòîð â êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, â ñðàâíåíèå
ñ ðåøåíèåòî íà îðèãèíàëíàòà çàäà÷à (2.4).

Òåîðåìà 3.5. Àêî 0 < α, β ≤ 1, αβ 6= 1 è îïåðàòîðúò A ïîðàæäà îãðàíè÷åíà
àíàëèòè÷íà ïîëóãðóïà S1,1(t) ñ úãúë φ0 ∈ (0, π/2], òîãàâà Sα,β(t) å îãðàíè÷åí
àíàëèòè÷åí îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî ñ úãúë θ0, êúäåòî

θ0 = min

{
αφ0

β
+

(2− α− β)π

2β
,
π

2

}
. (3.12)
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Â ãðàíè÷íèÿ ñëó÷àé φ0 = 0 (S1,1(t) å ñàìî îò êëàñ C0, à íå àíàëèòè÷íà ïîëóã-
ðóïà), òî ïîä÷èíåíèÿò îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî Sα,β(t) å îòíîâî àíàëèòè÷åí. Îò
(3.12) ïîëó÷àâàìå ñåêòîðà íà àíàëèòè÷íîñò íà Sα,β(t), êîéòî ïðè φ0 = 0 ñúâïà-
äà ñúñ ñåêòîðà íà àíàëèòè÷íîñò íà ÿäðîòî (3.11). Ñëåäîâàòåëíî, ïîä÷èíåíîòî
ðåøåíèå å âèíàãè àíàëèòè÷íî, íåçàâèñèìî îò òîâà äàëè ðåøåíèåòî íà (2.4) èìà
òîâà ñâîéñòâî.

3.2 Ìíîãîìåðíî ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå

Íåêà äà ïðèëîæèì ôîðìóëàòà çà ñóáîðäèíàöèÿ (3.3) çà íàìèðàíå íà ðåøå-
íèåòî íà ñëåäíèÿ îñíîâåí ÷àñòåí ñëó÷àé íà àáñòðàêòíàòà çàäà÷à íà Êîøè (3.1)

CD
β

t u(x, t) = −(−∆)αu(x, t), t > 0, x ∈ Rn; u(x, 0) = v(x); (3.13)

êúäåòî 0 < α, β ≤ 1, CDβ
t å ïðîèçâîäíàòà íà Êàïóòî, à ∆ å îïåðàòîðà íà Ëàïëàñ

â Rn. Îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî Sα,β(t) íà çàäà÷àòà íà Êîøè (3.13) ñå çàäàâà
÷ðåç

(Sα,β(t)v)(x) =

∫
Rn

Gα,β,n(y, t)v(x− y) dy, v ∈ X, t > 0, x ∈ Rn,

êúäåòî Gα,β,n(x, t) å ñúîòâåòíàòà ôóíêöèÿ íà Ãðèéí (ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå).
Ñëåäîâàòåëíî, ôîðìóëàòà çà ñóáîðäèíàöèÿ (3.3) ìîæå äà ñå çàïèøå êàòî âðúçêà
ìåæäó ôóíêöèèòå íà Ãðèéí ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

Gα,β,n(x, t) =

∫ ∞
0

ψα,β(t, τ)G1,1,n(x, τ) dτ, x ∈ Rn. (3.14)

Èçâåñòíî å, ÷å [2]

G1,1,n(x, t) =
1

(4πt)n/2
e−|x|

2/4t, x ∈ Rn, t > 0. (3.15)

Ôîðìóëèòå (3.14) è (3.15) ñà èçïîëçâàíè çà ïîëó÷àâàíå íà ïðåäñòàâÿíèÿ çà ôóí-
êöèÿòà íà Ãðèéí Gα,β,n(x, t). Ïî òîçè íà÷èí â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé α = β = 1/2
ïîëó÷àâàìå ÿâíîòî ïðåäñòàâÿíå

G1/2,1/2,n(x, t) =
Γ
(
n+1
2

)
2nπn/2+1tn/2

U

(
n+ 1

2
,
n+ 1

2
,
|x|2

4t

)
, x ∈ Rn, (3.16)

êúäåòî U å êîíôëóåíòíàòà õèïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà Òðèêîìè ([1], Eq.
13.2.5)

U(a, c, z) =
1

Γ(a)

∫ ∞
0

ξa−1(1 + ξ)c−a−1e−zξ dξ, a > 0, z > 0. (3.17)

Îò ôîðìóëèòå (3.14) è (3.15) ñà èçâåäåíè è ñëåäíèòå èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿ-
íèÿ íà Gα,β,n çà n = 1, 2, 3:
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Òåîðåìà 3.6. Íåêà 0 < α, β ≤ 1 è αβ 6= 1. Òîãàâà

Gα,β,1(x, t) =
2α

β

tβ

π|x|

∫ ∞
0

sin(|x|σ)σ2α−1Eβ,β(−σ2αtβ) dσ,

Gα,β,2(x, t) = − 1

2π2|x|2

∫ π

0

1

cos2 θ

(
1 +

∫ ∞
0

cos(|x|σ cos θ)Hα,β(σ, t) dσ

)
dθ,

Gα,β,3(x, t) =
1

2π2|x|3

∫ ∞
0

sin(|x|σ)Hα,β(σ, t) dσ.

Ôóíêöèÿòà Hα,β ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí ÷ðåç ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Hα,β(σ, t) = µσ2α−1tβ
(
(1 + µ)Eβ,β(−σ2αtβ) + µEβ,β−1(−σ2αtβ)

)
, (3.18)

êúäåòî µ = 2α/β.

4 Ïðåõîä îò äèôóçèÿ êúì ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíè

Â Ãëàâà 4 (ñúñòîÿùà ñå îò 4 ñåêöèè) ñå èçó÷àâà äðîáíîòî óðàâíåíèå íà òîï-
ëîïðîâîäíîñòòà îò òèïà íà Äæåôðè. Òîâà å åâîëþöèîííî óðàâíåíèå, ñúäúð-
æàùî äðîáíè ïðîèçâîäíè íà Ðèìàí-Ëèóâèë ïî âðåìåòî, êîåòî â çàâèñèìîñò îò
ïàðàìåòðèòå íà ìîäåëà óäîâëåòâîðÿâà äâà ðàçëè÷íè ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ
è, ñúîòâåòíî, äâà ôóíäàìåíòàëíî ðàçëè÷íè òèïà ïîâåäåíèå: ðåæèì íà äèôóçèÿ
è ðåæèì íà ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíè. Èçâåæäàò ñå èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ
çà ôóíêöèÿòà íà Ãðèéí íà åäíîìåðíàòà çàäà÷à íà Êîøè. Ïîêàçâà ñå, ÷å ôóíê-
öèÿòà íà Ãðèéí ïðåäñòàâëÿâà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò ïî ïðîñòðàíñòâåíàòà ïðî-
ìåíëèâà, êîÿòî åâîëþèðà âúâ âðåìåòî. Òÿ å óíèìîäàëíà â ðåæèìà íà äèôóçèÿ è
áèìîäàëíà â ðåæèìà íà âúëíîâî ðàçïðîñòðàíåíèå. Ðàçãëåäàíèÿò ïðèìåð èëþñ-
òðèðà êàê ïðèíöèïúò çà ñóáîðäèíàöèÿ å òÿñíî ñâúðçàí ñ ôèçè÷åñêèòå ñâîéñòâà
íà äàäåí ìîäåë.

4.1 Òåîðåìè çà ñóáîðäèíàöèÿ

Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

(1 + aDα
t )u′(t) = (1 + bDα

t )Au(t), t > 0, (4.1)

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ u(0) = v è u′(0) = 0, êúäåòî Dα
t å äðîáíàòà ïðîèçâîäíà

íà Ðèìàí-Ëèóâèë îò ðåä α ∈ (0, 1], a, b ≥ 0, è A å ëèíååí çàòâîðåí îïåðàòîð
â Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî. Êîãàòî A å âòîðà ïðîèçâîäíà ïî ïðîñòðàíñòâåíàòà
ïðîìåíëèâà, òî (4.1) e äðîáíîòî óðàâíåíèå íà òîïëîïðîâîäíîñòòà îò òèïà íà
Äæåôðè [5], Chapter 7.

Çàäà÷àòà (4.1) ñå çàïèñâà êàòî èíòåãðàëíî óðàâíåíèå íà Âîëòåðà (2.7) ñ õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ

g(s) = (k̂(s))−1 =
s(1 + asα)

1 + bsα
, s > 0,
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êàòî ïðè a = b ñå ïîëó÷àâà êëàñè÷åñêàòà çàäà÷à (2.4). Îïðåäåëÿùà ðîëÿ â
èçñëåäâàíåòî èìàò ñâîéñòâàòà:

g(s)/s ∈ SF for a < b; g(s)/s ∈ CBF for a > b.

Îò òÿõ ñëåäâà:

Òâúðäåíèå 4.1. Íåêà 0 < α ≤ 1 è a, b ≥ 0. Òîãàâà
√
g(s) ∈ CBF . Àêî îñâåí

òîâà ïðåäïîëîæèì 0 ≤ a < b, òî g(s) ∈ CBF .

Òîâà òâúðäåíèå çàåäíî ñ Òåîðåìà 2.1 âîäè äî ñëåäíèòå äâå òåîðåìè çà ñóáîð-
äèíàöèÿ.

Òåîðåìà 4.1. Íåêà a, b ≥ 0 è 0 < α ≤ 1. Íåêà îïåðàòîðúò A ïîðàæäà îãðàíè÷å-
íà ñèëíî íåïðåêúñíàòà êîñèíóñîâà îïåðàòîðíà ôóíêöèÿ S2(t). Òîãàâà çàäà÷àòà
(4.1) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà è îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî S(t) óäîâëåòâîðÿâà
ðàâåíñòâîòî

S(t) =

∫ ∞
0

ϕ1(t, τ)S2(τ) dτ, t > 0, (4.2)

êúäåòî ÿäðîòî ϕ1(t, τ) å åäíîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò, äåôèíèðàíà
ïîñðåäñòâîì Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ

ϕ̂1(s, τ) =

√
g(s)

s
exp

(
−τ
√
g(s)

)
, s, τ > 0. (4.3)

Òåîðåìà 4.2. Íåêà 0 ≤ a < b è 0 < α ≤ 1. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å A ïîðàæäà
îãðàíè÷åíà C0-ïîëóãðóïà S1(t). Òîãàâà çàäà÷àòà (4.1) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà è
îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî S(t) óäîâëåòâîðÿâà ðàâåíñòâîòî

S(t) =

∫ ∞
0

ϕ2(t, τ)S1(τ) dτ, t > 0.

ßäðîòî ϕ2(t, τ) å åäíîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò, äåôèíèðàíà ïîñðåäñ-
òâîì Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ

ϕ̂2(s, τ) =
g(s)

s
exp (−τg(s)) , s, τ > 0.

Òåçè äâå òåîðåìè ïîêàçâàò, ÷å ïðè a < b óðàâíåíèåòî (4.1) å ïîä÷èíåíî íà
óðàâíåíèåòî îò ïúðâè ðåä (2.4), äîêàòî ïðè a > b òî å ïîä÷èíåíî íà óðàâíåíè-
åòî îò âòîðè ðåä (2.5). Òîâà ñúîòâåòñòâà íà ñúùåñòâåíî ðàçëè÷íè ñâîéñòâà íà
ðåøåíèåòî, êàêòî ùå âèäèì ñ ïðèìåðà íà åäíîìåðíàòà çàäà÷à íà Êîøè ïî-äîëó.

Òúé êàòî ïðè a > b ≥ 0 å èçïúëíåíî ñâîéñòâîòî

g(s)1/(α+1) ∈ CBF , s > 0, (4.4)

òî â òîçè ñëó÷àé å â ñèëà ñëåäíèÿò ïî-ïðåöèçåí ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 4.3. Íåêà a > b ≥ 0 è 0 < α ≤ 1. Ïðåäïîëàãàìå, ÷å çàäà÷àòà íà Êîøè
çà äðîáíîòî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå (2.3) îò ðåä α+ 1 å êîðåêòíî ïîñòàâåíà è
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èìà îãðàíè÷åí îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî Sα+1(t). Òîãàâà çàäà÷àòà (4.1) å êîðåê-
òíî ïîñòàâåíà ñ îïåðàòîð íà ðåøåíèåòî S(t) óäîâëåòâîðÿâàù ðàâåíñòâîòî

S(t) =

∫ ∞
0

ϕ(t, τ)Sα+1(τ) dτ, t > 0.

ßäðîòî ϕ(t, τ) å åäíîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò, äåôèíèðàíà ïîñðåäñ-
òâîì Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ

ϕ̂(s, τ) =
g(s)1/(α+1)

s
exp

(
−τg(s)1/(α+1)

)
, s, τ > 0.

Â ñëó÷àÿ íà äðîáåí ìîäåë, 0 < α < 1, òîçè ðåçóëòàò å ïî-ñèëåí îò ôîðìóëè-
ðàíèÿ â Òåîðåìà 4.1.

4.2 Åäíîìåðíî ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå

Êàòî ÷àñòåí ïðèìåð íà (4.1) ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà

(1 + aDα
t )

∂

∂t
u(x, t) = (1 + bDα

t )
∂2

∂x2
u(x, t), x ∈ R, t > 0, (4.5)

u(x, 0) = u0(x); lim
t→0+

∂

∂t
u(x, t) = 0, x ∈ R, (4.6)

lim
|x|→∞

u(x, t) = 0, t > 0. (4.7)

×ðåç èçïîëçâàíå íà òðàíñôîðìàöèÿ íà Ëàïëàñ ïî t è òðàíñôîðìàöèÿ íà
Ôóðèå ïî x ñå ïîëó÷àâà ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

Ĝ(x, s) =

√
g(s)

2s
exp

(
−|x|

√
g(s)

)
, x ∈ R. (4.8)

Íåêà äà îáúðíåì âíèìàíèå íà âðúçêàòà ñúñ ñóáîðäèíàöèîííîòî ÿäðî, ÷èÿòî
Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèÿ å äàäåíà â (4.3).

Ïðèëàãàéêè ôîðìóëàòà çà îáðúùàíå íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ êúì
(4.8) ñå ïîëó÷àâà èíòåãðàëíî ïðåäñòàâÿíå çà ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå ÷ðåç
åëåìåíòàðíè ôóíêöèè.

Òåîðåìà 4.4. Ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå G(x, t) íà çàäà÷àòà íà Êîøè (4.5)-
(4.6)-(4.7) èìà èíòåãðàëíîòî ïðåäñòàâÿíå çà x ∈ R\{0} è t > 0:

G(x, t) =
1

2π

∫ ∞
0

exp
(
−|x|K−(r)

) (
K−(r) sin

(
rt− |x|K+(r)

)
+ K+(r) cos

(
rt− |x|K+(r)

)) dr
r
. (4.9)

Ôóíêöèèòå K±(r) ñå çàäàâàò ñ ðàâåíñòâàòà

K±(r) =
(r

2

)1/2 ((
A2(r) +B2(r)

)1/2 ± A(r)
)1/2

(4.10)
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êúäåòî

A(r) =
(a− b)rα sin(απ/2)

1 + 2brα cos(απ/2) + b2r2α
,

B(r) =
1 + (a+ b)rα cos(απ/2) + abr2α

1 + 2brα cos(απ/2) + b2r2α
.

Èíòåãðàëíîòî ïðåäñòàâÿíå (4.9) å ïîäõîäÿùî çà ÷èñëåíî ïðåñìÿòàíå è âèçóà-
ëèçàöèÿ íà ðåøåíèåòî. Ïðè a < b ñå íàáëþäàâà ðåæèì íà äèôóçèÿ, äîêàòî ïðè
a > b ïîâåäåíèåòî å äèôóçèîííî-âúëíîâî. Íàáëþäàâàíîòî ïîâåäåíèå å àíàëî-
ãè÷íî íà ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî íà äðîáíîòî äèôóçèîííî-âúëíîâî óðàâíåíèå
(2.3) ñ A = ∂2/∂x2, ïðè êîåòî ðåæèìúò íà äèôóçèÿ å ïðè 0 < α ≤ 1, à âúëíîâèÿò
ðåæèì å ïðè 1 < α ≤ 2.

Çà êðàòêîñò, ïî-íàòàòúê â äèñåðòàöèÿòà íàðè÷àìå îáîáùåíè óðàâíåíèÿ çà
ñóáäèôóçèÿ òåçè, êîèòî ñà ïîä÷èíåíè íà óðàâíåíèåòî îò ïúðâè ðåä (2.4), à
óðàâíåíèÿòà, êîèòî ñà ïîä÷èíåíè íà óðàâíåíèåòî îò âòîðè ðåä (2.5), íî íå ñà
îáîáùåíè óðàâíåíèÿ çà ñóáäèôóçèÿ, íàðè÷àìå îáîáùåíè äèôóçèîííî-âúëíîâè
óðàâíåíèÿ.

5 Îáîáùåíè óðàâíåíèÿ çà ñóáäèôóçèÿ

Â Ãëàâà 5 (ñúñòîÿùà ñå îò 4 ñåêöèè) ñå ðàçãëåæäà ïúðâî àáñòðàêòíàòà çàäà÷à
íà Êîøè çà äðîáíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿòà îò ðàçïðåäåëåí ðåä â èíòåðâà-
ëà [0, 1] ñ íåïðåêúñíàòî èëè äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå íà ðåäîâåòå íà äðîáíèòå
ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî. ×àñòíèÿò ñëó÷àé íà çàäà÷à (4.1) ñ a = 0 è b > 0 å
èçó÷åí äåòàéëíî. Ñëåä òîâà ñå èçñëåäâà ïðîáëåìúò ñ îáùà êîíâîëþöèîííà ïðî-
èçâîäíà è ñå óñòàíîâÿâàò äâà âèäà òåîðåìè çà ñóáîðäèíàöèÿ. Ïðèíöèïúò çà
ñóáîðäèíàöèÿ â ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé ñå ïðèëàãà çà èçâåæäàíå íà ïîëåçíè îöåíêè
çà ôóíêöèèòå íà ðåëàêñàöèÿ, êîèòî îáîáùàâàò àíàëîãè÷íè ðåçóëòàòè çà ôóíê-
öèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð. Êàòî èëþñòðàöèÿ íà ïðèëîæåíèåòî íà òåçè îöåíêè, ñå
äîêàçâà åäèíñòâåíîñò è óñòîé÷èâîñò çà åäíà èíâåðñíà çàäà÷à.

5.1 Óðàâíåíèÿ ñ îáîáùåíà êîíâîëþöèîííà ïðîèçâîäíà

Îáîáùåíàòà êîíâîëþöèîííà ïðîèçâîäíà îò òèïà íà Êàïóòî å âúâåäåíà â [18]
âúâ âèäà

(CD(κ)
t f)(t) =

d

dt

∫ t

0

κ(t− τ)f(τ) dτ − κ(t)f(0), t > 0, (5.1)

êúäåòî κ(t) ∈ L1
loc(R+) å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ. Çà ÿäðîòî κ(t) ïðåäïîëàãàìå,

÷å íåãîâàòà Ëàïëàñîâà òðàíñôîðìàöèÿ κ̂(s) ñúùåñòâóâà çà âñÿêî s > 0 è

κ̂(s) ∈ SF and lim
s→+∞

sκ̂(s) = +∞, (5.2)

êúäåòî SF å êëàñà íà Ñòèëòåñîâè ôóíêöèè.
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Ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà íà Êîøè

CD(κ)
t u(t) = Au(t), t > 0; u(0) = a ∈ X, (5.3)

êúäåòî CD(κ)
t å îáîáùåíàòà êîíâîëþöèîííà ïðîèçâîäíà (5.1), à A îïåðàòîð, êîé-

òî ïîðàæäà îãðàíè÷åíà C0-ïîëóãðóïà.
Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å â îðèãèíàëíàòà äåôèíèöèÿ íà îáîáùåíà äðîáíà ïðî-

èçâîäíà â [18] ñà íàëîæåíè äîïúëíèòåëíè îãðàíè÷åíèÿ âúðõó ãðàíè÷íîòî ïîâå-
äåíèå íà ôóíêöèÿòà κ̂(s). Çà äà âêëþ÷èì íÿêîè âàæíè çà ïðàêòèêàòà óðàâíåíèÿ
(êàòî íàïðèìåð (4.1) ñ 0 ≤ a < b èëè ðàçãëåäàíèòå â ñëåäâàùàòà ãëàâà (6.1) è
(6.2) ñ α = 1), íèå ïðåäïîëàãàìå ñàìî èçèñêâàíèÿòà (5.2). Òå ñà äîñòàòú÷íè, çà
äà áúäå â ñèëà îáùàòà òåîðåìà çà ñóáîðäèíàöèÿ Òåîðåìà 2.1 â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé
α = 1.

Ñëåäíèÿò äîïúëíèòåëåí ðåçóëòàò ñå ïîëó÷àâà îò ôîðìóëàòà íà Ïîñò-Óèäúð
çà îáðúùàíå íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ:

Òåîðåìà 5.1. Àêî îïåðàòîðúò A ïîðàæäà îãðàíè÷åíà C0-ïîëóãðóïà è ÿäðîòî
κ(t) óäîâëåòâîðÿâà (5.2) òî çàäà÷àòà (5.3) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà è íåéíîòî
ðåøåíèå u(t) èìà ïðåäñòàâÿíåòî

u(t) = lim
n→∞

1

n!
(n/t)n+1

n∑
k=0

k∑
p=1

bn,k,p (n/t) (g (n/t)− A)−(p+1) u(0). (5.4)

Òóê g(s) = sκ̂(s) è ôóíêöèèòå bn,k,p(s) ≥ 0 ñà äåôèíèðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

bn,k,p(s) = (−1)n+p
(
n
k

)(
g(s)

s

)(n−k)

ak,p(s)p!, s > 0, (5.5)

êúäåòî ak,p(s) ñå çàäàâàò ÷ðåç ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò

ak+1,p(s) = ak,p−1(s)g
′(s) + a′k,p(s), 1 ≤ p ≤ k + 1, k ≥ 1, (5.6)

ak,0 = ak,k+1 ≡ 0, a1,1(s) = g′(s).

Ôîðìóëà (5.4) îáîáùàâà åêñïîíåíöèàëíîòî ïðåäñòàâÿíå

u(t) = lim
n→∞

(
I − t

n
A

)−n
u(0)

çà ðåøåíèåòî íà êëàñè÷åñêàòà çàäà÷à íà Êîøè (2.4).

5.2 Ôóíêöèè íà ðåëàêñàöèÿ

Äà ðàçãëåäàìå ñåãà óðàâíåíèåòî íà ðåëàêñàöèÿ ñ îáùà êîíâîëþöèîííà ïðî-
èçâîäíà (5.1)

CD(κ)
t u(t) + λu(t) = f(t), λ > 0, t > 0; u(0) = a ∈ R. (5.7)
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Îçíà÷àâàìå ñ u(t;λ) è v(t;λ) ðåøåíèÿòà ñúîòâåòñòâàùè íà a = 1, f ≡ 0, è a = 0,
f(t) = δ(t), êúäåòî δ(t) å ôóíêöèÿòà íà Äèðàê. Ôóíêöèèòå u(t;λ) è v(t;λ) ñå
íàðè÷àò ôóíêöèè íà ðåëàêñàöèÿ.

Ðåøåíèåòî íà (5.7) ñå ïðåäñòàâÿ ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

u(t) = au(t;λ) +

∫ t

0

v(τ ;λ)f(t− τ) dτ. (5.8)

Â ÷àñòíèÿ ñëó÷àé êîãàòî CD(κ)
t å äðîáíàòà ïðîèçâîäíà íà Êàïóòî CD

α
t , 0 < α <

1, ôóíêöèèòå íà ðåëàêñàöèÿ ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç ôóíêöèè íà Ìèòàã-Ëåôëåð:
u(t;λ) = Eα(−λtα) è v(t;λ) = tα−1Eα,α(−λtα). Ñëåäâàùèòå äâå òåîðåìè îáîáùà-
âàò íÿêîè ñâîéñòâà íà òåçè ôóíêöèè.

Òåîðåìà 5.2. Çà ôóíêöèèòå íà ðåëàêñàöèÿ u(t;λ) è v(t;λ) ñà â ñèëà èíòåãðàë-
íèòå ïðåäñòàâÿíèÿ

u(t;λ) =

∫ ∞
0

ϕ(t, τ)e−λτ dτ, t > 0, (5.9)

v(t;λ) =

∫ ∞
0

ψ(t, τ)e−λτ dτ, t > 0, (5.10)

êúäåòî ôóíêöèèòå ϕ(t, τ) è ψ(t, τ) óäîâëåòâîðÿâàò ñâîéñòâàòà

ϕ(t, τ) ≥ 0, ψ(t, τ) ≥ 0;

∫ ∞
0

ϕ(t, τ) dτ = 1,

∫ ∞
0

ψ(t, τ) dτ = k(t). (5.11)

Òóê k(t) å ðåçîëâåíòíîòî ÿäðî íà κ(t), ò.å. (k ∗ κ)(t) = 1.

Òåîðåìà 5.3. Çà âñÿêî λ > 0 ôóíêöèèòå u(t;λ) è v(t;λ) êàòî ôóíêöèè íà t
èìà àíàëèòè÷íî ïðîäúëæåíèå â C+. Çà t > 0 òå èìàò ñâîéñòâàòà

u(t;λ), v(t;λ) ∈ CMF ; (5.12)

u(0;λ) = 1; 0 < u(t;λ) < 1, v(t;λ) > 0; (5.13)
d

dt
u(t;λ) = −λv(t;λ). (5.14)

Îñâåí òîâà

u(t;λ) ≤ 1

1 + λ(1 ∗ k)(t)
, (5.15)

êúäåòî k(t) å ðåçîëâåíòíîòî ÿäðî íà κ(t), ò.å. (k ∗ κ)(t) = 1.
Çà âñÿêî λ ≥ λ0 > 0 è t > 0

u(t;λ) ≤ u(t;λ0), v(t;λ) ≤ v(t;λ0), (5.16)

è

C ≤ λ

∫ T

0

v(t;λ) dt < 1, T > 0, (5.17)

êúäåòî êîíñòàíòàòà C = 1− u(T ;λ0) > 0 íå çàâèñè îò λ.

Îöåíêèòå â Òåîðåìà 5.3 ñà ìíîãî ïîëåçíè ïðè èçñëåäâàíå íà ãðàíè÷íè çàäà÷è
ñ ïîìîùòà íà ðàçâèòèå ïî ñîáñòâåíè ôóíêöèè.
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6 Ìóëòèíîìíè ôóíêöèè îò Ìèòàã-Ëåôëåðîâ òèï

Â Ãëàâà 6 (ñúñòîÿùà ñå îò 3 ñåêöèè) ïðîäúëæàâàìå èçó÷àâàíåòî íà åâîëþöè-
îííèòå óðàâíåíèÿ ñ íÿêîëêî ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî îò ðàçëè÷íè ðåäîâå â èí-
òåðâàëà (0, 1]. Ãëàâíèÿò àêöåíò ñåãà å âúðõó ìóëòèíîìíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð, êîÿòî ñå ïîÿâÿâà â ïðåäñòàâÿíåòî íà òåõíèòå ðåøåíèÿ. Èçñëåäâàò ñå
îñíîâíèòå ñâîéñòâà íà òàçè ôóíêöèÿ è íåéíîòî îáîáùåíèå îò òèïà íà Ïðàá-
õàêàð. Íàìåðåíè ñà óñëîâèÿ çà ïàðàìåòðèòå, ïðè êîèòî ôóíêöèÿòà å íàïúëíî
ìîíîòîííà. Óñòàíîâåíè ñà íÿêîè ñóáîðäèíàöèîííè ðàâåíñòâà. Êàòî êîíêðåòíè
ïðèìåðè, ðåëàêñàöèîííèòå ôóíêöèè çà óðàâíåíèÿ ñ íÿêîëêî âðåìåâè ïðîèçâîä-
íè ñà èçñëåäâàíè ïîäðîáíî. Ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè îáîáùàâàò èçâåñòíè ñâîéñòâà
íà êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð.

6.1 Ìóëòèíîìíà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-Ëåôëåð

Ðàçëè÷íè òèïîâå ìíîãîèíäåêñíè îáîáùåíèÿ íà êëàñè÷åñêàòà ôóíêöèÿ íà
Ìèòàã-Ëåôëåð (1.2) ñå ðàçãëåæäàò â ëèòåðàòóðàòà (íàïð. [16, 17, 24] è ìîíîã-
ðàôèèòå [12, 23]). Åäíî òàêîâà îáîáùåíèå å ìóëòèíîìíàòà ôóíêöèÿ íà Ìèòàã-
Ëåôëåð

E(µ1,...,µm),β(z1, . . . , zm) =
∞∑
k=0

∑
k1+...+km=k
k1≥0,...,km≥0

k!

k1! . . . km!

∏m
j=1 z

kj
j

Γ
(
β +

∑m
j=1 µjkj

) ,
êúäåòî zj ∈ C, µj > 0, β ∈ R, j = 1, . . . ,m. Òàçè ôóíêöèÿ å âúâåäåíà â [14, 19],
êúäåòî ñå èçïîëçâà çà ðåøàâàíå íà ìíîãî÷ëåííè äðîáíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíå-
íèÿ ñ ïîñòîÿííè êîåôèöèåíòè. Ïî-òî÷íî, ñëåäíàòà ôóíêöèÿ íà åäíà ïðîìåíëèâà
t ó÷àñòâà â èçðàçÿâàíå íà ðåøåíèÿòà:

E(µ1,...,µm),β(t; a1, . . . , am) = tβ−1E(µ1,...,µm),β(−a1tµ1 , . . . ,−amtµm).

Äà ðàçãëåäàìå ñëåäíèòå äâå ìíîãî÷ëåííè óðàâíåíèÿ: ñ ïðîèçâîäíè íà Êàïóòî

CDα
t u(t) +

m∑
j=1

bj
CD

αj

t u(t) = Au(t) + f(t), t > 0, (6.1)

è ñ ïðîèçâîäíè íà Ðèìàí-Ëèóâèë

u′(t) = D1−α
t Au(t) +

m∑
j=1

bj D
1−αj

t Au(t) + f(t), t > 0, (6.2)

êúäåòî 1 ≥ α > α1 > ... > αm > 0, bj > 0, j = 1, ...,m, à A å îïåðàòîð ïîðàæäàù
C0 ïîëóãðóïà. Îò Òåîðåìà 2.1 èçâåæäàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò çà ñóáîðäèíàöèÿ:

Òåîðåìà 6.1. Àêî çàäà÷àòà íà Êîøè (2.3) ïðèòåæàâà îãðàíè÷åí îïåðàòîð íà
ðåøåíèåòî Sα(t), òî çàäà÷èòå (6.1), ñúîòâ. (6.2), ñà êîðåêòíî ïîñòàâåíè è
òåõíèòå îïåðàòîðè íà ðåøåíèÿòà ñå ïðåäñòàâÿò ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

S(t) =

∫ ∞
0

ϕ(t, τ)Sα(τ) dτ, t > 0.
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ßäðîòî ϕ(t, τ) å åäíîñòðàííà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò îòíîñíî τ ≥ 0 äåôèíè-
ðàíà ïîñðåäñòâîì Ëàïëàñîâàòà òðàíñôîðìàöèÿ (2.11), êúäåòî

g(s) = sα +
m∑
j=1

bjs
αj

â ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèå (6.1) è

g(s) =

(
s−α +

m∑
j=1

bjs
−αj

)−1
â ñëó÷àÿ íà óðàâíåíèå (6.2).

Â ñêàëàðíèÿ ñëó÷àé (A = −λ, êúäåòî λ > 0 å êîíñòàíòà) ðåøåíèÿòà íà (6.1)
è (6.2) ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

u(t) = un(t;λ) +

∫ t

0

vn(t− τ ;λ)f(τ) dτ, n = 1, 2,

êúäåòî n = 1 çà óðàâíåíèå (6.1), n = 2 çà óðàâíåíèå (6.2) è

u1(t;λ) = 1− λE(α,α−α1,...,α−αm),α+1 (t;λ, b1, . . . , bm) , (6.3)

v1(t;λ) = E(α,α−α1,...,α−αm),α (t;λ, b1, . . . , bm) , (6.4)

u2(t;λ) = v2(t;λ) = E(α,α1,...,αm),1 (t;λ, λb1, . . . , λbm) . (6.5)

Ñëåäâàùîòî ïðåäñòàâÿíå å ïîëó÷åíî êàòî äîïúëíèòåëåí ðåçóëòàò îò ðàçãëåæ-
äàíèÿòà â òàçè ãëàâà.

Òåîðåìà 6.2. Íåêà 0 < α ≤ β ≤ 1, 0 < αj < α, λ > 0, bj > 0, j = 1, . . . ,m.
Òîãàâà

E(α,α1,...,αm),β (t;λ, b1, . . . , bm) =

∫ ∞
0

φ(t, τ)e−λτ dτ, t > 0, (6.6)

êúäåòî ÿäðîòî φ(t, τ) ≥ 0 èìà ïðåäñòàâÿíåòî

φ(t, τ) = ωβ−α(t) ∗ hα(t, τ) ∗ hα−α1(t, b1τ) ∗ . . . ∗ hα−αm(t, bmτ).

Òóê ∗ å Ëàïëàñîâàòà êîíâîëþöèÿ ïî îòíîøåíèå íà ïðîìåíëèâàòà t, ôóíêöèÿ-
òà ωα(t) å äåôèíèðàíà â (1.1) è

hα(t, σ) = σ−1/αLα
(
tσ−1/α

)
,

êúäåòî Lα(·) å âåðîÿòíîñòíàòà ïëúòíîñò íà Ëåâè (1.7).

6.2 Ìóëòèíîìíà ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð

Íåêà çà êðàòêîñò äà èçïîëçâàìå âåêòîðíîòî îçíà÷åíèå ~µ = (µ1, µ2, . . . , µm).
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Ìóëòèíîìíàòà ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí [8]

Eδ
~µ, β(z1, . . . , zm) =

∞∑
k=0

∑
k1+...+km=k
k1≥0,...,km≥0

(δ)k
k1! · · · km!

∏m
j=1 z

kj
j

Γ
(
β +

∑m
j=1 µjkj

) , (6.7)

êúäåòî zj ∈ C, µj, β, δ ∈ R, µj > 0, j = 1, . . . ,m. Òóê (δ)k îçíà÷àâà ñèìâîëà íà
Ïîõõàìåð (1.4). Ïîëàãàìå

Eδ(µ1,...,µm),β(t; a1, . . . , am) = tβ−1Eδ
(µ1,...,µm),β(−a1tµ1 , . . . ,−amtµm). (6.8)

Íÿêîè ïî-âàæíè ðåçóëòàòè çà ôóíêöèÿòà (6.8) ñà ñëåäíèòå:

Òåîðåìà 6.3. Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Ëàïëàñ Êδ~µ,β(s;~a) íà ôóíêöèÿòà Eδ~µ,β(t;~a)
ñå çàäàâà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Êδ~µ,β(s;~a) := L
{
Eδ~µ,β(t;~a)

}
(s) =

s−β(
1 +

∑m
j=1 ajs

−µj
)δ , s ∈ C+. (6.9)

Îñíîâàâàéêè ñå íà Òåîðåìà 6.3 è ñâîéñòâàòà íà Áåðíùàéíîâèòå ôóíêöèè, å
äîêàçàí ñëåäíèÿò ðåçóëòàò çà íàïúëíà ìîíîòîííîñò:

Òåîðåìà 6.4. Íåêà 0 < µj ≤ 1, aj > 0, j = 1, . . . ,m, è 0 < µ∗δ ≤ β ≤ 1, êúäåòî
µ∗ = maxj=1,...,m{µj}. Òîãàâà

Eδ(µ1,...,µm),β(t; a1, . . . , am) ∈ CMF , t > 0. (6.10)

Òîâà å åäèí îò îñíîâíèòå ðåçóëòàòè â òàçè ãëàâà.
Êàòî ïðèìåð çà ïðèëîæåíèå íà ôóíêöèèòå íà Ïðàáõàêàð (6.8) ñ δ 6= 1, ÷ðåç

òàêèâà ôóíêöèè ñà èçðàçåíè ìîìåíòèòå íà ôóíäàìåíòàëíèòå ðåøåíèÿ íà çàäà-
÷èòå íà Êîøè çà óðàâíåíèÿ (6.1) è (6.2) â ñëó÷àÿ A =

(
∂
∂x

)2
, x ∈ R.

Â ïîñëåäíèòå äâå ãëàâè èçó÷àâàìå ïðèíöèïà íà ñóáîðäèíàöèÿ çà îáîáùåíè
äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñ äðîáíè ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî. Â ëèòåðàòó-
ðàòà ñà ðàçãëåæäàíè ðàçëè÷íè ëèíåéíè îáîáùåíèÿ íà äðîáíîòî äèôóçèîííî-
âúëíîâî óðàâíåíèå (2.3) ñ 1 < α < 2, êàòî íàé-èçó÷àâàíèòå ïðèìåðè ñà äðîáíè-
òå äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ îò ðàçïðåäåëåí ðåä è ðàçëè÷íè óðàâíåíèÿ,
ìîäåëèðàùè ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà âúëíè âúâ âèñêîçîåëàñòè÷íè ñðåäè.

7 Äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ îò ðàçïðåäåëåí ðåä

Ãëàâà 7 (ñúñòîÿùà ñå îò 2 ñåêöèè) å ïîñâåòåíà íà äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâ-
íåíèÿ ñ äðîáíè ïðîèçâîäíè íà Êàïóòî, ÷èèòî ðåäîâå ñà äèñêðåòíî èëè íåïðåêúñ-
íàòî ðàçïðåäåëåíè â èíòåðâàëà (0, 2]. Ïúðâî îáñúæäàìå åäèí îòâîðåí ïðîáëåì
îòíîñíî èíòåðïðåòàöèÿòà íà ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà ñúîòâåòíàòà åäíî-
ìåðíà çàäà÷à íà Êîøè êàòî ïðîñòðàíñòâåíà âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò. Ñëåä òîâà
ïîäðîáíî ñå èçñëåäâà ïðèíöèïúò íà ñóáîðäèíàöèÿ çà ìíîãî÷ëåííî äèôóçèîííî-
âúëíîâî óðàâíåíèå.
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7.1 Êîãà ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå å âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò?

Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî îò ðàçïðåäåëåí ðåä∫ 2

0

µ(β)CD
β

t u(x, t) dβ =
∂2

∂x2
u(x, t), x ∈ R, t > 0, (7.1)

êúäåòî µ(β) å íåîòðèöàòåëíà ôóíêöèÿ, òàêàâà ÷å

suppµ ∩ (1, 2] 6= ∅.

Çàäà÷àòà íà Êîøè çà (7.1) ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ u(x, 0) = v(x) è ut(x, 0) = 0 ñå
èçó÷àâà â [13] ñ îñíîâåí ôîêóñ âúðõó èíòåðïðåòàöèÿòà íà ôóíäàìåíòàëíîòî ðå-
øåíèå G(x, t) êàòî âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò îòíîñíî x ∈ R (ïðè t > 0 ðàçãëåæäàíî
êàòî ïàðàìåòúð), ò.å. óäîâëåòâîðÿâàùî:

G(x, t) ≥ 0,

∫ ∞
−∞
G(x, t) dx = 1. (7.2)

Çíà÷åíèåòî íà ñâîéñòâàòà (7.2) çà ñòîõàñòè÷íàòà èíòåðïðåòàöèÿ íà óðàâíåíèåòî
(7.1) è çà íåãîâèÿ ôèçè÷åñêè ñìèñúë å îáÿñíåíî â [11]. Ñúùåâðåìåííî, èçïúëíå-
íèåòî íà òåçè óñëîâèÿ îñèãóðÿâà ñúùåñòâóâàíå íà ñóáîðäèíàöèÿ çà óðàâíåíèÿ
îò òèïà (7.1) ïî îòíîøåíèå íà çàäà÷àòà íà Êîøè îò âòîðè ðåä. Òîâà å òàêà ïîðà-
äè ñëåäíàòà âçàèìîâðúçêà ìåæäó ÿäðîòî ϕ(t, τ) â ñóáîðäèíàöèîííîòî ðàâåíñòâî
(7.6) ïî-äîëó è ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå G(x, t):

ϕ(t, τ) = 2G(x, t), ïðè τ = x ≥ 0.

Íåêà äà îòáåëåæèì, ÷å G(−x, t) = G(x, t), x ∈ R.
Äîñòàòú÷íî óñëîâèå ôóíäàìåíòàëíîòî ðåøåíèå íà (7.1) äà óäîâëåòâîðÿâà

ñâîéñòâàòà (7.2) å g(s)1/2 ∈ CBF , êúäåòî

g(s) =

∫ 2

0

µ(β)sβ dβ, s > 0. (7.3)

Â [13] ñå äîêàçâà, ÷å àêî suppµ ⊆ [1, 2] òî g(s)1/2 ∈ CBF è ñëåäîâàòåëíî
ñâîéñòâàòà (7.2) ñà èçïúëíåíè. Ñúùåâðåìåííî ñå ïîñòàâÿ âúïðîñà äàëè òîâà
óñëîâèå çà ôóíêöèÿòà µ íå ìîæå äà ñå îòñëàáè. Íèå äîêàçâàìå, ÷å íîñèòåëÿò íà
òåãëîâíàòà ôóíêöèÿ ìîæå äà áúäå ïðîèçâîëåí ïîäèíòåðâàë íà [0, 2] ñ äúëæèíà
íå ïîâå÷å îò 1.

Òâúðäåíèå 7.1. Íåêà suppµ ⊆ [α− 1, α], 1 < α ≤ 2. Òîãàâà g(s)1/2 ∈ CBF .

Òâúðäåíèå 7.1 ñå îòíàñÿ êàêòî çà íåïðåêúñíàòà, òàêà è çà äèñêðåòíà òåãëîâíà
ôóíêöèÿ µ. Ñëåäâàùîòî òâúðäåíèå äàâà åäèí ñïåöèàëåí ïðèìåð íà ôóíêöèÿ
íà òåãëîòî, â êîéòî óñëîâèåòî çà íåéíèÿ íîñèòåë ìîæå îùå äà ñå îòñëàáè. Â
ðàçãëåäàíèÿ ñëó÷àé íîñèòåëÿò íà ôóíêöèÿòà íà òåãëîòî ìîæå äà áúäå âñåêè
ïîäèíòåðâàë íà èíòåðâàëà [0, 2].
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Òâúðäåíèå 7.2. Íåêà a > 0 è 0 < α1 < α2 ≤ 2. Àêî µ(β) = aβ çà β ∈ [α1, α2]

è µ(β) = 0 çà β ∈ (0, α1) ∪ (α2, 2], òî g(s)1/2 ∈ CBF .

Òåçè äâå òâúðäåíèÿ îòãîâàðÿò ÷àñòè÷íî íà âúïðîñà ïîñòàâåí â [13]. Çà ïî-
ïðåöèçíè ðåçóëòàòè ñëó÷àèòå íà íåïðåêúñíàòî è äèñêðåòíî ðàçïðåäåëåíèå òðÿá-
âà äà ñå ðàçãëåæäàò îòäåëíî.

Â îñòàòúêà îò òàçè ãëàâà ñå èçó÷àâà äåòàéëíî óðàâíåíèÿ ñ äèñêðåòíî ðàç-
ïðåäåëåíèå íà ðåäîâåòå íà ïðîèçâîäíèòå â èíòåðâàë [α− 1, α], êúäåòî α ∈ (1, 2].

7.2 Ìíîãî÷ëåííî äèôóçèîííî-âúëíîâî óðàâíåíèå

Ðàçãëåæäàìå óðàâíåíèåòî

c CD
α

t u(t) +
m∑
j=1

cj
CD

αj

t u(t) = Au(t), u(0) = a ∈ X, u′(0) = 0, (7.4)

êúäåòî îïåðàòîðúò A ïîðàæäà ñèëíî íåïðåêúñíàòà êîñèíóñîâà ôóíêöèÿ S2(t).
Çà ïàðàìåòðèòå α, αj, c, cj, ïðåäïîëàãàìå, ÷å óäîâëåòâîðÿâàò ñëåäíèòå óñëîâèÿ

α ∈ (1, 2], α > α1 > · · · > αm > 0, α− αm ≤ 1,

c > 0, cj > 0, j = 1, · · · ,m.
(7.5)

Ïðèëàãàéêè îáùàòà Òåîðåìà 2.1 ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿ ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 7.1. Çàäà÷àòà (7.4) å êîðåêòíî ïîñòàâåíà è èìà îãðàíè÷åí îïåðàòîð
íà ðåøåíèåòî S(t), êîéòî å ñâúðçàí ñ S2(t) ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

S(t) =

∫ ∞
0

ϕ(t, τ)S2(τ) dτ, t > 0. (7.6)

ßäðîòî ϕ(t, τ) å âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò ïî τ è èìà ïðåäñòàâÿíåòî

ϕ(t, τ) =
1

π

∫ ∞
0

exp
(
−τK+(r)

) (
K+(r) sin

(
rt− τK−(r)

)
+ K−(r) cos

(
rt− τK−(r)

)) dr
r
, t, τ > 0, (7.7)

êúäåòî K±(r) ñà äåôèíèðàíè ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

K±(r) =
1√
2

((
A2(r) +B2(r)

)1/2 ± A(r)
)1/2

;

A(r) = crα cos(απ/2) +
m∑
j=1

cjr
αj cos(αjπ/2),

B(r) = crα sin(απ/2) +
m∑
j=1

cjr
αj sin(αjπ/2).
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Îòíîâî e èçïúëíåíî è ïî-ñèëíîòî òâúðäåíèå, ÷å îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî
S(t) å ïîä÷èíåí íà Sα(t), êúäåòî α å íàé-ãîëåìèÿò ðåä íà ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî
â óðàâíåíèåòî (7.4). Â äîïúëíåíèå èìàìå ñëåäíèòå ðàçëè÷èÿ â ñëó÷àèòå α = 2
è 1 < α < 2:

Òåîðåìà 7.2. Àêî 1 < α < 2, òî îïåðàòîðúò íà ðåøåíèåòî S(t) íà çàäà÷à
(7.4) å îãðàíè÷åí àíàëèòè÷åí ñ úãúë

θ0 =
(2− α)π

2α
.

Àêî α = 2, òî çà ÿäðîòî ϕ(t, τ) â (7.6) å èçïúëíåíî ϕ(t, τ) = 0 çà τ > t/
√
c.

8 Ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíè â ëèíåéíè âèñêîçîåëàñòè÷íè

ñðåäè

Â Ãëàâà 8 (ñúñòîÿùà ñå îò 4 ñåêöèè) ñå ðàçèñêâà ïðèíöèïúò çà ñóáîðäèíàöèÿ
çà óðàâíåíèÿ, ìîäåëèðàùè ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà âúëíè â ëèíåéíè âèñêîçîå-
ëàñòè÷íè ñðåäè. Ðàçãëåæäàò ñå ðàçëè÷íè êîíñòèòóòèâíè çàêîíè, êîèòî ïðåä-
ñòàâëÿâàò äðîáíè îáîáùåíèÿ íà íÿêîè êëàñè÷åñêè ìîäåëè. Çà âñè÷êè ìîäåëè ñå
äîêàçâà, ÷å ìîäóëúò íà ðåëàêñàöèÿ å íàïúëíî ìîíîòîííà ôóíêöèÿ. Ïî-ïîäðîáíî
ñà èçñëåäâàíè çàäà÷è çà ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíè âúâ âèñêîçîåëàñòè÷åí ôëó-
èä ñ äðîáíèÿ ìîäåë íà Äæåôðè è ñà äàäåíè íÿêîè ïðèëîæåíèÿ íà ïðèíöèïà
çà ñóáîðäèíàöèÿ, êàêòî è íåãîâàòà ôèçè÷åñêà èíòåðïðåòàöèÿ. Ãëàâàòà çàâúð-
øâà ñ êðàòúê êîìåíòàð îòíîñíî äåôèíèöèÿòà íà êëàñà íà îáîáùåíèòå äðîáíè
äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ.

Ñâîéñòâàòà íà åäèí ëèíååí âèñêîçîåëàñòè÷åí ìîäåë ñå çàäàâàò ÷ðåç ëèíåéíà
çàâèñèìîñò ìåæäó íàïðåæåíèåòî σ è äåôîðìàöèÿòà ε. Íèå ðàçãëåæäàìå åäíî-
ìåðíèÿ ñëó÷àé, â êîéòî σ = σ(x, t) è ε = ε(x, t). Ìîäóëúò íà ðåëàêñàöèÿ G(t)
ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

σ(x, t) =

∫ t

0

G(t− τ)ε̇(x, τ) dτ, t > 0, (8.1)

êúäåòî òî÷êàòà òðàäèöèîííî îçíà÷àâà ïúðâà ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî.
Çà äà èìà ôèçè÷åñêè ñìèñúë åäèí ìîäåë, ìîäóëúò íà ðåëàêñàöèÿ G(t) òðÿáâà

äà óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèÿòà G(t) ≥ 0 è G′(t) ≤ 0. Â ìíîãî ñëó÷àè ñå îêàçâà, ÷å
òåçè äâå óñëîâèÿ âîäÿò äî ïî-ñèëíîòî ñâîéñòâî G(t) ∈ CMF . Â äèñåðòàöèÿòà
òîâà å äîêàçàíî çà äðîáíèòå çàêîíè íà Ìàêñóåë, Äæåôðè è îáîáùåíèÿ äðîáåí
çàêîí íà Çåíåð.

8.1 Äðîáåí ìîäåë íà Çåíåð îò ðàçïðåäåëåí ðåä

Äà ðàçãëåäàìå ïî-ïîäðîáíî îáîáùåíèÿ äðîáíèÿ ìîäåë íà Çåíåð îò ðàçïðåäå-
ëåí ðåä, êîéòî å çàäàäåí ñ êîíñòèòóòèâíîòî óðàâíåíèå [4]∫ 1

0

pσ(α)Dα
t σ(x, t) dα =

∫ 1

0

pε(α)Dα
t ε(x, t) dα, (8.2)
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êúäåòî pσ(α) è pε(α) ñà íåîòðèöàòåëíè òåãëîâíè ôóíêöèè. Òîçè ìîäåë å èçó÷åí
â [5], Chapter 3, áåç äà ñå äèñêóòèðà íàïúëíàòà ìîíîòîííîñò íà ñúîòâåòíèÿ
ìîäóë íà ðåëàêñàöèÿ. Ðàçãëåæäàò ñå äâà ñëó÷àÿ: ìíîãî÷ëåííèÿò äðîáåí ìîäåë
íà Çåíåð

N∑
n=0

anD
αn
t σ(x, t) =

N∑
n=0

bnD
αn
t ε(x, t), (8.3)

êúäåòî 0 ≤ α0 < α1 < · · · < αN < 1, an, bn > 0, n = 0, 1, ..., N, è
a0
b0
≥ a1
b1
≥ · · · ≥ aN

bN
, (8.4)

è ñëó÷àÿò ñúñ ñòåïåííè òåãëîâíè ôóíêöèè

pσ(α) = aα, pε(α) = bα, 0 < a < b. (8.5)

Äîêàçâàìå ñëåäíèòå äâå òåîðåìè, â êîèòî ñå óñòàíîâÿâà, ÷å G(t) ∈ CMF
ïîñðåäñòâîì ïðåäñòàâÿíåòî �è êàòî òðàíñôîðìàöèÿ íà Ëàïëàñ íà íåîòðèöàòåëíà
ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 8.1. Àêî óñëîâèÿòà (8.4) ñà èçïúëíåíè, òî ìîäóëúò íà ðåëàêñàöèÿ
G(t) íà ìîäåëà (8.3) å íàïúëíî ìîíîòîííà ôóíêöèÿ è å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

G(t) =
b0
a0

+

∫ ∞
0

e−rtK(r) dr, (8.6)

êúäåòî

K(r) =
1

πr

∑
0≤i<j≤N(aibj − ajbi)rαi+αj sin (αj − αi)π(∑N

n=0 anr
αn cosαnπ

)2
+
(∑N

n=0 anr
αn sinαnπ

)2 ≥ 0. (8.7)

Òåîðåìà 8.2. Ìîäóëúò íà ðåëàêñàöèÿ G(t) íà ìîäåëà (8.2)-(8.5) å íàïúëíî
ìîíîòîííà ôóíêöèÿ, çà êîÿòî å â ñèëà ïðåäñòàâÿíåòî

G(t) = 1 +

∫ ∞
0

e−rtK(r) dr, (8.8)

êúäåòî

K(r) =
(br + 1)(ln b− ln a)

r(ar + 1)
(
ln2(br) + π2

) ≥ 0. (8.9)

8.2 Ñóáîðäèíàöèÿ

Áëàãîäàðåíèå íà ñâîéñòâîòî G(t) ∈ CMF å âúçìîæíî äà ôîðìóëèðàìå ñó-
áîðäèíàöèîííà çàâèñèìîñò ìåæäó ñúîòâåòíîòî äèôóçèîííî-âúëíîâî óðàâíåíèå
è êëàñè÷åñêîòî âúëíîâî óðàâíåíèå. Òîâà ñå äúëæè íà ôàêòà, ÷å ðàçïðîñòðàíå-
íèåòî íà âúëíè âúâ âèñêîçîåëàñòè÷íà ñðåäà ñ ôóíêöèÿ íà ðåëàêñàöèÿ G(t) ñå
çàäàâà ñ èíòåãðàëíî óðàâíåíèå îò âèäà

u(x, t) =

∫ t

0

k(t− τ)uxx(x, τ) dτ + f(x, t), (8.10)
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êúäåòî k(t) =
∫ t
0
G(τ) dτ . Òîãàâà çà ôóíêöèÿòà g(s) â Òåîðåìà 2.1 èìàìå

g(s) = (k̂(s))−1 =
s

Ĝ(s)
. (8.11)

Ñïîðåä ñâîéñòâàòà íà Áåðíùàéíîâèòå ôóíêöèè, îò G(t) ∈ CMF ñëåäâà Ĝ(s) ∈
SF . Ñëåäîâàòåëíî, g(s) å ïðîèçâåäåíèå íà äâå ôóíêöèè îò êëàñà CBF (s è
1/Ĝ(s)), êîåòî ïîêàçâà, ÷å g(s)1/2 ∈ CBF . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å óñëîâèÿòà íà îá-
ùàòà Òåîðåìà 2.1 ñà èçïúëíåíè çà α = 2 è óðàâíåíèåòî (8.10) å ïîä÷èíåíî
íà êëàñè÷åñêîòî âúëíîâî óðàâíåíèå utt = uxx ñúñ ñúùèòå íà÷àëíè è ãðàíè÷íè
óñëîâèÿ.

Ñëåäîâàòåëíî, ôèçè÷åñêèÿò ñìèñúë íà ôîðìóëàòà çà ñóáîðäèíàöèÿ â òîçè
ñëó÷àé å, ÷å òÿ ðàçäåëÿ ðåøåíèåòî íà äèôóçèîííî-âúëíîâîòî óðàâíåíèå (8.10)
íà äâå ÷àñòè, êàòî åäíàòà (âåðîÿòíîñòíàòà ïëúòíîñò) çàâèñè ñàìî îò ïàðàìåòðè-
òå íà âèñêîçîåëàñòè÷íàòà ñðåäà, à âòîðàòà (ðåøåíèåòî íà êëàñè÷åñêîòî âúëíîâî
óðàâíåíèå) çàâèñè ñàìî îò çàäàäåíèòå íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ.

8.3 Îáîáùåíè äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ

Ïî àíàëîãèÿ íà îáîáùåíèòå äðîáíè óðàâíåíèÿ çà ñóáäèôóçèÿ, ðàçãëåäàíè â
Ãëàâà 5, â ðàáîòàòà [29] ñå ïðåäëàãà îáîáùåíè äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ
äà ñå íàðè÷àò óðàâíåíèÿ îò âèäà∫ t

0

η(t− τ)
∂2

∂τ 2
u(x, τ) dτ =

∂2

∂x2
u(x, t),

êúäåòî η̂(s) ∈ SF . Òîâà ïðåäëîæåíèå ñå îñíîâàâà íà ôàêòà, ÷å êîíâîëþöèîííàòà
ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî âëÿâî å îáîáùåíèå íà ïðîèçâîäíàòà íà Êàïóòî îò ðåä
α ∈ (1, 2), êîÿòî îòãîâàðÿ íà η̂(s) = sα−2 .

Îêàçâà ñå, ÷å òàçè äåôèíèöèÿ îòãîâàðÿ òî÷íî íà óðàâíåíèå îò âèäà (8.10) ñ
G(t) ∈ CMF . Òîâà îáà÷å å ñàìî åäèí òåñåí êëàñ äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíå-
íèÿ, êîéòî íå âêëþ÷âà ìíîãî óðàâíåíèÿ îïèñâàùè äèôóçèîííî-âúëíîâè ïðîöå-
ñè. Â êðàÿ íà ãëàâàòà ñà äàäåíè ïðèìåðè íà óðàâíåíèÿ, êîèòî íå ñà îò òîçè âèä,
íî âúïðåêè òîâà ñà ïîä÷èíåíè ïî ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ íà êëàñè÷åñêîòî
âúëíîâî óðàâíåíèå è ñëåäîâàòåëíî îïèñâàò ìåæäèííè ïðîöåñè ìåæäó äèôóçèÿ
è ðàçïðîñòðàíåíèå íà âúëíè. Åäèí òàêúâ ïðèìåð å óðàâíåíèå ñ äâå äðîáíè ïðî-
èçâîäíè ïî âðåìåòî îò ðåäîâå α è α1, òàêèâà ÷å α ∈ (1, 2), α1 ∈ (0, 1), α−α1 ≤ 1.

Òåçè íàáëþäåíèÿ äàâàò îñíîâàíèå çà ðàçøèðÿâàíå íà äåôèíèöèÿòà çà îáîá-
ùåíî äèôóçèîííî-âúëíîâî óðàâíåíèå, ïðåäëîæåíà â [29], êàòî åäèí âúçìîæåí
íà÷èí å äåôèíèöèÿòà äà ñå îñíîâàâà íà ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ: îáîáùåíè
äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñà âñè÷êè óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà ïîä÷èíåíè ïî
ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ íà êëàñè÷åñêîòî âúëíîâî óðàâíåíèå, íî íå ñà óðàâ-
íåíèÿ íà ñóáäèôóçèÿ.
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V. ÀÂÒÎÐÑÊÀ ÑÏÐÀÂÊÀ ÇÀ ÍÀÓ×ÍÈÒÅ ÏÐÈÍÎÑÈ

Ïî ìíåíèå íà àâòîðà îñíîâíèòå ïðèíîñè íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ñëåäíèòå:

• Ðàçðàáîòåíà å îáùà ìåòîäîëîãèÿ çà óñòàíîâÿâàíå íà ñóáîðäèíàöèîííà çàâè-
ñèìîñò ìåæäó åäíî ëèíåéíî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå îò îáù âèä è ëèíåéíî
åâîëþöèîííî óðàâíåíèå îò äðîáåí èëè öåëî÷èñëåí ðåä. Âúïðîñúò çà ñóáîð-
äèíàöèÿ ìåæäó äâåòå óðàâíåíèÿ ñå ñâåæäà äî çàäà÷àòà äà ñå óñòàíîâè äàëè
äàäåíà õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ å îò êëàñà íà íàïúëíî Áåðíùàéíîâèòå
ôóíêöèè.

• Óñòàíîâåíè ñà ñóáîðäèíàöèîííè çàâèñèìîñòè çà ðåäèöà óðàâíåíèÿ ñ äðîáíè
ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî, êîèòî ñå ñðåùàò â íàó÷íàòà ëèòåðàòóðà. Òåçè ïðåä-
ñòàâÿíèÿ ðàçäåëÿò ðåøåíèåòî íà äâå ÷àñòè: ñóáîðäèíàöèîííî ÿäðî (ôóíê-
öèÿ, êîÿòî å âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò è ñúäúðæà öÿëàòà èíôîðìàöèÿ çà îïå-
ðàòîðèòå, äåéñòâàùè ïî âðåìåòî) è ðåøåíèåòî íà åäíî ïî-ïðîñòî óðàâíåíèå
îò öÿë èëè äðîáåí ðåä (ñúäúðæàùî èíôîðìàöèÿ çà ãåîìåòðèÿòà íà çàäà-
÷àòà ÷ðåç íàëîæåíèòå íà÷àëíè è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ).

• Èçó÷åí å ïðèíöèïúò çà ñóáîðäèíàöèÿ çà óðàâíåíèÿ, êîèòî ñà äðîáíè ïî
ïðîñòðàíñòâîòî è ïî âðåìåòî (Ãëàâà 3). Ïîëó÷åíè ñà ðàçëè÷íè ïðåäñòàâÿ-
íèÿ çà ñóáîðäèíàöèîííîòî ÿäðî è ñà èçñëåäâàíè íåãîâèòå ñâîéñòâà. Îïðå-
äåëåí å ñåêòîðúò îò êîìïëåêñíàòà ðàâíèíà, â êîéòî ïîä÷èíåíîòî ðåøåíèå
å îãðàíè÷åíî àíàëèòè÷íî. Èçïîëçâàéêè ðàâåíñòâîòî çà ñóáîðäèíàöèÿ ñà
èçâåäåíè èíòåãðàëíè ïðåäñòàâÿíèÿ çà n-ìåðíîòî ôóíäàìåíòàëíî ðåøåíèå,
n = 1, 2, 3, òàêà êàêòî è ÿâíè ôîðìóëè â íÿêîè ñïåöèàëíè ñëó÷àè.

• Ïîäðîáíî ñà èçó÷åíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ ñ äðîáíèÿ êîíñòèòóòèâåí çà-
êîí íà Äæåôðè (Ãëàâà 4 è Ñåêöèÿ 8.3). Âúç îñíîâà íà òîçè ìîäåë å ïîêàçàíà
âçàèìîâðúçêàòà ìåæäó ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ è ôèçè÷åñêèÿ ñìèñúë íà
åäíî åâîëþöèîííî óðàâíåíèå.

• Óñòàíîâåíè ñà ñóáîðäèíàöèîííè çàâèñèìîñòè çà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèÿ
îïèñâàùè àíîìàëíà äèôóçèÿ (Ãëàâà 5). Ïîëó÷åíà å ÿâíà ôîðìóëà çà àï-
ðîêñèìàöèÿ íà ðåøåíèåòî, êîÿòî îáîáùàâà åêñïîíåíöèàëíàòà ôîðìóëà çà
C0-ïîëóãðóïè. Êàòî ïðèëîæåíèå íà ôîðìóëàòà çà ñóáîðäèíàöèÿ å èçâåäå-
íà ïîëåçíà äâóñòðàííà îöåíêà çà ðåøåíèåòî íà îáîáùåíîòî óðàâíåíèå íà
ðåëàêñàöèÿ, êîÿòî å èçïîëçâàíà çà èçñëåäâàíåòî íà åäíà èíâåðñíà çàäà÷à.

• Âúâåæäà ñå è ñå èçñëåäâà ìóëòèíîìíà ôóíêöèÿ îò òèïà íà Ïðàáõàêàð (Ãëà-
âà 6). Íàìåðåíè ñà óñëîâèÿ, ïðè êîèòî ôóíêöèÿòà å íàïúëíî ìîíîòîííà.
Òîâà ñâîéñòâî ïîçâîëÿâà ìóëòèíîìíàòà ôóíêöèÿ íà Ïðàáõàêàð äà ñå èç-
ïîëçâà çà äåôèíèðàíå íà ìîäåë, êîéòî îáîáùàâà èçâåñòíè ìîäåëè íà ðå-
ëàêñàöèÿ (Ñåêöèÿ 8.2.4).

• ×àñòè÷íî å ðàçðåøåí âúïðîñúò çà óñëîâèÿòà, ïðè êîèòî åäíîìåðíîòî ôóí-
äàìåíòàëíî ðåøåíèå íà äèôóçèîííî-âúëíîâîòî óðàâíåíèå îò ðàçïðåäåëåí
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ðåä å âåðîÿòíîñòíà ïëúòíîñò (Ñåêöèÿ 7.1). Êëàñúò íà ïîçâîëåíèòå òåãëîâ-
íè ôóíêöèè å ðàçøèðåí îò òàêèâà ñ íîñèòåë ñúäúðæàù ñå â èíòåðâàëà
[1, 2] äî ôóíêöèè ñ íîñèòåë, ñúäúðæàù ñå â èíòåðâàëà [a, a+ 1], 0 < a ≤ 1.
Óñòàíîâåíî å, ÷å â ñïåöèàëíè ñëó÷àè òîâà óñëîâèå ìîæå îùå äà ñå îòñëàáè.

• Ïðèíöèïúò çà ñóáîðäèíàöèÿ íà äèôóçèîííî-âúëíîâè óðàâíåíèÿ ñ íÿêîëêî
ïðîèçâîäíè ïî âðåìåòî îò ðàçëè÷åí (äðîáåí) ðåä å èçó÷åí äåòàéëíî (Ñåê-
öèÿ 7.2). Ïîëó÷åíî å èíòåãðàëíî ïðåäñòàâÿíå íà ñóáîðäèíàöèîííîòî ÿäðî.
Ðàçãëåäàíè ñà ñëó÷àèòå íà êðàéíà è áåçêðàéíà ñêîðîñò íà ðàçïðîñòðàíåíèå
íà âúëíàòà.

• Èçñëåäâàí å ìîäóëúò íà ðåëàêñàöèÿ çà íÿêîè îáîáùåíè äðîáíè âèñêîçî-
åëàñòè÷íè ìîäåëè, äåôèíèðàíè â ëèòåðàòóðàòà. Çà äðîáíèòå ìîäåëè íà
Ìàêñóåë, Äæåôðè è ìîäåëà íà Çåíåð îò ðàçïðåäåëåí ðåä ñå äîêàçâà, ÷å
èìàò ôèçè÷åñêè ñìèñúë òîãàâà è ñàìî òîãàâà êîãàòî ñúîòâåòíèÿò ìîäóë
íà ðåëàêñàöèÿ å íàïúëíî ìîíîòîííà ôóíêöèÿ (Ñåêöèÿ 8.2). Òîâà ñâîéñòâî
èãðàå âàæíà ðîëÿ çà óñòàíîâÿâàíå íà ïðèíöèï íà ñóáîðäèíàöèÿ çà ñúîò-
âåòíèòå âúëíîâè óðàâíåíèÿ.

• Âúç îñíîâà ïðèíöèïà çà ñóáîðäèíàöèÿ ñå äåôèíèðàò äâà îñíîâíè êëàñà
îáîáùåíè äðîáíè åâîëþöèîííè óðàâíåíèÿ: óðàâíåíèÿ îïèñâàùè ñóáäèôó-
çèÿ (ïîä÷èíåíè íà êëàñè÷åñêîòî äèôóçèîííî óðàâíåíèå) è äèôóçèîííî-
âúëíîâè óðàâíåíèÿ (ïîä÷èíåíè íà êëàñè÷åñêîòî âúëíîâî óðàâíåíèå, êîèòî
íå ñà ñóáäèôóçèîííè óðàâíåíèÿ). Òîçè íà÷èí íà êëàñèôèêàöèÿ å ôèçè-
÷åñêè êîðåêòåí è ðàçøèðÿâà äåôèíèöèèòå íà òåçè äâà êëàñà, ïðåäëîæåíè
â ëèòåðàòóðàòà, êàòî ïîçâîëÿâà äà ñå âêëþ÷àò íÿêîè âàæíè ôèçè÷åñêè
ñìèñëåíè ìîäåëè.

VI. ÀÏÐÎÁÀÖÈß ÍÀ ÐÅÇÓËÒÀÒÈÒÅ

Èçñëåäâàíèÿòà ïî äèñåðòàöèÿòà ñà ïðåäñòàâÿíè íà ïîâå÷å îò 10 ìåæäóíà-
ðîäíè íàó÷íè êîíôåðåíöèè, ñðåä êîèòî:

- International Conference on �Fractional Di�erentiation and its Applications�,
Íîâè Ñàä, Ñúðáèÿ (2016);

- 8th International conference �Transform Methods & Special Functions�, Ñîôèÿ
(2017);

- �Ìàòåìàòè÷åñêè äíè â Ñîôèÿ� (2017);
- 15th International Conference of Numerical Analysis and Applied Mathematics,

Ñîëóí, Ãúðöèÿ (2017);
êàêòî è íà ñëåäíèòå ìåæäóíàðîäíè ôîðóìè ïðîâåäåíè â Íîâè Ñàä, Ñúðáèÿ:

�Pannonian Mathematical Modelling� (2015), �Applications of Generalized Func-
tions in Harmonic Analysis, Mechanics, Stochastics and PDE� (2017) è �Topics in
Fractional Calculus and Time-Frequency Analysis� (2020).
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Îñâåí òîâà, ïîëó÷åíèòå ðåçóëòàòè ñà äîêëàäâàíè íà îáùèÿ ñåìèíàð �Àíàëèç,
ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� â ÈÌÈ-ÁÀÍ (2015ã.), íà ãîäèøíèòå íàó÷íè ñåñèè íà
ñåêöèÿ �Àíàëèç, ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ� ïðè ÈÌÈ-ÁÀÍ, êàêòî è ïðåä ñåìèíàðà
ïî Ìàòåìàòè÷åñêî ìîäåëèðàíå íà ÔÌÈ-ÑÓ ïðåç 2015, 2017 è 2019 ã.

Äîñòîâåðíîñò íà ðåçóëòàòèòå

Çà ïîòâúðæäàâàíå íà äîñòîâåðíîñòòà íà íÿêîè îò èçâåäåíèòå àíàëèòè÷íè
ôîðìóëè ñà èçïîëçâàíè ðàçëè÷íè ñïîñîáè. Ïúðâî, ïðîâåðåíî å äàëè èìà êà÷åñ-
òâåíî ñúîòâåòñòâèå ñ î÷àêâàíîòî ïîâåäåíèå íà ñúîòâåòíàòà âåëè÷èíà, òàêà ÷å
ïîëó÷åíàòà ôîðìóëà äà èìà ôèçè÷åñêè ñìèñúë (íàïðèìåð, ôóíäàìåíòàëíîòî
ðåøåíèå òðÿáâà âèíàãè äà ïðåäñòàâëÿâà âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå, ìîäóëúò
íà ðåëàêñàöèÿ òðÿáâà äà å ïîëîæèòåëíà è íåðàñòÿùà ôóíêöèÿ). Âòîðî, íÿêîè
îò íàìåðåíèòå àíàëèòè÷íè ðåçóëòàòè ñà ïðîâåðåíè êàòî ñà èçïîëçâàíè çà ÷èñëå-
íî ïðåñìÿòàíå è ïîëó÷åíèòå ÷èñëåíè ðåçóëòàòè ñà ñðàâíåíè ñ òàêèâà íà äðóãè
àâòîðè (íàïðèìåð ðåçóëòàòè îò Ãëàâà 4 ñà ñðàâíåíè â ïóáëèêàöèÿ [B10] ñ ðå-
çóëòàòè îò ìîíîãðàôèÿòà [5]) èëè ñ ðåçóëòàòè ïîëó÷åíè ÷ðåç äðóã ÷èñëåí ìåòîä
(íàïðèìåð ñðàâíåíèÿòà äàäåíè âúâ Ôèã. 8.1). Îñâåí òîâà ñà ïðàâåíè ÷èñëåíè
ñðàâíåíèÿ ñ âå÷å èçâåñòíè àíàëèòè÷íè ôóðìóëè â íÿêîè ÷àñòíè ñëó÷àè.

Ó÷àñòèå â íàó÷íè ïðîåêòè

Ðåçóëòàòèòå, âêëþ÷åíè â äèñåðòàöèÿòà, ñà óñòàíîâåíè â ðàìêèòå íà ñëåäíèòå
íàó÷íè ïðîåêòè:

- ïðîåêò êúì Ôîíä Íàó÷íè Èçñëåäâàíèÿ (ÔÍÈ): �Òåîðåòè÷íî è ÷èñëåíî èç-
ñëåäâàíå íà íåëèíåéíè ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè� (2014-2017);

- ïðîåêò ïî ÍÍÏ �Èíôîðìàöèîííè è êîìóíèêàöèîííè òåõíîëîãèè çà åäèíåí
öèôðîâ ïàçàð â íàóêàòà, îáðàçîâàíèåòî è ñèãóðíîñòòà� (2018-2021);

- ìåæäóíàðîäåí ïðîåêò ïî ÎÏ �Íàóêà è îáðàçîâàíèå çà èíòåëèãåíòåí ðàñ-
òåæ�: �Öåíòúð çà âúðõîâè ïîñòèæåíèÿ ïî èíôîðìàòèêà è èíôîðìàöèîííè è
êîìóíèêàöèîííè òåõíîëîãèè� (2018-2023);

- ïðîåêò êúì ÔÍÈ ñ Ðóñèÿ �Èçñëåäâàíå íà äèíàìè÷íîòî ïîâåäåíèå íà äå-
ôîðìèðóåìè òåëà ïðè îò÷èòàíå íà åôåêòèòå íà íàñëåäñòâåíîñò íà ìàòåðèàëà�
(2020-2023);

- òðè ïðîåêòà ïî äâóñòðàíåí íàó÷åí äîãîâîð ìåæäó Áúëãàðñêàòà àêàäåìèÿ
íà íàóêèòå è Ñðúáñêàòà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå è èçêóñòâàòà: �Ìàòåìàòè÷åñêî ìî-
äåëèðàíå ÷ðåç èíòåãðàëíî-òðàíñôîðìàöèîííè ìåòîäè, ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ, ñïåöèàëíè è îáîáùåíè ôóíêöèè� (2012-2016), �Àíàëèòè÷íè è ÷èñëå-
íè ìåòîäè çà äèôåðåíöèàëíè è èíòåãðàëíè óðàâíåíèÿ è ìàòåìàòè÷åñêè ìîäåëè
îò ïðîèçâîëåí (äðîáåí èëè öÿë) ðåä� (2017-2019) è �Îïåðàòîðè, äèôåðåíöèàë-
íè óðàâíåíèÿ è ñïåöèàëíè ôóíêöèè íà äðîáíîòî ñìÿòàíå � ÷èñëåíè ìåòîäè è
ïðèëîæåíèÿ� (2020-2022).
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Áëàãîäàðíîñòè

Ïðåäè âñè÷êî áèõ èñêàëà äà èçðàçÿ ñâîÿòà ãîëÿìà áëàãîäàðíîñò êúì ÷ë.-
êîð. È. Äèìîâñêè è ïðîô. Â. Êèðÿêîâà, êîèòî íàñî÷èõà íàó÷íèòå ìè èíòåðåñè
êúì äðîáíîòî ñìÿòàíå ïðåäè ïîâå÷å îò ÷åòâúðò âåê è îòòîãàâà íåïðåêúñíàòî ìå
ïîäêðåïÿò è íàñúð÷àâàò.

Îñîáåíî ñúì ïðèçíàòåëíà íà ïðîô. Â. Êèðÿêîâà çà ñúçäàäåíèÿ îò íåÿ ìåæ-
äóíàðîäåí öåíòúð íà äðîáíîòî ñìÿòàíå â ÈÌÈ (íàó÷íîòî ñïèñàíèå �Fractional
Calculus and Applied Analysis�, òðàäèöèîííàòà êîíôåðåíöèÿ �Transform Methods
& Special Functions�, äâóñòðàííè ñúòðóäíè÷åñòâà ïî ÅÁÐ), êîåòî îêàçà ìíîãî
áëàãîïðèÿòíî âëèÿíèå âúðõó ìîÿòà êàðèåðà.

Îãðîìíî áëàãîäàðÿ íà ïðîô. É. Ïàíåâà-Êîíîâñêà çà ïîëåçíèòå ïðåïîðúêè,
îòçèâ÷èâîñòòà è öåííàòà ïîìîù ïðè îôîðìÿíåòî íà òîçè òðóä.

Ïðèçíàòåëíà ñúì è íà âñè÷êè îñòàíàëè êîëåãè îò ñåêöèÿ �Aíàëèç, ãåîìåòðèÿ
è òîïîëîãèÿ� çà ñúçäàäåíèÿ áëàãîïðèÿòåí ðàáîòåí ìèêðîêëèìàò è çà ïîäêðåïà-
òà ïî âðåìå íà ïðåäâàðèòåëíàòà çàùèòà.

Åìèëèÿ Áàæëåêîâà, äîö. ä-ð
Èíñòèòóò ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà
Áúëãàðñêà àêàäåìèÿ íà íàóêèòå
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