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Дисертационният труд разглежда три приложения на гранични задачи във физи-
кохимията и биологията:

• да се пресметне разпределението на потенциалите в две флуидни фази (по-
лярна и неполярна фаза) и в сферична, колоидна, диелектрична частица,
прикрепена към плоска граница между тях;

• да се определи силата на триене, която действа на сферична колоидна части-
ца, прикрепена към плоска граница между два несвиваеми вискозни флуида
и движеща се успоредно на нея с константна скорост;

• да се изясни ефектът на реологичното поведение на границата (тангенциална
подвижност или неподвижност) върху движението на дълго мехурче в тясна
цилиндрична тръбичка под действието на поток, задвижван едновременно от
гравитация и налягане.

Дисертационният труд е изложен на английски върху 160 страници и съдържа 27
фигури и 1 таблица. Той включва въведение, три глави, които съответсват на трите
разгледани приложения, заключение, апендикс и списък с използвана литература от
142 източника. Към труда са приложени три допълнителни материала, в които са раз-
гледани темите „Тензори в криволинейни координати“, „Електростатика“ и „Механика
на непрекъснатите среди“.

Изследванията, които са описани в дисертационния труд, са извършени в доктор-
ска програма „Математическо моделиране и приложение на математиката“ в секция
„Математическо моделиране и числен анализ“ в ИМИ–БАН.

Дисертационният труд е обсъден и насочен за защита на заседание на разширено
звено към секция „Математическо моделиране и числен анализ“ на ИМИ–БАН, прове-
дено на 12.09.2022г.

Защитата на дисертационния труд ще се състои на ........................ от .............. часа
в аудитория ........... на ИМИ–БАН на открито заседание на научно жури.

Материалите по защитата са на разположение на интересуващите се в библиотеката
на ИМИ–БАН.
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1. Въведение
Комплексен флуид (тримерна фаза) е флуид, който не е Нютонов или повърхност-

ното напрежение върху неговите материални граници (двумерни фази) не е константа.
Примери за комплексни флуиди са пени, емулсии, спойки, биологични клетки, тъкани
и течности и т.н., които имат приложения в химичната, фармацевтичната и нефтената
промишленост, в ежедневието и медицината. В механиката на непрекъснатите среди
един комплексен флуид се моделира чрез законите за баланс на масата, момента на им-
пулса и енергията, които не са затворени. За да се затворят физикохимичните модели
и да се въведе математическа формулировка на съответните задачи, изследователите
в областта на естествените науки използват различни полуемпирични закони (линейни
или нелинейни), които свързват тензорите на напреженията и деформациите. Дори в
най-простия линеен реологичен случай (този на Нютонови флуиди) уравненията на
Навие–Стокс за несвиваеми флуиди са от четвърти ред (премахването на налягането
от уравненията води до нелинейни частни диференциални уравнения, които съдър-
жат би-Лапласиан на вектора на скоростта). За стандартните приложения обемните
фази са несвиваеми, но материалите граници не са — те могат да се деформират, да
имат различна сложна форма и реологично поведение в зависимост от свойствата на
биологичните мембрани, от адсорбираните повърхностно активни вещества (ПАВ), по-
лимери и частици, т.н. Като цяло, появата на граници води до сложни гранични задачи.
За да се съставят адекватни реологични модели, експериментаторите имат нужда от
прости математически модели и бързи числени процедури, за да напаснат получените
данни и да извлекат информация относно реологичните параметри (например виско-
зитет и еластичност при разширение и прехлъзване, прагово напрежение, т.н.).

В дисертацията са разгледани три различни приложения на граничните задачи в
случаи на линейни или силно нелинейни модели от втори или по-висок ред. Първата
задача (Глава 2) е свързана с взаимодействието между големи протеини и колоидни
частици (частици с микронни или субмикронни размери), които са прикрепени към
границата между два флуида. За малки размери на частиците (под 3 микрона), проте-
ините и колоидните частици (наречени събирателно частици) взаимодействат чрез ван
дер Ваалсови, електростатични и капилярни сили. С изключение на ван дер Ваалсово-
то взаимодействие електростатичните и капилярните сили се появяват в следствие на
повъхностната плътност на заряда на частиците и техните трифазни контактни ъгли.
Поради малките обеми на частиците гравитацията е пренебрежима и деформацията
на границата е резултат от разпределението на електростатичното налягане върху нея
и свързаната с него електропотапяща сила. Стратегията за компютърно моделиране
включва да се реши съответната задача за плоска граница, да се пресметне разпре-
делението на електростатичното налягане и електропотапящата сила, да се използва
полученото разпределение в условието за баланс на заряда с цел да се пресметне дефор-
мацията на повърхността и т.н. От експериментална гледна точка първите две стъпки
са най-важни.

Втората задача (Глава 3) е част от две много сложни задачи. Първата е да се мо-
делира подреждането на голям брой молекули и колоидни частици на повърхност и
силите на триене, които им действат в следствие на Брауново движение на частиците
под действието на ван дер Ваалсови, електростатични и капилярни взаимодействия.
Втората задача е свързана с факта, че няма пряк микроскопски метод за измерване на
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стойността на трифазния контактен ъгъл. На скоро разработеният метод на оптичния
капан използва лазерни пинсети, които действат на колоидални частици на граници
и билогични мембрани. От тангенциалната скорост на частица и приложената сила
на лазерните пинсети експериментаторите измерват силата на триене на колоидната
частица (маркер). Поради това е необходим бърз и прецизен числен метод за пресмя-
тане на силата на триене при даден трифазен контактен ъгъл, като тази процедура
може да бъде използвана за напасване експериментални данни с цел да се получи най-
вероятната стойност на трифазния контактен ъгъл.

Една от най-трудните задачи в моделирането на физикохимични и биологични про-
цеси е получаването на формата на материали граници в статични и динамични ре-
жими. Сложните форми, хидродинамичната стабилност и нестабилност на границите и
взаимодействие им с други материални обекти са от съществено значение за описанието
на техните физикохимични свойства. Един пример е разгледан в Глава 4 — движение-
то на дълго мехурче в цилиндрична капиляра под действието на поток, задвижван от
налягането (поток на Поазьой) и/или силата на земното притегляне. Повърхността на
мехурчето може да бъде свободна, т.е. тангенциално подвижна повърхност — класи-
ческа формулировка; тангенциално неподвижна, но деформируема повърхност, напри-
мер модел на биологични мембрани, граници с адсорбирани ПАВ, т.н. Аналитичните
решения на класическите задачи (свободни граници) за движение под действието на
гравитация и налягане в случай на много малка скорост на мехурчето са известни като
задачи на Bretherton [1.1]. Единствените формули, които разширяват валидността на
формулите на Bretherton и са приложими в случай на движение на мехурче със сво-
бодна повърхност под действието на налягане, са публикувани в [1.2, 1.3]. Тази задача
също е част от по-сложни изчисления, например движение на капки и мехурчета в
скалиста пориозна среда в задачите за добиване на петрол чрез инжектиране на флу-
иди или газове или движението на биологични течности в човешките вени. Поради
факта, че известните в литературата числени пресмятания отнемат много време, то е
трудно (и дори невъзможно в повечето случаи) тези пресмятания са бъдат обобщени
за комплексни флуиди и материални граници.

Дисертацията е структурирана, както следва. Съответните задачи са описани в
глави 2, 3 и 4, като всяка глава съдържа кратко резюме, обзор на литературата, опи-
сание на задачата, метод за нейното решаване, заключение и списък от референции.
Всъщност тези глави съответстват на публикуваните резултати, но не ги повтарят. Те
съдържат детайлни математически пресмятания и описания на алгоритмите, които не
са включени в публикациите поради ограничения в обема. Актуалността на разглеж-
даните задачи, нови елементи в тяхното решаване от физикохимична и математична
гледна точка, сравнени с наличните резултати в литературата, и основните стратегии
за решаване на задачите са описани в Глава 5, където основните приноси са обобщени в
три точки. Поради възможността за повтаряне на източниците, цитирани в различни-
те глави, списък от всички източници е приложен към труда. Дисертацията съдържа
апендикс и три допълнителни материала.

Литература:

[1.1] F. Bretherton, J. Fluid Mech. 10, 166–188 (1961).
[1.2] J. Ratulowski, H.-C. Chang, Phys. Fluids A - Fluid 1, 1642–1655 (1989).
[1.3] W. Kolb, R. Cerro, Phys. Fluids A - Fluid 5, 1549–1567 (1993).
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2. Влияние на йонната сила върху
електропотапящата сила

2.1 Обзор на литературата

Прогнозирането на свойствата на диелектрични частици на границите между две
флуидни фази е от съществено значение за характеризирането на монослоеве от час-
тици и образуването на Пикерингови емулсии, които имат широко приложение в коз-
метиката, хранителната индустрия, биомедицината и т.н.

В тази глава е разгледана малка частица (с радиус по-малък от 2–3 микрона), закре-
пена на границата вода–неполярна фаза. Предполага се, че има повърхностни заряди
на границата между частицата и неполярната фаза [2.1]. В идеализирания случай на
водна фаза с безкрайна диелектрична проницаемост тази задача е решена полуана-
литично [2.2]. Целта на настоящото изследване е да се анализира влиянието на водна
фаза с крайна проводимост върху разпределението на електростатични потенциали във
всички фази. Предложената числена схема от втори ред относно пространството и чис-
леното време пресмята разпределението на електростатичните потенциали в случай на
плоска повърхност, което е важна стъпка към пресмятане на електропотапящата сила.

2.2 Математическа формулировка на задачата

Сферична, заредена, диелектрична частица с радиус R и диелектрична константа
εp е закрепена на границата между неполярна (масло, въздух) и водна фаза със съ-
ответни диелектрични константи εn и εw (виж Фиг. 2.1). Положението на частицата
е определено от трифазения контактен ъгъл α, а радиусът на трифазната контактна
линия е rc = R sinα. На границата между частицата и водната фаза, Spw, както и
границата между неполярна и водната фаза, Snw, няма адсорбирани заряди, докато
границата между частицата и неполярната фаза, Spn, съдържа повърхностни заряди с
константна плътност, σpn [2.3], които пораждат електростатични потенциали в обемите.

Фигура 2.1: Скица на частица, закрепена на границата между водна и неполярна фаза.
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Фигура 2.2: Правоъгълни числени области в модифицирани тороидални координати.

Безразмерните потенциали φj , мащабирани с rcσpn/(ε0εn), се моделират като реше-
ния на уравненията на Лаплас в обемите, Vj , т.е.:

∇2φw = 0 в Vw, ∇2φn = 0 в Vn, ∇2φp = 0 в Vp, (2.1)

където ε0 е диелектричната проницаемост във вакуум, а индексите „p“, „n“ и „w“ озна-
чават съответно частицата, неполярната и водната фаза. На междуфазовите граници
прилагаме условията за непрекъснатост на потенциалите:

φp = φw на Spw, φp = φn на Spn, φn = φw на Snw (2.2)

и условия за баланс на заряда

εwnn · ∇φw = n · ∇φn на Snw, (2.3)
εwnnp · ∇φw = εpnnp · ∇φp на Spw, (2.4)
εpnnp · ∇φp − np · ∇φn = 1 на Spn, (2.5)

където np е външната единична нормала към повърхността на частицата, n е единич-
ната нормала към Snw, сочеща в неполярната фаза, и диелектричните параметри εpn
и εwn са дефинирани, както следва

εpn =
εp
εn
, εwn =

εw
εn
. (2.6)

Eлектростатичните потенциали са нули на достатъчно голямо разстояние от частицата.
Задачата е осевосиметрична и поради това нейното решение зависи само от ради-

алното разстояние r и аксиалната координата z. Сложната геометрия на областите
на диелектричните фази (Фиг. 2.1) е преобразувана в правоъгълници (Фиг. 2.2) чрез
въвеждането на тороидални координати τ и σ:

r =
1− τ2

h
, z =

2τ sinσ

h
, h(τ, σ) = 1 + τ2 − 2τ cosσ, (2.7)

които са подходящо подбрани за задачата. Уравненията на междуфазовите граници са
σ = 0 и σ = 2π от двете страни на Snw; σ = π − α на Spn; σ = 2π − α на Spw. Оста на
въртене съответства на τ = 1, а трифазната контактна линия—на полюса A+ (τ = 0).

7



Като се използват общите формули за оператор на Лаплас и производна по направ-
ление в тороидални координати, е получена следната задача:

L0[φw] = 0, L0[φn] = 0, L0[φp] = 0, (2.8)

където операторът L0 е дефиниран чрез формулата

L0[φ] =
h3

4τ (1− τ2)

∂

∂τ

[
τ
(
1− τ2

)
h

∂φ

∂τ

]
+

h3

4τ2
∂

∂σ

(
1

h

∂φ

∂σ

)
. (2.9)

На междуфазовите граници Snw, Spw и Spn граничните условия имат вида

φn|σ=0 = φw|σ=2π ,
∂φn

∂σ

∣∣∣∣
σ=0

= εwn
∂φw

∂σ

∣∣∣∣
σ=2π

, (2.10)

φp|σ=2π−α = φw|σ=2π−α , εpn
∂φp

∂σ

∣∣∣∣
σ=2π−α

= εwn
∂φw

∂σ

∣∣∣∣
σ=2π−α

, (2.11)

φn|σ=π−α = φp|σ=π−α ,
∂φn

∂σ

∣∣∣∣
σ=π−α

− εpn
∂φp

∂σ

∣∣∣∣
σ=π−α

=
2τ

h
. (2.12)

Поради осевата симетрия на задачата, на оста за въртене са добавени условията

∂φn

∂τ

∣∣∣∣
τ=1

=
∂φp

∂τ

∣∣∣∣
τ=1

=
∂φw

∂τ

∣∣∣∣
τ=1

= 0. (2.13)

В полюса A+ стойностите на потенциалите могат да бъдат положени нули:

φn = φp = φw = 0 за τ = 0 (2.14)

поради линейността на задачата. Физичните потенциали се пресмятат, като от безраз-
мерните φl се извади стойността им на безкрайност.

2.3 Асимптотично поведение на модела

За да се пресметне електропотапящата сила с достатъчна точност, е изследвано
асимптотичното поведение на модела в малка околност на трифазната контактна линия
(за τ → 0). Тогава решението на задачата (2.8)– (2.12) се търси във вида

φi = τν [Ac
i cos(νσ) +As

i sin(νσ)] , i = n, p, w, (2.15)

където 0.5 < ν < 1 и Ac
i и As

i са неизвестни константи. Заместването на тези решения в
граничните условия (2.10)– (2.12) води до хомогенна система от шест линейни уравне-
ния за Ac

i и Bc
i . Тази система има ненулево решение, когато детерминантата ѝ е нула.

В следствие е получено следното уравнение за параметъра ν, описващ сингулярността:

2εpn(1− εwn)
2

(1 + εpn)(1 + εwn)(εpn + εwn)
− sin2(νπ) =

(1− εpn)(1− εwn)

(1 + εpn)(1 + εwn)
cos2(να) +

(1− εwn)(εpn − εwn)

(1 + εwn)(εpn + εwn)
cos2 [ν(π − α)] . (2.16)
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Фигура 2.3: Зависимост на параметъра ν от контактния ъгъл α и отношението εwn:
a) εpn = 4; b) εpn = 0.25. Прекъснатите линии обозначават идеализирания случай [2.2].

Решението на уравнението (2.16) за параметъра ν за две различни отношения εpn и
различни стойности на εwn е показано на Фиг. 2.3. Когато εwn → ∞, от (2.16) следва
уравнение за сингулярността на моделната задача, изследвана в [2.2]. Сингулярността
на моделната задача, изобразена на Фиг. 2.3, е по-силна, отколкото във всички останали
случаи. Нещо повече, стойностите на ν се увеличават с намаляването на отношението
на диелектричните константи на водната и неполярната фаза, εwn. Този ефект е по-
изразен за по-големи стойности на εwn и частици с по-силни хидрофилни свойства.

2.4 Числен метод
За да се реши получената елиптична задача, е въведено числено време t и е решена

следната параболична задача:

∂φl

∂t
= T [φl] + S[φl], φl ∈ Vl, 0 < t ≤ T, l = n, p, w, (2.17)

φl(τ, σ, 0) = φl0(τ, σ), l = n, p, w (2.18)

с приложени гранични условия (2.10)– (2.14), където T [.] и S[.] са следните оператори:

T [φ] =
hτ

1− τ2
∂

∂τ

[
τ(1− τ2)

h

∂φ

∂τ

]
, S[φ] = h

∂

∂σ

(
1

h

∂φ

∂σ

)
. (2.19)

Въведена е мрежа ω = ωτ × (ωn ∪ ωp ∪ ωw)× ωt, където ωτ , ωn, ωp, ωw и ωt са

ωτ = {τi = iδτ , δτ = 1/N, i = 0, 1, · · · , N} , (2.20)
ωn = {σn,j = jδn, δn = (π − α)/Nn, j = 0, 1, · · · , Nn} , (2.21)
ωp = {σp,j = π − α+ jδp, δp = π/Np, j = 0, 1, · · · , Np} , (2.22)
ωw = {σw,j = 2π − α, jδw, δw = α/Nw, j = 0, 1, · · · , Nw} , (2.23)
ωt = {tk = kδt, δt = T/M, k = 0, 1, · · · ,M} . (2.24)

Приближеното решение на задачата в точка (τi, σl,j , tk) е означено с ϕl|kij , l =n, p, w,
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стандартните апроксимации от втори ред на операторите S и T — с S̃ и T̃ , и

δϕl|k+1
ij = ϕl|k+1

ij − ϕl|kij , l = n, p, w. (2.25)

Задачата (2.17)–(2.18), (2.10)– (2.14) е решена с метода на D’Yakonov, който спада към
класа от методи на променливите направления (МНП). Първо се решава системата:(

U − δt
2
S̃

)[
ψl|k+1

ij

]
= δtT̃

[
ϕl|kij

]
+ δtS̃

[
ϕl|kij

]
, l = n, p, w (2.26)

с подходящи гранични условия, приложени за ψl|k+1
ij на повърхността на частицата и

на границата между двата флуида. След това се търси решение на системата:(
U − δt

2
T̃

)[
δϕl|k+1

ij

]
= ψl|k+1

ij , l = n, p, w (2.27)

с подходящи гранични условия, приложени за δϕl|k+1
ij на трифазната контактна линия

и на оста на въртене. Накрая ϕl|k+1
ij е получено чрез формула (2.25).

Основният проблем в МПН идва от сложността на граничните условия. За да се по-
лучи схема от втори ред относно t, трябва да се обърне специално внимание на прибли-
жаването на граничните условия. Граничните условия на повърхността на частицата,
на границата между двата флуида и на оста на въртене са получени чрез разширяване
на дефиницията на операторите S и T върху междуфазовите граници, предполагайки,
че уравнението на Лаплас е изпълнено в тяхна близост. Граничните условия на три-
фазната контактна линия са приближени точно, а на оста на въртене условията (2.13)
са заменени с (2.27), в които операторите S и T са приближени по следния начин:

S̃[ϕl|kNj ] =
1− cosσj

δ2σ
·

[
ϕl|kN,j+1 − ϕl|kN,j

1− cosσj+1/2
−
ϕl|kN,j − ϕl|kN,j−1

1− cosσj−1/2

]
, j = 1, Nl − 1, (2.28)

T̃ [ϕl|kNj ] =
−7 ϕl|kNj + 8 ϕl|kN−1,j − ϕl|kN−2,j

δ2τ
, j = 1, Nl − 1. (2.29)

Условието за баланс на заряда (2.10) е заместено с уравнението (2.26), в което опера-
торите T и S са апроксимирани чрез

T̃ [ϕn|ki0] =
τi(1− τi)

δτ (1 + τi)
·

[
τi+1/2(1 + τi+1/2)

1− τi+1/2
·
ϕn|ki+1,0 − ϕn|ki,0

δτ

−
τi−1/2(1 + τi−1/2)

1− τi−1/2
·
ϕn|ki,0 − ϕn|ki−1,0

δτ

]
, (2.30)

S̃[ϕn|ki0] =
1

δn + εwnδw
·
−7 ϕn|ki0 + 8 ϕn|ki1 − ϕn|ki2

2δn

+
εwn

δn + εwnδw
·
−7 ϕw|kiNw

+ 8 ϕw|ki,Nw−1 − ϕw|ki,Nw−2

2δw
, i = 0, N. (2.31)

Граничните условия за баланс на зарядите (2.11), (2.12) са приближени по сходен начин.
Поради вида на граничните условия линейната система в направление τ се описва

чрез петдиагонална матрица. Заради периодичността на решението на Snw съответната
матрица на системата в направление σ е петдиагонална с два допълнителни ненулеви
елемента в края на първия и в началото на последния ред. Разработен е директен
числен метод за решаването на линейна система от разглеждания вид.
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(а) εpn = 0.874 и εwn = 17.2 (б) εpn = 2 и εwn = 40

Фигура 2.4: Разпределение на електростатичните потенциали за α = 90◦.

2.5 Числени резултати

За да се получи добра точност на числените пресмятания, във всяка числена об-
ласт е въведена равномерна 100 × 100 мрежа. Стъпката по времето δt е избрана да
бъде минумума от стъпките δτ , δn, δp и δw. Времето за изчисления на разпределението
на потенциалите на лаптоп с процесор Intel Core i5-4200H е по-малко от секунда за
произволен контактен ъгъл α ∈ (0◦, 180◦).

Фиг. 2.4б и 2.5б са получени за параметри на експерименталната установка εpn = 2
и εwn = 40 [2.1], а Фиг. 2.4а и 2.5а — за параметри εpn = 0.874 и εwn = 17.2.

Фиг. 2.4 показва разпределението на потенциалите, произтичащи от физичната за-
дача, в числените области за трифазен контактен ъгъл α = 90◦. Значително по-големи
безразмерни потенциали се получават за по-големи стойности на диелектричната кон-
станта на неполярната фаза. На координатните линии, σ = 0 (Snw) и σ = 3π/2 (Spw),
електростатичните потенциали са значително по-малки от тези на координатната ли-
ния σ = π/2 (Spn). Както може да бъде очаквано, максимумът на електростатичните
потенциали се достига в пресечната точка на границата частица–неполярна фаза с оста
на въртене. И в двата случая, диелектричната константа на водата е толкова голяма,
че водната фаза потиска проникването на електричното поле в полярната фаза.

Изчисленията в [2.1, 2.2] са получени, предполагайки нулеви потенциали на гра-
ниците на полярния флуид. Големината на електропотапящата сила намалява, ако
електростатичните потенциали на тези граници са различни от нула. Фиг. 2.5 показ-
ва разпределението на повърхностните потенциали върху границите (непрекъснатите
линии съответстват на Spn; прекъснати линии — на Spw; прекъснати линии с точка —
на Snw). Увеличаването на трифазния контактен ъгъл (по-хидрофилна частица) води
до по-високи потенциали, защото има повече адсорбирани заряди на границата между
частицата и неполярната фаза. Важно е да се отбележи, че повърхностните потенциали
на границата частица–вода са различни от нула. Тогава границата Spw също допри-
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(а) εpn = 0.874 и εwn = 17.2 (б) εpn = 2 и εwn = 40

Фигура 2.5: Разпределение на потенциалите по границите за α = 45◦;α = 90◦;α = 135◦.

нася за големината на електропотапящата сила. За α = 45◦ и α = 90◦ този принос е
малък, докато за α = 135◦—не е пренебрежим. Увеличайки диелектричната константа
на неполярната фаза εn, електростатичният потенциал на границата Spw се увеличава.

2.6 Заключение

Разработеният метод, основан на МПН, пресмята бързо и точно разпределението на
електростатичните потенциалите, породени от заредена диелектрична частица, закре-
пена за границата неполярна–водна фаза. За по-бързи изчисления сложните области
са преобразувани в правоъгълници, използвайки подходящо зададени тороидални ко-
ординати. Получените системи в съответните направления са решени, като се използва
директен числен метод за системи от линейни уравнения.

Числените резултати показват въздействието на трифазния контактен ъгъл и ди-
електричните свойства на фазите върху възникналите електрични полета и големината
на електропотапящата сила. Като цяло намаляването на частното между диелектрич-
ните константи на частицата и неполярната фаза, εp/εn, и това между водната и непо-
лярната фаза, εw/εn, води до по-изразено проникване на електричното поле и по-високи
повърхностни потенциали на границите частица–вода и неполярен флуид–вода. Голе-
мината на потенциалите е по-голяма за частици, чиято по-малка част е потопена във
вода. Пресмятанията обобщават известни резултати в литературата — идеализирания
случай на водна фаза с безкрайна диелектрична проницаемост [2.2] и идеализирания
случай на тънък двоен електричен слой във вода [2.1], където диелектричните кон-
станти на частицата и на неполярната фаза се счита, че са пренебрежими в сравнение
с тази на водната фаза.

Литература:

[2.1] K. Danov, P. Kralchevsky, M. Boneva, Langmuir 20, 6139–6151 (2004).
[2.2] K. Danov, P. Kralchevsky, J. Colloid Interface Sci. 298, 213–231 (2006).
[2.3] T. Horozov, R. Aveyard, J. Clint, B. Binks, Langmuir 19, 2822–2829 (2003).
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3. Движение на сферична частица,
закрепена на границата между два
вискозни флуида

3.1 Преглед на литературата

Двумерните слоеве от микро- и наночастици, закрепени към повърхност, са свър-
зани с производството на антирефлекторни покрития за соларни панели, елементи със
зарядна връзка и чипове с приложения в биологията. Качеството на тези слоеве зависи
от стойностите на контактните ъгли, α, и мобилността на частиците на тези граници.
За малки частици α се измерва, като се използва транслационната скорост на частици,
закрепени на граници между два флуида.

В настоящата работа е пресметнат коефициентът на триене на сферична частица,
която се намира на плоската граница между два вискозни флуида и се движи успо-
редно на нея. Ако едната от фазите е въздух, задачата има полуаналитично решение в
термини на интегралното преобразувание на Mehler и Fock [3.1]. То е валидно за час-
тици, чиято по-голяма част е потопена във флуида (α ≤ 90◦). Общата задача е решена
в [3.2], като тя се свежда до задача за две компоненти на вектора на вихъра и една
компонента на вектора на скоростта. Сериозен недостатък на предложения метод в
[3.2] е, че е бавен. В настоящата работа е разработен бърз и ефективен числен метод
за общата задача, формулирайки задача в термини на векторен и скаларен потенци-
ал. Този метод е необходим за експерименталното определяне на контактния ъгъл на
микронни частици и за решаването на двумерната задача за кристализация.

3.2 Математическа формулировка на задачата

Малка сферична частица с радиус R е закрепена за границата между два безкрай-
ни несвиваеми вискозни флуида и се движи успоредно на нея с известна константна
скорост V (виж Фиг. 3.1). За малки капилярни числа пертурбациите на границата
в следствие от движението на частицата са много малки и поради това границата е
плоска. Тогава контактната линия е окръжност с радиус rc = R sinα, където α е три-
фазният контактен ъгъл. Центърът на окръжността е избран така, че да съвпада с
центъра на Декартовата координатна система с единични базисни вектори ex, ey и
ez, където ey сочи в посока на движението на частицата и ez е единичната нормала,
сочеща в горната фаза (виж Фиг. 3.1).

Транслирането на частицата води до движение на флуидите, което е толкова бавно,
че инерциалните членове в уравненията на Навие–Стокс могат да бъдат пренебрегнати.
Тогава безразмерната локална скорост vm (скалирана с V ) в обемната фаза на флуида
Vm се описва като решение на уравнението на Стокс, т.е.

∇ · vm = 0 in Vm, ∇pm = ∇2vm в Vm, m = 1, 2, (3.1)

където ηm е динамичният вискозитет, pm е безразмерното налягане (скалирано с ηmV/rc)
и индексите „1“ и „2“ обозначават горната и долната фаза съответно.
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Фигура 3.1: Скица на сферична частица, закрепена на плоска граница междудвафлуида.

За да се затвори задачата, се използват условия за полепване на повърхността на
частицата, Sp:

vm = ey на Sp, m = 1, 2, (3.2)

кинематични и динамични гранични условия на плоската граница z = 0:

v1 = v2, v1 · ez = 0, v2 · ez = 0 на z = 0, (3.3)

µ1
∂v1

∂z
× ez = µ2

∂v2

∂z
× ez на z = 0, (3.4)

където безразмерните вискозни коефициенти имат вида µm := ηm/(η1 + η2), m = 1, 2.
Физичните стойности на компонентите на скоростта vm и налягането pm в двете фази
са нули на достатъчно големи разстояния от повърхността на частицата.

Следващата стъпка е моделът да се преформулира във вид, който е удобен за чис-
лено решаване. За целта се въвеждат векторни и скаларни потенциали

vm = wm −∇ξm, pm = −∇2ξm, m = 1, 2. (3.5)

Основната идея е да се преобразува оригиналната система, която се състои от 6 частни
диференциални уравнения (ЧДУ) от втори ред и две уравнения от първи ред, в такава
— от осем елиптични ЧДУ. Второ тримерната задача е сведена до двумерна, като се
вземат само първите моди на Фурие по отношение на полярния ъгъл:

wmr = amr sinφ, wmφ = amφ cosφ, wmz = amz sinφ, ξm = bm sinφ, m = 1, 2. (3.6)

След това ЧДУ в системата се „развързват“ чрез въвеждането на следните променливи:

um0 =
amr + amφ

4
, um1 =

amz

2
, um2 =

amr − amφ

4
, bm1 = bm − ramr + zamz

2
(3.7)

за m = 1, 2. За да се преобразува сложната геометрия в правоъгълници, е използвана
модификация на тороидалните координати (2.7).
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В крайна сметка се получава следната задача в термини на новите функции, umj и
bm1, (m = 1, 2 и j = 0, 1, 2):

L0[um0] = 0, L1[um1] = 0, L2[um2] = 0, L1[bm1] = 0, m = 1, 2, (3.8)

където Ln[u] са дефинирани като

Ln[u] =
h3

4τ (1− τ2)

∂

∂τ

[
τ
(
1− τ2

)
h

∂u

∂τ

]
+

h3

4τ2
∂

∂σ

(
1

h

∂u

∂σ

)
− n2h2

(1− τ2)
2u. (3.9)

Следните гранични условия са приложени към задачата:

• Гранични условия за горната (σ = α) или за долната част от повърх-
ността на сферата (σ = α− π):

2
[
(1 + τ2) cosσ − 2τ

]
um2 +

[
(1− τ2) sinσ

]
um1 = 0, m = 1, 2; (3.10)

um2 +
(1− τ2) sinσ

8τ

∂

∂σ

[
bm1 +

1− τ2

h
(um0 + um2) +

2τ sinσ

h
um1

]
= 0, m = 1, 2;

(3.11)

um0 − um2 =
1

2
, bm1 +

1− τ2

h
(um0 + um2) +

2τ sinσ

h
um1 = 0, m = 1, 2; (3.12)

• Гранични условия за границата флуид–флуид (σ = 0):

u10 = u20, u12 = u22, b11 = b21, m = 1, 2; (3.13)

um1 −
(1− τ)2

2τ

∂bm1

∂σ
− 1− τ2

2τ

∂

∂σ
(um0 + um2) = 0, m = 1, 2; (3.14)

µ1
∂u10
∂σ

= µ2
∂u20
∂σ

, µ1
∂u12
∂σ

= µ2
∂u22
∂σ

, µ1
∂b11
∂σ

= µ2
∂b21
∂σ

, m = 1, 2; (3.15)

• Гранични условия на оста на въртене (τ = 1):

∂um0

∂τ
= 0, um1 = 0, um2 = 0, bm1 = 0, m = 1, 2; (3.16)

• Гранични условия на трифазната контактна линия (τ = 0):

um2 =
1

8

(
∂bm
∂τ

cosσ − ∂2bm
∂σ∂τ

sinσ

)
, m = 1, 2, (3.17)

um1 =
1

4

(
∂bm
∂τ

sinσ +
∂2bm
∂σ∂τ

cosσ

)
, m = 1, 2, (3.18)

um0 = um2 +
1

2
, bm1 = −um0 − um2, m = 1, 2, (3.19)

където bm е дефинирано като

bm(τ, σ) = bm1 +
1− τ2

h
(um0 + um2) +

2τ sinσ

h
um1, m = 1, 2; (3.20)

• Гранични условия на безкрайност (τ = 1, σ = 0):

um0(1, 0) = um1(1, 0) = um2(1, 0) = bm1(1, 0) = 0, m = 1, 2. (3.21)
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3.3 Асимптотично поведение на модела

За да се получи добро приближение за коефициента на триене, е изследвано асим-
птотичното поведение на модела в близост до трифазната линия (τ → 0). Аналогично
на пресмятанията в Глава 2, е получено следното уравнение за параметъра λ:

µ1 [sin(2λα)− λ sin(2α)]
{
cos[2λ(α− π)]− λ2 cos(2α) + λ2 − 1

}
= µ2 {sin[2λ(α− π)]− λ sin(2α)}

[
cos(2λα)− λ2 cos(2α) + λ2 − 1

]
. (3.22)

Функцията на налягането има сингулярност, по-силна от логаритмичната, в региони-
те, изобразени на Фиг. 3.2, където параметърът λp := λ − 1 е в интервала (−0.5, 0).
Фиг. 3.2 показва зависимостта на λp от трифазния контактен ъгъл, α, и отношението
на вискозитетите, µ1. Поради симетрията изображението е аналогично на това, което
се получава при замяна на µ1 с µ2 и на α с π−α. Сингулярността на налягането става
по-силна с намаляване на µ1. Поради факта, че λp > −0.5, сингулярността е слаба и
силата на триене, както и коефициентът на триене, са крайни.

Фигура 3.2: Линии за фиксирани стойности на параметъра, λp.

3.4 Числени резултати

Задачата (3.8)–(3.21) е решена чрез въвеждане на числено време и прилагане на
метода на D’Yakonov (виж Глава 2). В таблицата 3.1 е направено сравнение между
стойностите на коефициента на триене, пресметнати чрез предложения метод, и полу-
аналитичните резултати [3.1] за α ≤ 90◦ и граница флуид–въздух. Числените пресмя-
тания са извършени за δσ = 0.017, δτ = 0.05 и различни стъпки по времето δt. Относи-
телната грешка е по-малка от 1% и времето за изпълнение на лаптоп с процесор Intel
Core i5-4200H е по-малко от 10 с. във всички разгледани случаи. Фиг. 3.3 показва раз-
пределението на налягането за границата въздух–вода за две различни стойности на
контактния ъгъл. Ясно се вижда, че максималното налягане се постига в контактната
линия за α = 90◦, докато това за α = 60◦ се намира върху повърхността на частица-
та във флуидната фаза. Предложеният алгоритъм намалява изчислителното време на
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алгоритъма в [3.2] от 10 до 1000 пъти. Колкото по-малък е контактният ъгъл, толкова
по-бърз е предложеният метод.

Таблица 3.1: Сравнение между приближените стойности, пресметнати чрез предложе-
ния метод, и аналитичните стойности на коефициента на триене [3.1].

α (◦) δt време за
изпълнение (с)

приближен коеф.
на триене

точен коеф.
на триене

относителна
грешка (%)

15 0.10 2.534 1.4306 1.4374 0.473
30 0.15 7.332 1.4013 1.3392 0.612
60 0.45 7.504 1.2522 1.2509 0.104
75 0.60 5.242 1.1473 1.1370 0.906
90 0.60 8.798 0.9916 1.0000 0.840

Фигура 3.3: Разпределение на налягането за граници въздух–флуид: a)α = 90◦; b)α = 60◦.

3.5 Заключение

Хидродинамичната задача за транслационното движение на сферична частица, за-
крепена на границата флуид–флуид, е опростена чрез въвеждането на скаларен и век-
торен потенциал; на подходящи функции и тороидални координати, които свеждат
задачата до двумерна система от 8 хомогенни ОДУ. Тази задача е решена чрез метода
на D’Yakonov и съответстващо адекватно преформулиране на граничните условия. В
резултат е постигнато намаляване на численото време за решаване от 10 до 1000 пъти
в сравнение с това в [3.2]. От практическа гледна точка тези пресмятания са важни
за определяне на контактния ъгъл на микронни частици и за решаване на задачи за
двумерна кристализация.

Литература:

[3.1] M. Zabarankin, Proc. R. Soc. A 463, 2329–2349 (2007).
[3.2] K. Danov, R. Dimova, B. Pouligny, Phys. Fluids 12, 2711–2722 (2000).
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4. Движение на дълги мехурчета в
потоци, движени от гравитация и
налягане,в цилиндрични капиляри
до средни по големина капилярни
числа

4.1 Преглед на литературата

Движението на мехурчета и капки през капиляри и повиозни среди играе важна ро-
ля в много технологични и биологични системи: добиване на петрол чрез инжектиране
на флуиди или газове; движение на червени кръвни клетки; отваряне на белодробни-
те дихателни пътища; движение на мехурчета в повиозни материали; биомеханика и
микрофлуидни устройства; устройства с циркулираща течност; т.н. В някои от тези
приложения (например микрофлуидната техника), безразмерната дебелина на течния
слой, h, е определящ параметър за дизайна и поради това е от решаващо значение
неговото определяне.

В настоящата работа e разгледaнo движението на дълги мехурчета под действие на
налягане (поток на Поазьой) и гравитация през цилиндични капиляри. В литературата
се разглеждат двата ефекта отделно и тяхното взаимодействие не е описано системно
[4.1]. Поради това е удобно да се разгледат два опростени случая за движението на
мехурчета и капки: във вертикални капиляри, затворени от едната страна, под дейст-
вие на гравитация; в хоризонтални тръбички, в които тече течност. Bretherton е решил
тези два опростени случая, като е използвал опростено приближение на смазката за
поток в тънък слой между мехурчето и капилярата [4.2]. След това той е напаснал
приближението на смазката с радиуса на кривина във върха на мехурчето, съответ-
стващ на радиуса на капилярата. Получените асимптотични разложения са точни до
10% за малки капилярни числа Ca (Ca < 5.0× 10−3) в случай на поток, задвижван от
налягане, и за числа на Бонд в интервала (0.842, 1.04) в случай на поток, задвижван от
гравитация. През 2014 използвайки подхода на Bretherton и сраствайки приближението
на смазката с по-реалистичен радиус на кривина във върха на мехурчето, Klaseboer и
сътрудници [4.3] извеждат теоретично израз за безразмерната дебелина на слоя, който
е валиден за Ca < 2 в случай на потоци, задвижвани от налягане.

За да разширят областта на валидност на модела на Bretherton [4.2], Ratulowski и
Chang [4.4] разглеждат приближението на смазката в цилидрични координати. С цел
да избегнат лошо дефинираната процедура по неговото срастване с формата във върха
на мехурчето [4.2, 4.3], те използват нормалната проекция на динамичното гранично
условие, написана в термини на дължина на дъга от повърхността на мехурчето. Така
се решава съответната гранична задача за дебелината на филма в цилиндричната част
на мехурчето, h, в [4.4]. Този подход води до добро теоретично описание на експери-
ментални данни за относителното увеличение в скоростта, W , за до 40 пъти по-големи
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калилярни числа (Ca < 0.2), отколкото е приложимостта на формулата на Bretherton,
но са необходими допълнителни подобрения, за да обяснят значителните разминавания
при по-големи капилярни числа. В настоящата работа е обобщен подходът, предложен
от Ratulowski и Chang, като са запазени не само ченовете от нулев ред, но и тези от
първи в приближението на смазката. Този метод води до значително подобрение в точ-
ността. Нещо повече той е валиден за средни по големина капилярни числа и числа
на Бонд и може да бъде обобщен чрез въвеждане на граници със сложна реология и
междумолекулни сили.

4.2 Математически модел

Разгледана е цилиндрична тръбичка с радиус R, пълна с несвиваем вискозен флуид
с динамичен вискозитет η и плътност ρ. Във флуида има осевосиметрично мехурче,
чиято ос на въртене съвпада с оста на въртене на капилярата. Мехурчето се движи със
скорост Vb, успоредно на стената на тръбичката, под действието на поток на Поазьой и
гравитация с ускорение g (виж Фиг.4.1). Повърхността на мехурчето е свободна (тан-
генциалното напрежение на повърхността е нула) или тангенциално неподвижна (тя
действа като твърда повърхност).

Фигура 4.1: Осевосиметрично мехурче се движи в цилиндрична капиляра с радиус R
под действие на гравитация и поток на Поазьой.

Въвеждаме цилиндрична координатна система (r, φ, z) с център във върха на мехур-
чето и ос на въртене Oz, сочеща в посока, противоположна на движението на мехурчето
(виж Фиг. 4.1). Задачата е осевосиметрична, т.е. променливите зависят само от r и z,
и поради това тя е разгледана само в равнината r-z. Тъй като координатната система
е фиксирана във върха на мехурчето, трансланционната скорост на мехурчето е нула,
а стената на капилярата и целият флуид се транслират по оста Oz със скорост Vb.

Средната кривина и координатите на мехурчето са мащабирани с радиуса на капи-
лярата R, компонентите на скоростта — със скоростта на мехурчето Vb, а налягането
— с ηVb/R. Подемната и капилярната сила се измерват чрез числото на Бонд, Bo,
капилярните числа, Ca и Capm, и относителното увеличение в скоростта, W :

Bo =
ρgzR

2

σ
, Ca =

ηVb
σ
, Capm =

ηVpm
σ

, W = 1− Vpm
Vb

, (4.1)
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където gz е z-координатата на гравитацията g, σ е повърхностното напрежение на
мехурчето и Vpm е средната скорост на потока на Поазьой.

Движението на флуида се описва, като се използват уравненията на Стокс. В ци-
линдрични координати безразмерните радиална и аксиална координата на вектора на
скоростта, u и v, са моделирани чрез

1

r

∂

∂r
(r u) +

∂v

∂z
= 0, (4.2)

∂p

∂r
=

∂

∂r

[
1

r

∂

∂r
(r u)

]
+
∂2u

∂z2
, (4.3)

∂p

∂z
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂v

∂r

)
+
∂2v

∂z2
+
Bo

Ca
. (4.4)

Повърхността на мехурчето е описана като r = rb(s), z = zb(s), където rb и zb са
радиалната и аксиалната координата на формата на мехурчето и s е дължината на
дъгата от S, измерена от върха на мехурчето. Използвайки геометрични съображения,
формата на мехурчето S се моделира като

drb
ds

= cos θ, (4.5)

dzb
ds

= sin θ, (4.6)

2H =
dθ

ds
+

sin θ

rb
, (4.7)

където θ е ъгълът между допирателната към повърхността и абцисната ос, а H е
безразмерната средна кривина. Задачата е затворена със следните гранични условия:

• условия за полепване върху стената на капилярата:

u = 0, v = 1 за r = 1; (4.8)

• гранични условия на безкрайност:

u = 0, v = 1 + vp (r) за |z| → ∞, (4.9)

където vp(r) е аксиалната координата на скоростта на потока на Поазьой;
• гранично условие за дебит на флуида:

2

1∫
rb

rvdr =W ; (4.10)

• тангенциалната проекция на закона за баланса на импулса (ЗБИ) на повърхността
на мехурчето:

cos(2θ)

(
∂v

∂r
+
∂u

∂z

)
+ sin (2θ)

(
∂v

∂z
− ∂u

∂r

)
= 0 на S; (4.11)

• нормалната проекция на ЗБИ на повърхността на мехурчето:

pb = p− 2 sin2 θ

[
cot2 θ

∂v

∂z
+
∂u

∂r
− cot θ

(
∂v

∂r
+
∂u

∂z

)]
+

2H

Ca
на S. (4.12)

20



За свободни повърхности задачата се състои от ур. (4.2)–(4.12). В случай на танген-
циално неподвижна повърхност ур. (4.11) е заменено от условията за тангенциална
неподвижност:

u = 0, v = 0 на S (4.13)

и нормалната проекция на ЗБИ е опростена:

pb = p+
2H

Ca
на S. (4.14)

Предполага се, че характеристичната безразмерна дебелина на течния слой, ε, далеч
от върха на мехурчето е малък параметър на разглежданата задача и радиалната
координата, r, се мащабира, както следва

r = 1 + εξ. (4.15)

Асимптотичните развития за радиалната и аксиалната координата на скоростта на
флуида и за налягането по отношение на малкия параметър, ε, се търсят във вида

u = εũ0 + ε3ũ2 +O
(
ε4
)
, v = ṽ0 + ε2ṽ2 +O

(
ε3
)
, p =

p̃0
ε2

+ p̃2 +O (ε) . (4.16)

Развитията (4.15)–(4.16) са заместени в задачата на Стокс (4.2)– (4.4), затворена с
условията за полепване (4.8), условията за дебита на потока (4.10) и тангенциалната
проекция на динамичното гранично условие (4.11) или (4.13). Приравнявайки водещите
коефициенти във всяко едно от уравненията, се получава система от ЧДУ с гранични
условия. Нейното решение, нулевото приближение на смазката за променливите u, v
и p, е пресметнато аналитично. Аналогично се получава и първото приближение на
смазката. Получените приближения се заместват в нормалната проекция на ЗБИ и се
получава следната нелинейна система от четири обикновени диференциални уравнения
за rb, zb, θ и разликата в динамичните налягания ps:

drb
ds

= cos θ, (4.17)

dzb
ds

= sin θ, (4.18)

dθ

ds
= −Caps −

sin θ

rb
, (4.19)

dps
ds

= F (rb, θ, ps, Bo, Capm) . (4.20)

Началните условия за задачата в случай на дълго мехурче имат вида

rb(sin) = rc − δ, zb(sin) = zin, (4.21)

θ(sin) =
π

2
+ λδ, ps(sin) = − 1

Carc
−

(
λ2 +

1

r2c

)
δ

Ca
, (4.22)

където rc е радиусът на цилиндричната част на мехурчето, δ е началната стойност на
пертурбацията на формата на мехурчето, a λ е реалният корен на уравнението

(λrc)
3 + λrc + a = 0. (4.23)
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В последното a се пресмята по формулата

a =


2r2c

[
8Capm +Bo

(
1− r4c + 4r4c ln rc

)]
1− 4r2c + 3r4c − 4r4c ln rc

,
за свободна
повърхност;

r2c
(
1− r2c + 2r2c ln rc

) [
8Capm +Bo

(
1− r2c

)2]
(1− r2c )

2
[r2c − 1− (1 + r2c ) ln rc]

,
за танг. неподвижна
повърхност.

(4.24)

4.3 Области на валидност на параметрите

Поради факта, че дълги мехурчета се получават само ако a > 0, проверяваме дали
изразите (4.24) са положителни за 0 < rc < 1 и Ca > 0. Получените ограничения за
отношението Capm/Bo са изобразени на Фиг. 4.2 в случай на свободна или на танген-
циално неподвижна повърхност. Трябва да се отбележи, че задачата няма решение за
стойности на параметрите в областта, оградена от непрекъснатата (Ca = 0) и прекъс-
натата линия (a = 0).

Фигура 4.2: Областите от физични параметри, в които е възможно да се получат про-
фили на дълги мехурчета със свободни или тангенциално неподвижни повърхности.
Непрекъснатите линии съответстват на Ca = 0, а прекъснатите — на a = 0.

4.4 Числени резултати

Общо казано, системата (4.17)– (4.20) моделира формата на капка за известно раз-
пределение на налягането на повърхността на мехурчето. Решението зависи от начал-
ните условия и описва различни профили: отворени, затворени или самопресичащи се
(виж Фиг. 4.3). Например в случай на свободна повърхност, Bo = 2 и Capm = 0, кри-
вата, описваща профила, се самопресича за h = 0.1, профилът е отворен за h = 0.2 и
само за h = 0.1617 се получава истинската форма на мехурчето (Фиг. 4.3а). Аналогич-
но за Bo = 0 и Capm = 0.5 в случай на свободна повърхност, профилът е отворен при
h = 0.26 и h = 0.29, а физичното решение се получава при h = 0.2752 (Фиг. 4.3б). Тези
експерименти показват разнообразието на решенията на задачата, но само физичното
решение, което съответства на затворен профил, представлява интерес от практическа
гледна точка. За дадени Bo и Capm то може да се пресмятне, като се варира безраз-
мерната дебелина, h, така че да се получи затворен профил.
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(а) Bo = 2, Capm = 0. (б) Bo = 0, Capm = 0.5.

Фигура 4.3: Kапилярни профили за три различни безразмерни дебелини на флуидния
слой, h, в случай на свободнa повърхност.

(а) Издигащи се мехурчета. (б) Мехурчета под действие на налягане.

Фигура 4.4: Сравнение между експериментални данни [4.5–4.7] (символи) и теоретични
пресмятания. Непрекъсната линия — обобщено приближение на смазката; линия A —
нулево приближение на смазката [4.4]; линия B — разширен модел на Bretherton [4.3].

4.4.1 Сравнение с експериментални данни и теоретични резултати
Фиг. 4.4а показва експериментални данни [4.5] (символи) за безразмерната дебелина

на слоя на дълги издигащи се мехурчета в капиляра като функция на числото на
Бонд (Capm = 0). Пресмятанията за свободни повърхности (непрекъсната синя линия)
описват отлично експерименталните данни за всички разгледани случаи (Bo ≤ 7.5).
Асимптотичната формула на Bretherton [4.2] (прекъснатата линия на Фиг. 4.4а) дава
добри резултати за ниски стойности на капилярното число, Ca < 3.2× 10−4.

В случай на движение на дълги мехурчета под действие на поток на Поазьой
(Bo = 0) сравнение между експериментални данни и числени резултати, получени чрез
общото приближение на смазката, е показано на Фиг. 4.4б. Асимптотичното решение
на Bretherton [4.2] (прекъсната линия) описва експерименталните данни с точност от
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Фигура 4.5: Сравнение между експериментални данни [4.1] (символи) за относителната
скорост Vb/Vpm > 0 на дълги мехурчета и теоретично пресмятане за свободни и тан-
генциално неподвижни повърхности за константно число на Бонд, Bo = 4.6.

10% за малки стойности на капилярното число (Ca < 5 × 10−3). Разширеният модел
на Bretherton [4.3] (линия B) ни дава приемливи резултати за Ca < 0.1. Моделът [4.4]
(линия А), основан на нулевото приближение на смазката, описва добре експеримен-
талните данни за Ca < 0.2. Използването на обобщено приближение на смазката, което
взема предвид приближението на смазката от първи ред, води до отлично описание на
експерименталните данни за Ca < 2.0, виж Фиг. 4.4б.

Фиг. 4.5 показва сравнение между експериментални и теоретични пресмятания за
относителната скорост Vb/Vpm в случай на едновременното действие на поток на Поа-
зьой и гравитация. Експерименталните данни [4.1] (символи) са близо до теоретичните
пресмятания за мехурчета със свободни повърхности. Малките разминавания между
експерименталните данни и теорията се дължат най-вероятно на остатъчни количества
от ПАВ в работния флуид [4.1].

4.4.2 Едновременно действие на поток на Поазьой и гравитация
В литературата няма систематизирани експериментални данни за дълги мехурчета

под действие на поток на Поазьой и гравитация (като тези, които са илюстрирани
на Фиг. 4.5). Фиг. 4.2 показва, че има два основни случая. Първият съответства на
Bo > 0, когато потокът на Поазьой ускорява движението на мехурчето за Capm >
0 и го забавя за Capm < 0. Експерименталните данни на Фиг. 4.5 съответстват на
Bo > 0 и Capm > 0. Фиг. 4.6 обобщава числените резултати за ефекта на потока на
Поазьой върху дебелината на флуидния филм в цилиндричната част на мехурчето
за положителни стойности на число на Бонд и различни модели за повърхностите
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(а) Свободни граници. (б) Тангенциално неподвижни граници.

Фигура 4.6: Ефектът на потока на Поазьой върху дебелината на флуидния слой в
цилиндричната част на мехурчето.

(а) Свободни граници. (б) Тангенциално неподвижни граници.

Фигура 4.7: Ефектът на гравитацията на трансланционната скорост и на дебелината
на слоя в цилиндричната част на мехурчето, h, при пток на Поазьой.

(свободни или тангенциално неподвижни). По-голямата прагова стойност за числото на
Бонд е свързана с увеличаването на дебелината на омокрящия филм в цилиндричните
части на мехурчето (Фиг. 4.6). Противоположно за Capm > 0, много тънки флуидни
слоеве в цилиндричната част на мехурчето могат да съществуват на практика. Както
може да бъде очаквано, слоевете за тангенциално неподвижни граници са по-дебели
от тези за свободни повърхности.

Вторият общ случай е, когато гравитацията забавя движението на мехурчето (Bo <
0 и Capm > 0, виж Фиг. 4.2). Числените резултати за зависимостта на h от капиляр-
ното число, Ca, за двата вида повърхности са обобщени на Фиг. 4.7. Увеличаването
на големината по абсолютна стойност на числото на Бонд, |Bo|, намалява дебелината
на омокрящия филм в цилиндричната част. Нещо повече мехурчетата с тангенциално
неподвижни повърхности се движат със същата трансланционна скорост, както тези
със свободни повърхности под действието на по-интензивен поток на Поазьой.

25



4.5 Заключение

Изследвано е движението на осевосиметрични мехурчета със свободна или танген-
циално неподвижна граница през капиляри, като се използва точното решение на хид-
родинамичната задача в цилиндрични координати в термини на обобщеното приближе-
ние на смазката, запазвайки не само членовете от нулев ред [4.4], но и тези от първи ред.
Като резултат изразите за скоростта на флуида и динамичното налягане са пресмет-
нати за произволна форма на мехурчето. Тези величини са заместени в нормалната
проекция на ЗБИ, за да се получи гранична задача за формата на мехурчето в тер-
мините на дължина на дъгата. Графики за необходимите условия за поява на дълги
мехурчета са построени (Фиг. 4.2). Разгледаният метод позволява бързо и прецизно
пресмятане на зависимостта на капилярното число и дебелината на омокрящия филм
в цилиндричната част от параметрите, описващи задачата.

Сравнения с налични експерименти (Фиг. 4.4 и 4.5) показват валидността на пред-
ложения метод за капилярни числа, Ca, и числа на Бонд, Bo, със средна големина
(Ca < 2 и Bo < 7.5). Когато потокът на Поазьой възпрепятства издигането на мехур-
чето, гравитацията трябва да е достатъчно силна, за да осигури неговото движение
(Фиг. 4.6). Ако е приложен много малък градиент на налягането в обратна посока на
транслирането на мехурчето, това води до неговото движение и условието на Bretherton
(Bo > 0.842) не се реализира. Когато гравитацията действа в противоположна посока
на движение на мехурчето, задвижвано от налягане (Фиг. 4.7), трансланционната ско-
рост намалява за високи абсолютни стойности на числото на Бонд. Като цяло, в случаи
на тангенциално неподвижни повърхности трансланционната скорост, Vb, е по-ниска и
дебелината на омокрящия филм, h, е по-висока от тези, предсказани за свободни по-
върхности на мехурчетата при фиксирани стойности на параметрите.
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5. Заключения и основни приноси

5.1 Общи изводи

В литературата [5.1, 5.2] задачата за разпределение на електростатичните потен-
циали е решена числено и аналитично (в термини на интегрално преобразувание на
Mehler и Fock) в случай на една идеално проводима обемна фаза (вода). Това опростя-
ване води до гранични условия на Дирихле на границата частица–вода и диелектрична
фаза–вода (електростатичният потенциал на тези граници е равен на нула). Оценката
на частта от електропотапящата силата, породена от водната фаза, показва, че прино-
сът на водната фаза не е пренебрежим и трябва да се вземат предвид всички диелект-
рични фази едновременно. В глава 2 уравненията на Лаплас за електростатичните
потенциали в трите области (сферична частица, горна и долна диелектрична фаза) се
решават заедно с гранични условия на трите разделителни повърхности (непрекъсна-
тост на електростатичните потенциали и баланс на повърхностните заряди). Численото
решение на тази обобщена (всъщност по-реалистична) задача дава отговор на въпроса
за ролята на водната фаза върху разпределението на електростатичните потенциали.
В повечето случаи някои от физичните величини имат слаби сингулярности на три-
фазната контактна линия (в разгледания случай производната на електростатичния
потенциал, който е векторът на електрическото поле). От физична гледна точка сла-
ба сингулярност означава, че интегралът за съответната сила, съдържащ величините
върху повърхността, има точно определена крайна стойност. Изолирането на слабата
сингулярност, трансформирането на сложните числови области в правоъгълници, из-
ползвайки тороидални координати, и прилагането на бързи и прецизни числени методи
са от решаващо значение за решаването на задачата, описана в Глава 2.

От физическа гледна точка формулировката на модела в глава 3 е ясна: уравнение
на Стокс за несвиваем флуид във всяка от фазите; непрекъснатост на скоростта и тан-
генциалните напрежения на плоската повърхност между тях; дадена трансланционна
скорост на сферична колоидна частица, закрепена към границата и сключваща с нея
константен трифазен контактен ъгъл. Един възможен числен подход за решаване на
тази задача е чрез преформулиране ѝ в термини на две компоненти на вектора на ви-
хъра и една компонента на вектора на скоростта [5.3]. Разгледаният метод е от втори
ред в тримерните области (по отношение на уравненията на Стокс), но от първи ред
в двумерните области (по отношение на граничните условия). В резултат на това той
е бавен и не е удобен за приложения, които изискват многократното му използване.
Задачата има и аналитично решение в термини на интегралното преобразувание на
Mehler и Fock за пренебрежим вискозитет на един от флуидите (напр. граница вода–
въздух) и контактни ъгли ≤ 90◦ [5.4]. Всъщност този частен случай не е реалистичен и
е с доста ограничено приложение. Независимо от това, единственият начин да се про-
вери валидността на числения метод и неговата точност е да се използва това точно
решение на задачата. Основната причина за трудностите при числените изчисления в
[5.3] и за ограничената валидност на аналитичното решение (контактни ъгли ≤ 90◦)
[5.4] е слабата сингулярност на функцията на налягането при трифазната контактна
линия.

Разгледаният подход в глава 3 се основава на преформулиране на задачата на Стокс
в термини на векторни и скаларни потенциали на скоростта и налягането; свеждане
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на тримерната задача към двумерна за първите моди в развитието на Фурие по отно-
шение на полярния ъгъл; трансформирането на сложните области в правоъгълници,
използвайки модификация на стандартните тороидални координати. В резултат на то-
ва първоначалната задача за обемните фази се свежда до система от четири ЧДУ от
втори ред за всяка от фазите. Тези системи са свързани чрез граничните условия на
разделителните повърхности. Основната трудност във формулировката в термини на
векторни и скаларни потенциали е да се въведат самосъгласувани гранични условия.
В Глава 3 е предложен нов тип гранични условия, който разрешава този проблем и
дава възможност за конструиране на достатъчно бърза и точна схема от втори ред,
която използва метода на променливите направления. Асимптотичният анализ на сла-
бата сингулярност при трифазната контактна линия показва области на регулярно и
сингулярно разпределение на налягането и подобрява точността на пресмятанията за
силата на триенето.

В глава 4 е комбинирана идеята на Bretherton с подхода в [5.5] и така е решена
хидродинамичната задача за приближението на смазката не само от нулев ред, но и от
първи за налягането и скоростта на флуида. Както може да се очаква, това повишава
точността на използваното приближено решение. Едно предимство на този аналитичен
метод е неговата приложимост за произволна гладка форма на границата. В резултат
на това се получават аналитични изрази за величините, които описват потока, за тан-
генциално подвижни или неподвижни повърхности. Нормалната проекция на ЗБИ, в
която се замества приближението на смазката, определя формата на мехурчето. По-
лучената числена задача е система от четири нелинейни диференциални уравнения с
един параметър, който трябва да се напасне, така че да се получи затворен капилярен
профил. От математическа и числена гледна точка получената задача е аналогична
на метода, който се използва за определянето на формата на осевосиметрична капка.
Той е включен в много търговски апарати за измерване на повърхностно напрежение
и контактен ъгъл. Получените числени резултати описват отлично наличните експе-
риментални данни; разширяват валидността на полуаналитичния метод с най-малко
два порядъка до капилярни числа и числа на Бонд със средна големина; обясняват
сложното поведение при едновременно действие на гравитация и поток на Поазьой;
показват принципната разлика между свободни и неподвижни граници.

5.2 Основни приноси

1. Задачата за разпределение на електростатичните потенциали в диелектрични среди
(две флуидни фази и сферична колоидална частица, закрепена за плоската граница
между тях) се състои от уравнения на Лаплас за функциите в тримерните области,
непрекъснатост на тези функции и условия за техните производни в нормално направ-
ление върху известни граници. Задачата е решена числено, като използва разработен за
целта ефикасен и бърз алгоритъм. Стратегията на пресмятанията се основава на преоб-
разуване на сложните области в правоъгълници, използвайки подходящи тороидални
координати; аналитично пресмятане на слабата сингулярност на трифазната контактна
линия; имплементация на самосъгласувана числена схема от втори ред, която използва
метода на променливите направления. Резултатите обобщават идеализирания случай в
[5.1], в който проницаемостта на водата се счита, че е безкрайна. В настоящата работа
се взима предвид нейната крайна стойност, както и едновременното действие на всички
диелектрични среди.

28



2. Задачата за трансланционното движение на сферична колоидна частица, закрепена
за плоска граница между два вискозни несвиваеми флуида, се състои от уравнения на
Стокс за вектора на скоростта и за налягането (всъщност би-Лапласиан от вектора на
скоростта е равен на нула) в тримерните области, непрекъснатост на скоростта и на
тангенциалните напрежения на двумерната граница между двата флуида и известен
вектор на скоростта на повърхността на частицата. Задачата е решена числено от 10
до 1000 пъти по-бързо, отколкото с предложения метод в [5.3]. Стратегията на пресмя-
танията се основа на: формулиране на задачата в термини на векторни и скаларни
потенциали на скоростта и налягането; трансформиране на тримерната задача в дву-
мерна за първите моди на Фурие по отношение на полярния ъгъл; трансформиране
на сложните области в правоъгълници, използвайки подходящи тороидални координа-
ти; построяване на числена схема от втори ред, използвайки метода на променливите
направления и отчитайки оригиналната формулировка на двумерните гранични усло-
вия; аналитично пресмятане на слабата сингулярност в трифазната контактна линия
и изолиране на сингулярността на налягането, което увеличава точността на пресмя-
тането на коефициента на триене.

3. Задачата за движение на дълго мехурче със свободна (класически случай) или тан-
генциално неподвижна граница (биологична мембрана, повърхност с прекрепени ПАВ
и т.н.) през цилиндрична капиляра под действие на гравитация и налягане е решена
полуаналитично. Задачата се състои от: уравнения на Стокс в тримерните области;
известен профил на скоростта на голямо разстояние от мехурчето; условия за полеп-
ване върху капилярната стена; тангенциални и нормални проекции на динамичните
гранични условия върху деформируемата повърхност на мехурчето. Стратегията на
пресмятанията се основа на: точното аналитично решение на задачата на Стокс за мал-
ки наклони на допирателната към повърхността на мехурчето, което води до прибли-
жения от нулев и първи ред за произволна гладка форма на мехурчето; заместване
на получените решения в нормалната проекция на динамичното гранично условие, от
което следва система от четири нелинейни обикновени диференциални уравнения от
първи ред по отношение на дължината на дъгата с един неизвестен параметър (капи-
лярното налягане във върха на мехурчето); ефикасна числена схема за пресмятане на
граничната задача от четвърти ред за формата чрез напасване на параметъра, така
че да се получи затворен профил. Като резултат полученият метод описва отлично
наличните експериментални данни, увеличава повече от два порядъка големината на
областта на приложимост на известни в литературата аналитични методи и обяснява
сложната физична картина при движение на дълги мехурчета под действието на пото-
ци, задвижвани едновременно от гравитация и налягане, за класически и тангенциално
неподвижни повърхности.
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