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Avtorska spravka

za nauqnite prinosi v trudovete na Ili� D. Iliev,
predstaveni za uqastie v konkursa za profesor

Za uqastie v konkursa sa predstaveni edna monografi� (1994) i 24 nauqni
statii, publikuvani v meжdunarodni spisani� prez perioda 1993-2010.
Sedem ot statiite sa samosto�telni, a monografi�ta i 17 ot nauqnite
statii sa s edin ili dvama sъavtori. Devet ot statiite sa publikuvani
v spisani� s obw profil, a ostanalite 15 – v specializirani spisani�
v oblastta na diferencialnite uravneni�, neline�ni� analiz, dinamiq-
nite sistemi, priloжeni�ta na analiza i dr. Tematiqno, publikaciite
se razdel�t na dve grupi. Preobladavawata qast (vsiqki publikacii bez
tezi s nomera [1], [4], [21], [25] ot spisъka) sa posveteni na otslabeni� 16-ti
problem na Hilbert. Monografi�ta [4] i ostanalite tri statii sa posve-
teni na metoda na obratnata zadaqa i usto�qivostta na b�gawi vъlni za
neline�ni uravneni� na matematiqeskata fizika.

Otslaben 16-ti problem na Hilbert

V statiite ot tozi razdel se izsledvat graniqnite cikli na dvumerni
avtonomni sistemi s polinomni desni qasti. Graniqen cikъl – tova e
izolirana periodiqna fazova traektori�. Graniqni cikli vъznikvat vъv
fazovi� portret na redica uravneni�, modelirawi procesi ot realni�
sv�t. Okolo polovinata ot publikaciite v tozi razdel se zanimavat s
izsledvaneto na graniqnite cikli v kvadratiqni sistemi. Vsiqki pred-
staveni rezultati sa svъrzani s otslabeni� variant na 16-ti problem
na Hilbert. Da napomnim, qe v spisъka ot 23 problema, formulirani v
doklada ”Matematiqeski problemi”, ko�to Hilbert iznas� na II Meжdu-
naroden kongres na matematicite prez 1900 g., kato vtora qast na 16-ti
problem figurira:

(H) Da se opredeli maksimalni�t bro� i razpoloжenieto na graniqnite
cikli na Poankare za diferencialnoto uravnenie ot pъrvi red

dy

dx
=

Y (x, y)

X(x, y)
, (1)

kъdeto X i Y sa polinomi ot stepen n.

Za razlika ot mnogo ot ostanalite problemi v spisъka, po rexavaneto
na 16-ti problem (vtora qast) napredъkъt prez sledvawoto stoletie e
malъk.

Da oznaqim s Rn[x, y] prostranstvoto ot polinomi na x, y s realni ko-
eficienti ot stepen ne po-gol�ma ot n i da zapixem (1) kato avtonomna
sistema

ẋ = X(x, y),

ẏ = Y (x, y),
X, Y ∈ Rn[x, y], ˙ = d/dt. (2)
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Neka N(X, Y ) e bro�t na graniqnite cikli vъv fazovi� portret na sis-
temata (2) pri fiksirani X, Y ∈ Rn[x, y]. V originalnata formulirovka
na 16-ti problem po-gore ne�vno se priema hipotezata, qe N(X, Y ) < ∞.
Tova e sъdъrжanieto na izvestnata teorema na D�lak ot 1923, ko�to be
okonqatelno dokazana edva okolo 1990 g. ednovremenno ot Écalle i Ilь�-
xenko: vъv fazovi� portret na vs�ka konkretna sistema (2) ima kraen bro�
graniqni cikli.

Kato sledvawa stъpka, da definirame qisloto na Hilbert

H(n) = {sup N(X, Y ) : X, Y ∈ Rn[x, y]}.

Kato se izkl�qi trivialni�t rezultat H(1) = 0, dosega ne e dokazano, qe
H(n) < ∞, t.e. qe H(n) sъwestvuva, daжe za kvadratiqni� sluqa� n = 2.
Na primeri se viжda, qe H(2) ≥ 4.

Edin ot vъzmoжnite podhodi za rexavaneto na 16-ti problem na Hil-
bert se sъstoi v izsledvaneto na promenite, koito nastъpvat vъv fazo-
vi� portret na (2) pri neprekъsnato izmenenie na koeficientite. Star-
tira�ki ot sistema, qiito fazov portret e izvesten, vъprosъt e da se
izuqat vsiqki posledvawi bifurkacii, koito vъznikvat pri proizvolni
perturbacii na koeficientite. Obaqe i na�-dъlgi�t pъt zapoqva s pъr-
vata kraqka, ko�to v sluqa� se sъstoi v izsledvane na bifurkaciite na
graniqni cikli pri malki perturbacii na koeficientite. Izmeжdu mal-
koto sistemi, qiito fazovi portreti se izsledvat sravnitelno lesno, sa
polinomnite sistemi, priteжavawi �ven prъv integral (v mehanikata –
integral na dviжenieto, energi�). Takiva sistemi se nariqat integrue-
mi. Zatova estestveno vъznikva vъprosъt:

(WH) Da se opredeli maksimalni�t bro� i razpoloжenieto na graniqnite
cikli na Poankare pri malki polinomni perturbacii na integruemi poli-
nomni sistemi.

Taka formulirani�t problem e izvesten kato otslaben 16-ti problem ili
infinitezimalen variant na 16-ti problem na Hilbert. V po-podroben
zapis, stava duma za izsledvane na graniqnite cikli v polinomnata sis-
tema

ẋ = M−1Hy + ε f(x, y, ε),

ẏ = −M−1Hx + ε g(x, y, ε),
(3)

kъdeto H(x, y) i M(x, y) sa sъotvetno pъrvi�t integral i integrirawi-
�t mnoжitel na nesmutenata sistema, f, g ∈ Rn[x, y] sa perturbaciite, a
ε e malъk parametъr. Na�-qesto obekt na izsledvane e sluqa�t, kogato
neperturbiranata sistema

ẋ = M−1Hy,

ẏ = −M−1Hx,
(4)

priteжava kontinuumna i neprekъsnata sistema A ot periodiqni traek-
torii – periodiqen prъsten. Takъv prъsten sъwestvuva, ako za vs�ko h
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ot n�ko� interval Σ = (a, b), lini�ta na nivo H(x, y) = h sъdъrжa oval
δ(h), ko�to se izmen� neprekъsnato zaedno s h ∈ Σ. Oval – tova e prosta
zatvorena gladka kriva, ko�to ne sъdъrжa kritiqni toqki na H. Tъ�
kato vs�ka integruema sistema s prъsten A priteжava kontinuum ot pe-
riodiqni rexeni�, moжe da se predpoloжi, qe v malka okolnost na takava
sistema we se sъdъrжat sistemi s mnogo graniqni cikli. Problemъt e
da se opredeli koi ot ovalite v A we se prevъrnat sled perturbaci�ta
v graniqni cikli. Osven t�h, i drugi krivi vъv fazovoto prostrans-
tvo na (4) mogat da rod�t graniqni cikli – tova sa kritiqnite toqki
i separatrisnite konturi. Poslednite predstavl�vat (vъrhu sferata
na Poankare) zatvoreni krivi, sъsto�wi se ot posledovatelno svъrzani
edna s druga fazovi traektorii (tova oznaqava, qe ω-graniqnoto mnoжes-
tvo na vs�ka traektori� se sъstoi ot edinstvena toqka, ko�to sъvpada s
α-graniqnoto mnoжestvo na sledvawata traektori�). Na�-prosti�t sepa-
ratrisen kontur se obrazuva ot sedlo i prileжawa kъm nego homoklina
(separatrisna primka, saddle-loop). Ako M(x, y) = 1 v (4), originalnata
sistema e hamiltonova:

ẋ = Hy, ẏ = −Hx. (5)

Osnoven instrument za otkrivane na graniqni cikli v (2) e izobraжe-
nieto na Poankare P. Negovite nepodviжni toqki sъotvetstvat na gra-
niqni cikli vъv fazovi� portret. Da napomnim konstrukci�ta na P za
sistema ot vida (3). Izbirame v ravninata otseqka S, ko�to presiqa
transverzalno seme�stvoto ot zatvoreni orbiti A v integruemata sis-
tema (4). Parametrizirame S qrez sto�nostite h na H (tezi sto�nosti
se nariqat pon�koga energetiqni niva). Pri zadadeno nivo h ∈ Σ, razg-
leжdame toqkata A0 = S ∩ δ(h) i neka A1 ∈ S e toqkata, v ko�to orbitata
na (3) prez A0 presiqa otnovo S za pъrvi pъt. Togava, po definici�,
A0 → A1 = P(A0) e izobraжenieto na Poankare, a razlikata

d(h, ε) = H(A1) − H(A0) ≡ P(h, ε) − h

e sъotvetnata funkci� na otmestvane (displacement map). Vs�ka izolira-
na nula na funkci�ta na otmestvane sъotvetstva na graniqen cikъl vъv
fazovi� portret na (3).

Izobraжenieto na Poankare i sъotvetnata funkci� na otmestvane sa
analitiqni otnosno h vъv vseki interval, ko�to ne sъdъrжa kritiqni
niva na H (t.e. niva, sъotvetstvawi na kritiqni toqki na H).

Analogiqno se definira izobraжenieto na Poankare v okolnost na
kontur. Razlikata e, qe togava analitiqnostta lipsva.

Izsledvaneto na funkci�ta d moжe v mnogo sluqai da se reducira do
izuqavaneto na ne�noto pъrvo pribliжenie M1(h) otnosno ε, t.e.

d(h, ε) = ε M1(h) + O(ε2).
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Tozi podhod e priloжen za pъrvi pъt ot Pontr�gin [A1] prez 1934 g. pri
izsledvane na sistemi, blizki do hamiltonovi. S pomowta na (3) pъrvoto
pribliжenie se presm�ta lesno:

M1(h) =

∮

δ (h)

M(x, y)[g(x, y, 0)dx− f(x, y, 0)dy], h ∈ Σ. (6)

Integralъt M1 se nariqa funkci� na Melnikov, vъpreki qe po-pravilno
bi bilo ”funkci� na Poankare–Pontr�gin”. Ako perturbaci�ta e nekon-
servativna, t.e. M1 6≡ 0, teoremata za ne�vnata funkci� (sъotvetno pod-
gotvitelnata teorema na Va�erwras v sluqa� na kratni koreni) dava, qe
vs�ka izolirana nula h0 ∈ Σ na M1 sъotvetstva na graniqen cikъl γ(h0, ε)
v (3), ko�to pri ε → 0 kloni v hausdorfova metrika kъm periodiqnata
orbita δ (h0) na nesmutenata sistema. Pri kraten koren, bro�t na tezi
cikli sъvpada s kratnostta na h0. Ako pertubaci�ta e konservativna, se
nalaga izsledvane na sledvawoto pribliжenie M2(h),

d(h, ε) = ε2 M2(h) + O(ε3),

i t.n. Funkciite M2(h), M3(h), . . se nariqat sъotvetno vtora, treta i t.n.
funkci� na Melnikov. Za razlika ot M1(h), presm�taneto na visxite
funkcii na Melnikov e seriozen problem.

Sled tazi podgotovka, preminavame kъm opisanie na konkretnite prino-
si. Predi tova, da vъvedem edin termin.

Definici�. Kazvame, qe konfiguraci�ta F ot orientirani zatvoreni
krivi vъv fazovoto prostranstvo na nesmutenata sistema (4) ima cik-
liqnost k otnosno daden klas ot perturbacii, ako v (3) ima na�-mnogo
k graniqni cikъla, koito pri ε → 0 klon�t v hausdorfova metrika kъm
elementi na F .

Kvadratiqni sistemi.

V tozi razdel popadat statiite [2], [3], [5], [6], [7], [8], [9], [16], [20], [22], [23],
[24]. Prez 1989 g. Guckenheimer, Rand and Schlomiuk [A2] dokazaha, qe cik-
liqnostta na separatrisnata primka v neizrodena kvadratiqna hamilto-
nova sistema e na�-mnogo pet i formuliraha hipotezata, qe istinskata
cikliqnost e ravna na dve. V rabota [2] nie dokazvame tazi hipoteza. Ne-
wo poveqe, namerena e i obwata cikliqnost na dvete separatrisni primki
(kogato sa nalice). V dobavka, v rabota [6] nared s drugi rezultati e op-
redelena i cikliqnostta na primkata v izrodenite hamiltonovi sluqai.
Poluqenite rezultati v tova napravlenie mogat da se sumirat taka:

Teorema 1. Cikliqnostta na separatrisnata primka v kvadratiqna ha-
miltonova sistema pri malka kvadratiqna perturbaci� e dve. Obwata
cikliqnost na dve separatrisni primki e sъwo dve. Rezultatite sa toq-
ni.

Tozi rezultat moжe da se razgleжda kato analog na rezultata na Bautin
[A3] za cikliqnost na centъra v kvadratiqna sistema. Dokazatelstvoto
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na Teorema 1 izpolzva izsledvaneto na Roussarie [A4] vъrhu izobraжenieto
na Poankare v okolnost na separatrisna primka.

V rabota [6] se razgleжdat izrodenite kubiqni hamiltoniani, t.e. te-
zi, pri koito fazovi�t portret v (5) ima os na simetri�. Takъv e stan-
dartni�t eliptiqen hamiltonian H = y2−x3 +x, a za vsiqki ostanali nie
vъveжdame slednata normalna forma (izpolzvana vposledstvie ot mnogo
drugi avtori)

H = x[y2 + Ax2 − 3(A − 1)x + 3(A − 2)], A ∈ R. (7)

S modifikaci� na algoritъma na Françoise [A5], sa presmetnati pъrvite
qetiri funkcii na Melnikov Mk(h), k ≤ 4, kogato kvadratiqnata pertur-
baci� vъv Pfafova forma priema vida

dH − εω1 = 0, ω1 = g(x, y)dx− f(x, y)dy, f, g ∈ R2[x, y] (8)

(t.e. koeficientite na f, g ne zavis�t ot malki� parametъr). Sled tova,
nared s rezultata vkl�qen v Teorema 1, sa dokazani i slednite:

Teorema 2. Perturbiranata sistema (8) e integruema (hamiltonova ili
reversivna), ako:

(i) M1(h) = M2(h) = M3(h) ≡ 0 i A = 0 v (7);
(ii) M1(h) = M2(h) = M3(h) = M4(h) ≡ 0 i A 6= −1 v (7).

Teorema 3. Neka v (8) H e standartni�t eliptiqen hamiltonian. To-
gava sistemata ima za malko ε i proizvolni f, g ∈ R2[x, y] ne poveqe ot 2
graniqni cikъla v kra�nata ravnina. Rezultatъt e optimalen.

Teorema 4. Pri malka kvadratiqna perturbaci� (8), obwata cikliqnost
na centъra i periodiqni� prъsten okolo nego, kogato to� e zagraden ot pa-
raboliqen segment (A = 0 v (7)), e ravna na dve. Rezultatъt e optimalen.

Za hamiltonovi� triъgъlnik (A = −1; H = x[y2 − (x − 3)2] v (7)) sa
presmetnati M1(h), M2(h), M3(h). Tretata funkci� e izsledvana v druga
rabota [7], kъdeto e dokazano, qe M3(h) ne e abelev integral i ima vida

hM3(h) =

∮

H=h

[αx2 +βh+γ +δ(x−1) ln x]ydx ≡ αI2 +(βh+γ)I0 +δI∗, h ∈ [−4, 0).

Ustanoveno e, qe integralite I∗, I0, I2 udovletvor�vat sistema na Pikar-
Fuks ot red 3. S pomowta na tozi fakt se dokazva

Teorema 5. Pri malka kvadratiqna perturbaci� (8), obwata cikliqnost
na centъra i periodiqni� prъsten okolo nego, kogato to� e zagraden ot
triъgъlnik (A = −1 v (7)), e ravna na tri. Rezultatъt e toqen.

Pri kvadratiqni perturbacii na neizrodeni hamiltonovi vektorni po-
leta, e dostatъqno izsledvaneto na funkci�ta M1(h), ko�to v to� sluqa�
moжe da se zapixe vъv vida

M1(h) =

∫∫

Int δ(h)

(αx + βy + γ)dxdy, h ∈ Σ, (9)
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kъdeto Int δ(h) e vъtrexnostta na ovala δ(h). V rabota [3] e predloжen nov,
geometriqen podhod za izsledvane nulite na integrala (9). Uravnenieto
M1(h) = 0 dopuska interesna geometriqna interpretaci�. Da vъvedem za
h ∈ Σ funkciite (mehaniqni momenti)

V (h) =

∫∫

Int δ(h)

dxdy, X(h) =

∫∫

Int δ(h)

xdxdy, Y (h) =

∫∫

Int δ(h)

ydxdy.

Oqevidno, energetiqnoto nivo h ∈ Σ e nula na funkci�ta M1(h) togava
i samo togava, kogato centralnata toqka (centroid, centъr na teжestta)
ξ(h) = X(h)/V (h), η(h) = Y (h)/V (h) na oblastta, zagradena ot ovala δ(h),
leжi vъrhu pravata ℓ : αx + βy + γ = 0. Vsъwnost ℓ e pravata, vъrhu
ko�to divergenci�ta na poleto v (3) se anulira. Tova oznaqava, qe edin
oval ot periodiqni� prъsten A poraжda graniqen cikъl pri kvadratiqna
perturbaci� toqno kogato centralnata mu toqka leжi vъrhu divergent-
nata prava ℓ. Da oznaqim s L krivata, obrazuvana ot centralnite toqki
na famili�ta ot ovali na A:

L = {(ξ(h), η(h)) : h ∈ Σ}. (10)

Nie nariqame L centroidna kriva na A. Napravenite po-gore nabl�deni�
pokazvat, qe bro�t na graniqnite cikli v (3) e raven na bro� na preseq-
nite toqki na ℓ i L, a te v kra�na smetka se opredel�t ot geometri�ta na
L. Vaжnostta na predloжeni� geometriqen podhod se sъstoi vъv fakta,
qe centroidnata kriva sъdъrжa pъlnata informaci� za vъzmoжni� bro�
graniqni cikli v (3), vъpreki qe L se opredel� edinstveno ot hamilto-
niana H i sledovatelno zavisi samo ot dva parametъra. Da otbeleжim,
qe M1(h) zavisi osven ot argumenta si i ot pet dopъlnitelni parametъra
(dva na hamiltoniana i tri na perturbaci�ta), koeto pravi izsledvaneto
na nulite í trudna zadaqa.

Pъrva stъpka v izsledvaneto na (9) i (10) e izborъt na normalna
forma i opisanieto na bifurkacionnata diagrama na hamiltonovoto vek-
torno pole. V [3] e predloжena slednata normalna forma na kubiqen
hamiltonian s centъr, ko�to zaedno sъs sъotvetnata bifurkacionna di-
agrama e nahodka i be vъzprieta kato etalon i izpolzvana xiroko ot
drugi avtori:

H =
1

2
(x2 + y2) − 1

3
x3 + axy2 +

b

3
y3, (a, b) ∈ Ω, (11)

Ω = {(a, b) : −1
2
≤ a ≤ 1, 0 ≤ b ≤ (1 − a)

√
1 + 2a}.

V [3] e izvedena sistemata na Pikar-Fuks, udovletvor�vana ot integra-
lite V (h), X(h), Y (h) i dopъlnitelni� integral (centrobeжen moment)
K(h) =

∫∫

Int δ(h)
xydxdy, izsledvana e centroidnata kriva v okolnost na

kra�nite í toqki. Za sluqa� na hamiltonian s 3 sedla i centъr e doka-
zano, qe L e regul�rna izpъknala kriva. Ottuk sledva osnovni�t rezultat
v rabotata:
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Teorema 6. Neka H e neizroden kubiqen hamiltonian s 3 sedla i edin cen-
tъr. Togava za malki ε sistema (8) ima na�-mnogo dva graniqni cikъla.
Rezultatъt e toqen.

Tova e pъrvi�t toqen rezultat za bro� graniqni cikli za otvoreno mno-
жestvo ot hamiltoniani v literaturata. Prez 2001, izpolzva�ki pos-
tanovkata i rezultatite ot [3], [2] i [5], kakto i novi idei i tehniki,
Gavrilov [A6] usp� da rexi problema i za ostanalite dva sluqa� v obwo
poloжenie: dve sedla i dva centъra i edno sedlo i edin centъr. Ot svo�
strana, [3] izpolzva sъwestveno rezultatite ot [2] i [A7].

Obedineni�t rezultat, izvesten kato teorema na Gavrilov, Horozov i
Iliev (viж [A8], str. 339 i [A9], str. 56), e edin ot osnovnite prinosi
na bъlgarskata xkola v tematikata:

Teorema. [A6] Neka X e kvadratiqno vektorno pole, blizko do hamilto-
novo vektorno pole, porodeno ot kubiqen hamiltonian s centъr i qetiri
razliqni kritiqni niva (dve ot t�h eventualno kompleksni). Togava X
ima na�-mnogo dva graniqni cikъla. Rezultatъt e toqen.

V rabota [5], publikuvana pet godini predi poluqavaneto na gorni� okon-
qatelen rezultat, e razgledan sluqa�t na hamiltoniani s centralna si-
metri�. Te sъotvetstvat na a = 0 v (11) i priteжavat 2 centъra. Izu-
qava�ki sъotvetnite dve centroidni krivi i vzaimnoto im poloжenie, e
dokazan sledni�t osnoven rezultat:

Teorema 7. Malka kvadratiqna perturbaci� na kvadratiqna hamiltonova
sistema s centralna simetri� moжe da proizvede na�-mnogo dva graniqni
cikъla. Rezultatъt e toqen.

V rabota [9] se izsledvat kvadratiqnite perturbacii na vsiqki kvadra-
tiqni sistemi s centъr. Pokazano e, qe ako sistema (4) se zapixe kato
uravnenie otnosno kompleksnata promenliva z = x+ iy, to sled podhod�wa
afinna sm�na na promenlivite vs�ka kvadratiqna sistema s centъr (ili
za po-kratko, kvadratiqen centъr) popada v n�ko� ot grupite

ż = −iz − z2 + 2|z|2 + (b + ic)z̄2, hamiltonova (QH
3 )

ż = −iz + az2 + 2|z|2 + bz̄2, reversivna (QR
3 )

ż = −iz + 4z2 + 2|z|2 + (b + ic)z̄2, |b + ic| = 2, s korazmernost 4 (Q4)

ż = −iz + z2 + (b + ic)z̄2, tip Lotka–Voltera (QLV
3 )

ż = −iz + z̄2, hamiltonov triъgъlnik

V spisъka po-gore a, b, c sa realni parametri. Gornata klasifikaci� se
otnas� za centъra v naqaloto z = 0, a oznaqeni�ta QH

3 i pr. sa vъzprieti
ot [A10]. Nie we nariqame hamiltonovi� triъgъlnik i sistemite QH

3 ,
Q4, QLV

3 , kogato c = 0 v t�h izrodeni, a ostanalite centrove – neizrodeni.
V [9] sa predstaveni bifurkacionnite diagrami na fazovite portreti v
sъotvetnite ravnini (a, b) ili (b, c). V [9] e dokazano owe, qe za oprede-
l�ne cikliqnostta na periodiqni� prъsten okolo centъra v naqaloto e
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nuжna toqna ocenka otgore na bro� na nulite na M1(h) (v neizrodenite
sluqai), na M3(h) (za hamiltonovi� triъgъlnik) i na M2(h) (v drugite
izrodeni sluqai). Namereni sa perturbaciite (nareqeni ”sъwestveni”),
koito davat maksimalni� vъzmoжen bro� nuli v sъotvetnite Mk(h). Za
tezi sъwestveni perturbacii sa presmetnati vsiqki sъotvetni Mk(h). V
qastnost, za presm�taneto na M2(h) e predloжen nov algoritъm (izc�lo
razliqen ot [A5]), osnovan na diferencirane po parametъr. Kato pri-
loжenie e utoqnena krivata v bifurkacionnata diagrama na QR

3 , vъrhu
ko�to separatrisni�t kontur okolo centъra v naqaloto e s predpolagaema
cikliqnost 3. Dokazani sa owe:

Teorema 8. Cikliqnostta na periodiqni� prъsten za izrodeni� centъr ot
korazmernost qetiri Q+

4 = {Q4 ∩ QR
3 , b = 2} e ravna na 3. Rezultatъt e

toqen.

Teorema 9. Cikliqnostta na periodiqni� prъsten za izrodeni� izohronen
centъr S1 (sъotvetstvaw na b = c = 0 v QLV

3 ) e ravna na 2. Rezultatъt e
toqen.

Teorema 9 opredel� pravilnata cikliqnost na sluqa� S1, ko�to v [A11]
e nepravilno posoqena kato edinica, bazira�ki se na bro� nuli, koito
moжe da ima M1(h), a ne M2(h), kakto e nuжno.

Rabota [9] e mnogo dobre prieta ot kolegi�ta. Dori samo faktъt, qe v
momenta, v ko�to pixa to� tekst, stati�ta, stara veqe 14 godini, stoi na
vtoro m�sto v spisъka na na�-qetenite za poslednite 3 meseca publikacii
ot Bull. Sci. Math., e pokazatelen.

V rabota [8] e razgledan drugi�t izroden centъr ot korazmernost qe-
tiri Q−

4 = {Q4 ∩ QR
3 , b = −2}. Tozi sluqa� e po-sloжen ot Q+

4 , zawoto v
M2(h) uqastvat qetiri, a ne tri integrala. Dokazatelstvoto eksploatira
svo�stvata na sъotvetnata sistema na Pikar-Fuks ot red 4. Osnovni�t
rezultat e:

Teorema 10. Cikliqnostta na periodiqni� prъsten za izrodeni� centъr
ot korazmernost qetiri Q−

4 = {Q4 ∩QR
3 , b = −2} e ravna na 3. Rezultatъt

e toqen.

V rabota [16] se pravi za prъv pъt opit da se izsledvat bifurkaciite na
graniqni cikli, idvawi ot bezkra�nost, v kvadratiqni sistemi. Dokaza-
no e, qe ima 3 tipa sistemi s eliptiqna kritiqna toqka idvawa ot bezk-
ra�nost, zaedno s eventualni graniqni cikli okolo ne�. Nie pokazvame,
qe tezi cikli mogat da se izsledvat s pomowta na izrodena transfor-
maci� na koordinatite, ko�to prevrъwa sistemata v malka perturbaci�
na reversiven centъr ot klasa QR

3 . Sъotvetnata funkci� na otmestvane
priteжava razvitie v red na Puiseux otnosno malki� parametъr, a pos-
ledovatelnite koeficienti se predstav�t qrez abelevi integrali. Kato
priloжenie na ta� teori�, sa razgledani 4 konkretni sluqa�. Za il�st-
raci�, tuk formulirame edin ot rezultatite.

Teorema 11. V malka kvadratiqna perturbaci� na izohronni� centъr S3
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(a = 5, b = −3 v QR
3 ) ima na�-mnogo 2 graniqni cikъla, koito klon�t kъm

bezkra�nost kato 1/ε pri ε → 0.

V raboti [20] i [24] se izsledva neizrodeni�t reversiven sluqa� s koraz-
mernost 1 v QR

3 , zadaden ot a = 2b + 1, b ∈ R \ [−1, 1
3
]. V pъrvata rabota e

razgledan sluqa�t 1
3

< b < 3, kogato sistemata ima 2 centъra. Ostanalite
sluqai imat edinstven centъr i te sa razgledani v [24]. I v dvete raboti
dokazatelstvoto se bazira na svo�stvata na sъotvetnite trimerni sis-
temi na Fuks za funkciite, uqastvawi v M1(h) i na redica geometriqni
sъobraжeni�. Dokazatelstvata v [24] sa znaqitelno po-sloжni tehniqeski
i iziskvat izpolzvaneto na komp�tъrna programa za simvolni presm�ta-
ni�. Sluqa�t v [20] se sveжda do sistemata s parametri

ẋ = −y − 3x2 + (1 + k)y2 + ε(ν1x + ν2xy),

ẏ = x(1 − 2y) + εν3x
2, −1 < k < 1, ν = (ν1, ν2, ν3) ∈ R

3 \ 0.
(12)

Teorema 12. Pri proizvolno ν i dostatъqno malko ε v (12), sa v sila sled-
nite tvъrdeni�:
(i) Ako |k| < 2

5
, cikliqnostta na vseki ot dvata periodiqni prъstena e

tri.
(ii) Ako 2

5
≤ |k| < ks = 0.60965..., cikliqnostta na edini� periodiqen prъs-

ten e tri, a na drugi� e dve.
(iii) Ako ks ≤ |k| < 1, cikliqnostta na vseki ot dvata periodiqni prъste-
na e dve.
(iv) Gornite granici v (i), (ii), (iii) sa toqni.

Teorema 13. Ako pri zadadeno ν i dostatъqno malko ε graniqni cikli v (12)
vъznikvat ednovremenno ot dvata periodiqni prъstena, te sa edinstveni.
Toest, edinstvenoto vъzmoжno razpredelenie v to� sluqa� e (1, 1).

V rabota [20] sa predstaveni i sъotvetnite bifurkacionni diagrami v
zavisimost ot sto�nostite na k. Ot svo� strana, osnovni�t rezultat v
rabota [24] e sledni�t:

Teorema 14. Cikliqnostta na periodiqni� prъsten za kvadratiqni� cen-
tъr v QR

3 zadaden ot a = 2b + 1, b ∈ R \ [−1, 3) pri malka kvadratiqna per-
turbaci� e dve i rezultatъt e toqen.

V rabota [22] e predloжena programa za namirane cikliqnostta pri kvad-
ratiqni perturbacii na periodiqnite prъsteni v kvadratiqni centrove,
qiito neizrodeni kompleksificirani fazovi traektorii sa eliptiqni
krivi. Takiva centrove sme narekli centrove ot rod 1. Osven oqevidni-
te hamiltonovi sluqai, izqerpatelni�t spisъk v [22] vkl�qva 18 rever-
sivni centъra (t.e. ot klasa QR

3 ), krъsteni (r1) − (r18), 6 izrodeni i 5
neizrodeni centъra ot tip Lotka-Voltera (t.e. ot klasa QLV

3 ), krъsteni
sъotvetno (rlv1) − (rlv6) i (lv1) − (lv5), kakto i centъra Q4 s korazmernost
4. S poredica ot transformacii sъotvetnite pъrvi integrali H i po-
raжdawi funkcii na Melnikov Mk(h) sa obedineni (kъdeto e vъzmoжno)
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i sa svedeni do po-prosti. Nameren e redъt na sъotvetnata sistema na
Pikar-Fuks za eliptiqnite integrali, vkl�qeni v Mk(h). Formulirani
sa hipotezi za toqnata cikliqnost (dve ili tri) za vseki edin ot slu-
qaite. Za il�straci� kak de�stva programata, v [22] sa izsledvani dva
ot sluqaite (r11), (r18) i e opredelena t�hnata cikliqnost (2 graniq-
ni cikъla). Dokazatelstvoto izpolzva kompleksifikaci�, svo�stvata na
sъotvetnata rimanova povъrhnina i principa na argumenta. Nakra� da
otbeleжim, qe blagodarenie na usili�ta i na mnogo drugi matematici,
ponasto�wem programata predloжena v [22] e izpъlnena na 80% v qastta
í za reversivnite sluqai.

V rabota [23] e razgledan sluqa�t na centъr s korazmernost 4, ko�-
to predstavl�va ednoparametriqna famili� ot sistemi. Za tozi sluqa�
dotogava ne b�ha izvestni nikakvi rezultati, osven qe sami�t centъr
kato kritiqna toqka ima cikliqnost tri. Nie izveжdame sistemata na
Pikar-Fuks i s ne�na pomow sveжdame problema do ocenka na nulite na
rexenieto na konkretno hipergeometriqno uravnenie s d�sna qast v za-
visimost ot nulite na poslednata. Taka se poluqava ocenka ot maksimum
8 graniqni cikъla, porodeni ot periodiqni� prъsten. Vposledstvie na-
xi�t rezultat be podobren do 5 (pri hipoteza 3) ot Yulin Zhao [A12].

Sistemi ot po-visoka stepen.

V tozi razdel popadat statiite [10], [11], [12], [13], [14], [15], [17], [18], [19].
Do tozi moment ne e namerena obwa formula ot tipa (6) za vtorata fun-
kci� na Melnikov M2(h). V rabota [10] e izvedena takava formula za
sluqa�, kogato nesmutenata sistema e n�tonova, toest ima hamiltonian
H(x, y) = 1

2
y2 − U(x). Da razgledame sъotvetna malka perturbaci�, ko�to

e analitiqna po otnoxenie na malki� parametъr ε,

ẋ = Hy + εf(x, y, ε),

ẏ = −Hx + εg(x, y, ε).
(13)

V gornite formuli U , f i g sa polinomi, no biha mogli da bъdat i
drugi dostatъqno gladki funkcii na (x, y). Da predpoloжim, qe M1(h) e
tъжdestveno nula v Σ i da vъvedem oznaqeni�ta

D(x, y) = fx(x, y, 0) + gy(x, y, 0),

F (x, y) =
∫ y

0
f(x, s, 0)ds −

∫ x

0
g(s, 0, 0)ds,

G(x, y) =
∫ y

0
D(x, s)ds.

Togava, ako G(x, y) e qetna ili neqetna funkci� na y, formulata za vto-
rata funkci� na Melnikov ima vida

M2(h) = −
∮

δ(h)

F (x, y)D(x, y)

y
dx +

∮

δ(h)

[gε(x, y, 0)dx− fε(x, y, 0)dy], h ∈ Σ. (14)
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V sluqa� na proizvolna G(x, y) = G1(x, y) + G2(x, y) s nenulevi neqetna G1

i qetna G2 qasti, v (14) se vkl�qva i treti integral, ko�to se izra-
z�va posredstvom G1 i G2. Tezi formuli pokazvat, qe izsledvaneto na
bifurkacii ot vtori red otnovo se sveжda kъm izsledvaneto na nuli-
te na abelevi integrali. Sravnena s (6), formula (14) vkl�qva poveqe
nezavisimi integrali. Tova oznaqava, qe konservativnite perturbacii
poraжdat poveqe graniqni cikli, otkolkoto nekonservativnite. �sno e,
qe konkretni�t vid na M2(h) zavisi ne samo ot hamiltoniana i pertur-
baci�ta, no i ot geometri�ta na ovalite v periodiqni� prъsten A, za
ko�to se prilaga formulata. Za razliqnite prъsteni, vidъt na M2(h)
sled izvъrxvane na konkretnite presm�tani� moжe da e sъvsem razliqen,
dori ako hamiltonianъt i perturbaci�ta sa sъwite.

Na poluqenata v [10] formula za M2(h) e posvetena po-gol�mata qast
ot §4.11 v izvestnata (s 1600 citirani�) kniga na Lawrence Perko [A13],
kъdeto na mnoжestvo primeri e demonstrirano kak formulata raboti. V
[10], nie prilagame (14) kъm edna konkretna kubiqna sistema, vъznikva-
wa pri izsledvane na osobenosti s nilpotentna linearizaci� (Carr [A14],
Dangelmayr and Guckenheimer [A15]):

ẋ = y,

ẏ = −x − x3 + λ1y + λ2x
2 + λ3xy + λ4x

2y.
(15)

V (15), λk sa malki parametri, zavisewi analitiqno ot ε. V izsledvane-
to si [A16], posveteno na (15), Chicone ustanovi, qe bro�t na graniqnite
cikli v sistemata se opredel� ot vtorata variaci� d2 na funkci�ta na
otmestvane i formulira hipotezata, qe t� proizveжda dva graniqni ci-
kъla. V [10] nie dokazvame tazi hipoteza:

Teorema 15. Sistema (15) ima na�-mnogo 2 graniqni cikъla pri malki
sto�nosti na parametrite λj.

V rabota [12] sa razgledani ednovremenno sistemata (15) i srodnite í
sistemi, s izrazi −x + x3 i x − x3 vъv vtoroto uravnenie. S pomowta
na razlagane v red po malkite parametri λj na funkci�ta na otmestva-
ne sa presmetnati vsiqki funkcii na Melnikov Mk(h), k = 2, 3, 4, .... pri
predpoloжenieto, qe predhodnite k−1 funkcii se anulirat tъжdestveno.
Dokazano e, qe Mk(h) ima na�-mnogo 2 nuli, nezavisimo ot nomera i ot
vida na periodiqni� prъsten A. Sledovatelno vseki ot t�h ima cikliq-
nost 2. S tova pokra� drugoto e popraven pogrexni�t rezultat v [A17],
kъdeto se tvъrdexe, qe cikliqnostta na prъstena okolo dvo�nata primka
za sluqa� x − x3 e tri.

V rabota [13] se izsledvat polinomni perturbacii (13) na line�ni�
centъr H = 1

2
(x2 + y2). Ako oznaqim s [r] c�lata qast na r, osnovni�t

rezultat e:

Teorema 16. Za proizvolna polinomna perturbaci� ot stepen n v (13),
pъrvata nenuleva funkci� na Melnikov Mk(h) ima ne poveqe ot [1

2
k(n − 1)]
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nuli v Σ = (0,∞).

Dokazatelstvoto e osnovano na specialni razlagani� na polinomni di-
ferencialni edno-formi. Analogiqen problem se raziskva v rabota [14],
kogato hamiltonianъt v (13) e H = 1

2
y2 + 1

2
x2 − 1

3
x3. Za to� sluqa� e doka-

zano, qe pъrvata nenuleva funkci� na Melnikov Mk(h) ima ne poveqe ot
k(n−1) nuli v Σ = (0, 1

6
). Pokazano e sъwo, qe ocenkata moжe da se namali

s 1 pri k ≥ 3. Dokazatelstvoto se osnovava na podhod�wi dekompozicii na
diferencialni edno-formi s tegla. Podobno na rabota [10], po-gol�mata
qast ot §4.12 v knigata [A13] pъk e posvetena na raboti [13], [14].

V rabota [11] se izsledva integralъt (ekvivalent na M1(h))

I(h) =

∮

δ (h)

[g(x, y)dx− f(x, y)dy], δ(h) ⊂ {H(x, y) = h}, h ∈ Σ (16)

za sluqa� na kubiqni hamiltoniani H s centъr.

Teorema 17. Neka n e maksimalnata stepen na polinomite f, g. Togava
I(h) ima ne poveqe ot 5n + 15 nuli v Σ.

Makar i netoqna, prostata line�nata ocenka v Teorema 17 izgleжda dosta
optimalna i realistiqna na fona na ocenkite ot tip ”iterirana n�kolko
pъti eksponenta ot n”, proizveжdani ot izraelskata xkola. V interes na
istinata, tehnite rezultati se otnas�t za hamiltoniani ot proizvolna
stepen. Naxeto dokazatelstvo sledva slednata shema. Hamiltonianъt v
(16) se priveжda v normalna forma (11) i se dokazva, qe I(h) prinadleжi
na R[h] modul s generatori - qetirite integrala V, X, Y, K ot rabota [3].
Po-toqno,

I(h) = α(h)X(h) + β(h)Y (h) + ξ(h)K(h) + η(h)V (h),

kъdeto stepenite na polinomite sa sъotvetno [1
3
(n−2)], [1

3
(n−2)], [1

3
(n−3)]

i [1
3
(n − 1)]. Sled tova se izpolzvat svo�stvata na sistemata na Pikar-

Fuks, udovletvor�vana ot generatorite, za da se ustanovi, qe ima line�na
kombinaci� s posto�nni koeficienti Z na X, Y, K, takava qe Z ′ i V ′ udov-
letvor�vat dvumerna sistema. Tova e predvidim fakt, ko�to proiztiqa
ot tova, qe rimanovata povъrhnina na hamiltoniana e tor, punktiran v
tri toqki. Sledovatelno, qastnoto R = Z ′/V ′ udovletvor�va uravnenie
na Rikati s koeficienti - polinomi s izvestni stepeni, ot koeto moжe da
se izvadi ocenkata. Sled naxata rabota se po�viha mnogo statii, koito
kopirat shemata, s ”linear estimate” v zaglavieto.

V rabota [15] se izsledvat polinomni perturbacii ot stepen n na iz-
rodeni kvadratiqni hamiltonovi vektorni poleta s edin centъr i edno
sedlo (predstaveni v (11) ot b = 0, a ∈ (−1

2
, 0).)

Teorema 18. Neka B ⊂ R
2 e kompakt. Ako M1(h) 6≡ 0, to (13) ima na�-mnogo

n−1 graniqni cikli v B za ε dostatъqno malko. Ako M1(h) ≡ 0 i M2(h) 6≡ 0,
togava (13) ima na�-mnogo 2n − 2 graniqni cikli v B. I dvete ocenki sa
toqni.
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Dokazatelstvoto se osnovava na formata na M1 i M2, poluqena s podho-
d�wo razlagane na polinomni diferencialni edno-formi, svo�stvata na
rimanovata povъrhnina i prilagane principa na argumenta v podhod�w
kontur. Pri n = 2, ot Teorema 18 proiztiqa vaжno sledstvie:

Sledstvie 1. Sъwestvuva okolnost U na dH = 0 v prostranstvoto ot
vsiqki kvadratiqni vektorni poleta, taka qe vs�ko v ∈ U ima na�-mnogo
dva graniqni cikъla.

Predi da prodъlжim sъs sledvawata stati�, se nuжdaem ot edna defi-
nici�.

Definici�. Za edno R-line�no prostranstvo ot funkcii V kazvame, qe e
Qebixevo v Ω, ako vs�ka netrivialna funkci� v V ima na�-mnogo dimV−1
nuli v Ω. Za V kazvame, qe e Qebixevo s toqnost k v Ω, ako vs�ka netri-
vialna funkci� ima na�-mnogo dimV + k − 1 nuli v Ω.

V mnogo sluqai vъprosъt za bro� na graniqnite cikli v edna smutena
sistema (3) se sveжda do ocenka na nulite na funkci� ot vida

I(h) = p1(h)I1(h) + p2(h)I2(h), p1, p2 ∈ R[h], h ∈ Σ, (17)

kъdeto I(h) = (I1(h), I2(h))⊤ udovletvor�va sistema na Pikar-Fuks. V [17]
se izsledva prostranstvoto ot funkcii Vs ot vida (17), kъdeto s ∈ R e
na�-malkoto qislo, za koeto |I(h)| ≤ const|h|s v okolnost na bezkra�nostta
v C. Za I(h) se predpolaga, qe udovletvor�va dvumerna sistema ot vida
I(h) = A(h)I′(h), ko�to ima svo�stvata:

(N1) A
′ e konstantna matrica s realni i razliqni sobstveni qisla λ′, µ′;

(N2) Uravnenieto detA(h) = 0 ima realni koreni h0 < h1 i e v sila tъж-
destvoto traceA(h) = (detA(h))′;

(N3) I(h) e analitiqna v okolnost na h0.

Ot (N1) i (N2) sledva, qe harakteristiqeskite pokazateli v ∞ na siste-
mata za I(h) sa −λ i −µ, kъdeto λλ′ = µµ′ = 1. Osven tova e v sila λ+µ = 2.
Da oznaqim λ∗ = max(|λ−1|, 1−|λ−1|). Rezultatъt po-dolu pokazva, qe nie
moжem da ocen�vame bro� na nulite na funkci�ta ot (17), stiga da znaem
s, λ i µ.

Teorema 19. Neka sa v sila (N1)-(N3), λ 6∈ Z i s ≥ λ∗. Togava:

(i) Prostranstvoto Vs e Qebixevo s toqnost 1 + [λ∗] v C \ [h1,∞).

(ii) dim Vs = 2s−1 ako λ−µ i s− 1
2

sa celi, dim Vs = [s−λ] + [s−µ] + 2 inaqe.

V [17], gorni�t obw rezultat e priloжen kъm 9 primera, v koito bro�t na
graniqnite cikli se opredel� ot bro� na nulite v (17). Predokazani ili
usileni sa n�koi dobre izvestni rezultati i sa poluqeni n�kolko novi.

V.I. Arnold formulira prez 1990 g. v [A18] sledni� problem. Dali
g-mernoto prostranstvo ot abelevi integrali

I(h) =

∮

δ(h)

(α0 + α1x + . . . + αg−1x
g−1)dx

y
, h ∈ Σ, (18)
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kъdeto δ(h) ⊂ {(x, y) ∈ R
2 : y2 + P (x) = h}, g = [1

2
(degP − 1)] ≥ 2, e qebixevo

prostranstvo? V rabota [18] nie davame negativen otgovor na tozi vъp-
ros, kato konstruirame n�tonov hamiltonian ot stepen n v (18), za ko�to
I(h) ima [3

2
g]− 1 prosti nuli. Sledovatelno prostranstvoto ot intergali

(18) ne e qebixevo. Napomn�me, qe g e rodъt na hipereliptiqnata kriva.
V [18] e razgledan v deta�li sluqa�t na hamiltonian ot stepen 5 s centъr.
Nie vъveжdame slednata normalna forma za to� sluqa�:

H(x, y) =
1

2
y2 − λµ

2
x2 +

λ + µ + λµ

3
x3 − 1 + λ + µ

4
x4 +

1

5
x5, (19)

kъdeto ili 0 ≤ µ ≤ λ ≤ 1 (realen sluqa�), ili µ̄ = λ ∈ C \ R (komplek-
sen sluqa�). Opisana e bifurkacionnata diagrama v (λ, µ)-ravninata v
realni� sluqa� (v kompleksni� n�ma takava), predstaveni sa diagramite
na Dynkin. We otbeleжim, qe (19) i bifurkacionnata diagrama dobiha
popul�rnost i se izpolzvat ot drugi avtori. Za periodiqni� prъsten
okolo centъra v (1, 0) sa otdeleni dva sluqa�, po edin v realni� i kom-
pleksni� sluqa�, nareqeni izkl�qitelni. V realni� sluqa� uslovieto e
0 < µ < λ < 1, a v kompleksni� Reλ < 0, (Imλ)2 < 5Reλ(Reλ − 1). Osnovni�t
rezultat v [18] e sledni�t.

Teorema 20. Neka {δ(h), h ∈ Σ} e izkl�qitelna famili� ot ovali. Togava
prostranstvoto ot abelevi integrali

I(h) =

∮

δ(h)

(α0 + α1x)dx

y
, h ∈ Σ (20)

e qebixevo.

Tova e pъrvi�t rezultat ot podoben harakter v literaturata. Za ostana-
lite familii ot ovali v sluqa� deg H = 5, v [18] e formulirana hipoteza
za bro� na nulite na (20).

V rabota [19] e izsledvana generirawata funkci� pri malki ednopa-
rametriqni perturbacii (13) na hamiltonovi sistemi. Tova e pъrvata
nenuleva funkci� na Melnikov Mk(h) v razvitieto na funkci�ta na ot-
mestvane po malki� parametъr. Izuqeno e analitiqnoto prodъlжenie na
Mk(h) v kompleksna oblast. Dadeno e geometriqno opisanie na grupata ot
monodromiite na poraжdawata funkci�, na bazata na koeto sa poluqeni
dostatъqni uslovi� za da udovletvor�va t� uravnenie na Fuks ili na Pi-
kar-Fuks. Vъv vtori� sluqa� poraжdawata funkci� e abelev integral.
V deta�li sa razgledani hamiltonovi�t triъgъlnik H = x[y2 − (x − 3)2]
i oscilatorъt na D�fing H = 1

2
y2 + 1

4
(x2 − 1)2. V pъrvi� sluqa�, poraж-

dawata funkci� pri kvadratiqni perturbacii e M3(h), t� ne e abelev
integral i udovletvor�va uravnenie na Fuks ot red 3, koeto e izvedeno v
rabotata. Vъv vtori� sluqa� nie dokazvame, qe Mk(h) e abelev integral
za vs�ka polinomna perturbaci� ot stepen n i za vs�ko k i � presm�tame.
S tova oprovergavame qast ot rezultatite v [A19]. Na bazata na polu-
qenite formuli za Mk(h) nie davame gorna granica v terminite na n, k
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za bro� na graniqnite cikli v (13), proizvedeni ot sъotvetni� perio-
diqen prъsten A. Sъwoto e napraveno za sluqaite na globalen centъr
H = 1

2
y2 + 1

4
(x2 + 1)2 i na ”skъseno mahalo” H = 1

2
y2 − 1

4
(x2 − 1)2.

Metod na obratnata zadaqa na razse�vane
i usto�qivost na b�gawi vъlni

V tozi razdel popadat statiite [1], [21], [25] i monografi�ta [4]. Otkri-
vaneto ot Gardner, Greene, Kruskal i Miura na metoda na obratnata zadaqa
na razse�vane za rexavane uravnenieto na Korteveg - de Friz e edno ot
na�-golemite otkriti� v matematiqeskata fizika prez 20-ti vek. Vъz-
nikna c�la nova oblast s desetki hil�di publikacii na fizici i mate-
matici. V monografi�ta [4] sa predstaveni viжdani�ta, pristrasti�ta
i rezultatite na avtorite po ta� obxirna tematika, kato e nablegna-
to na matematiqeskata strana na problema. V izdadenata v Instituta
po teoretiqna fizika ”L.D. Landau” kъm RAN Зnciklopedi� integriru-
emyh sistem (pod redakci�ta na A.B. Xabat), [4] e citirana zaedno s owe
92 knigi po temata, izdadeni prez poslednite 50 godini. Monografi�ta
sъdъrжa obxiren uvod za metoda na obratnata zadaqa, qetiri glavi i
spisъk ot literatura s 251 zaglavi�. Pъrvite tri glavi sa posveteni na
metoda na obratnata zadaqa, a qetvъrtata na usto�qivostta na b�gawi
vъlni. Za tazi monografi� avtorite poluqiha Akademiqnata nagrada na
BAN za matematiqeski nauki prez 1998.

Matematiqeskite osnovi za izsledvaneto na usto�qivostta na uedi-
neni vъlni za neline�ni uravneni� b�ha postaveni v statiite na T.B.
Benjamin [A20] i J.L. Bona [A21]. Vposledstvie, obwa abstraktna shema be
predloжena ot M. Grillakis, J. Shatah i W. Strauss v dvete qasti na [A22].
Podhod�wi�t kontekst za izsledvane e orbitalnata usto�qivost v met-
rikata, porodena ot prostranstvata na Sobolev H1(Rx), koeto garantira
usto�qivost na formata na vъlnata. Orbitata se sъstoi ot grupata na
translaciite, a v kompleksni� sluqa� kъm ne� se pribav� i grupata na
rotaciite.

V rabota [1] nie izsledvame usto�qivostta na sto�wata vъlna u(x, t) =
φ(x)eiωt za obw klas ot uravneni� na Xrьodinger

iut = −uxx + u[f(|u|2) + 2kh′(|u|2)(h(|u|2))xx],

u(x, 0) = u0(x), x ∈ R; 0 ≤ t < T ; k ∈ R.
(21)

Nie pokazvame, qe shemata ot [A22] moжe da se prisposobi i za takova
obwo uravnenie kato (21). Za vъlnite, koito zaedno s pъrvite si dve
proizvodni klon�t kъm nula pri |x| → ∞ e dokazano, qe sa orbitalno us-
to�qivi(neusto�qivi), kogato L2(Rx)-normata ||φ|| e rast�wa(namal�vawa)
funkci� na parametъra ω. Nie predlagame i udobna formula za presm�-
tane na ∂ω(||φ||2), ko�to prilagame kъm redica primeri s konkretni f, h za
opredel�ne na usto�qivite i neusto�qivi sluqai.
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V raboti [21], [25] se izsledva usto�qivostta na periodiqni b�gawi
vъlni. Tova e sravnitelno nova i nerazrabotena oblast. V [21] se izs-
ledvat periodiqnite vъlni ϕ(x − vt) za uravnenieto

ut + (a(u))x − uxxt =

(

b′(u)
u2

x

2
+ b(u)uxx

)

x

, x ∈ R, t > 0. (22)

Tova uravnenie sъdъrжa kato qasten sluqa� uravneni�ta CH (Camassa-
Holm) i BBM (Benjamin-Bona-Mahony). Za razlika ot sluqaite na uedinena
vъlna, kogato osnovna rol� v dokazatelstvata igrae spektralno razla-
gane, svъrzano sъs spektralnata zadaqa na Wurm-Liuvil s potencial,
klon�w kъm nula v bezkra�nost, v periodiqni� sluqa� se prilaga teo-
ri�ta na Floke za uravnenieto na Hil. Kato priloжenie na razvitata
v pъrvata qast na rabota [21] teori�, sa dokazani pet rezultata za us-
to�qivost na razliqni qastni sluqai v (22), kogato periodiqnata vъlna
ima proizvolno fiksiran osnoven period T i ne oscilira okolo nulata.
V rabotata za pъrvi pъt v literaturata e demonstrirana vaжnata rol�,
ko�to igra�t svo�stvata na abelevite integrali (osnoven element na iz-
loжenieto v pъrvata qast na to� tekst) pri izsledvane na usto�qivostta
v periodiqni� sluqa�.

V poslednata rabota ot spisъka [25] se izsledva usto�qivostta na pe-
riodiqnoto rexenie

u = ϕ(x, t) = eiω(x+(3a+ω2)t)r(x + (a + 3ω2)t), a, ω ∈ R

na kompleksnoto modificirano uravnenie na Korteveg - de Friz CMKdV

ut + 6|u|2ux + uxxx = 0, x ∈ R, t > 0. (23)

Da definirame (psevdo)metrikata

d(u, ϕ) = inf
(η,ξ)

||u(x, t) − eiωηϕ(x − ξ, t)||1.

Osnovni�t rezultat v rabota [25] e:

Teorema 21. Neka r 6= 0. Togava za vs�ko ε > 0 sъwestvuva δ > 0, taka qe
ako u(x, t) e rexenie na (23) i d(u, ϕ)|t=0 < δ, to d(u, ϕ) < ε ∀t ∈ [0,∞).

Dokazatelstvoto sledva sobstvena shema i ne izpolzva fakti ili idei ot
[A22]. Blagodar� za vnimanieto i tъrpenieto vi.
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