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Увод

Нека първо да припомним, че крайното разширение K/k наричаме нормално

(или разширение на Галоа), ако k е неподвижно подполе на някоя група G ≤ Aut(K).

Групата G се нарича група на Галоа на разширението K/k, която ще означаваме с

Gal(K/k).

Тази дефиниция включва изискването за сепарабелност, тъй като едно разши-

рение K/k е нормално тогава и само тогава, когато е поле на разлагане на някакъв

сепарабелен полином p(x) ∈ k[x] (виж [МЗ, Гл. V, Теорема 5]). Ние ще използва-

ме предимно термина ”разширение на Галоа”, тъй като много автори дефинират

нормално разширение като поле на разлагане на полином, който не е непременно

сепарабелен, а разширение на Галоа като нормално и сепарабелно разширение.

Нека G е крайна група, и нека K е поле. Обратната задача в теорията на

Галоа се състои от две части:

I Съществуване. Да се определи дали съществува разширение на Галоа M/K та-

кова, че групата на Галоа Gal(M/K) е изоморфна на G.

II Явна конструкция. Ако G се реализира като група на Галоа над K, да се кон-

струират в явен вид разширения на Галоа или полиноми над K, притежаващи

G като група на Галоа.

Класическата обратна задача в теорията на Галоа е всъщност частта за същест-

вуване за полетоK = Q на рационалните числа. Въпросът дали всички крайни групи

могат да се реализират над Q е един от най-предизвикателните проблеми в матема-

тиката, който все още не е решен. В тази връзка, съществува една интересна версия

на обратната задача, която касае регулярните разширения: Нека t = (t1, t2, . . . , tn)

са независими променливи. Крайното разширение на ГалоаM/Q(t) тогава се нарича

регулярно, ако Q е относително алгебрично затворено вM, т.е. всеки елемент вM\Q
е трансцедентен над Q.
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Регулярната обратна задача се състои в следното: Дали всяка крайна група

се реализира като група на Галоа на регулярно разширение на Q(t)? Когато имаме

регулярно разширение на ГалоаM/Q(t), според теоремата на Хилберт за неразложи-

мостта слева, че съществува ’специализирано’ разширение M/Q със същата група

на Галоа. Нещо повече, такива специализирани разширения M/K съществуват за

всяко Хилбертово поле с характеристика 0.

Изброените по-горе обратни задачи са получили положителен отговор в някои

частни случаи, например:

1. Ако K = C(t), където t е променлива, всяка крайна група G се реализира като

група на Галоа над K. Това следва принципно от теоремата за съществува-

не на Риман. По-общо, абсолютната група на Галоа на функционалното поле

K(t) е свободна про-крайна група с безброй пораждащи, когато K е алгебрично

затворено, виж [Har].

2. Ако K = Fq е крайно поле, групата на Галоа на всеки полином над K е цик-

лична.

3. Ако K е p-адично поле, всеки полином над K е разрешим.

Има няколко монографии, адресиращи споменатите обратни задачи, които съ-

държат обширен обзор, виж например [MM2, Vö, Se4, JLY]. Преди да изложим це-

лите на нашата дисертация, ще дадем кратък исторически преглед на най-важните

резултати в областта на класическата обратна задача, постигнати до момента (виж

също така [MZ5]).

В началото на 19 век е получен следният резултат, чието доказателство може

да бъде намерено в повечето книги посветени на теорията на полета от класове:

Теорема 0.0.1. (Кронекер-Вебер) Всяка крайна абелова група G се явява група на

Галоа над Q. Нещо повече, G може да се реализира като група на Галоа на подполе на

циклотомното поле Q(ζ), където ζ е n-ти корен на единицата за някое естествено

число n.

Първото систематично изучаване на обратната задача в теорията на Галоа е

започнато от Хилберт през 1892. Той използва своята теорема за неразложимост за

да докаже следния резултат:
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Теорема 0.0.2. За всяко n ≥ 1, симетричната група Sn и алтернативната група

An се явяват групи на Галоа над Q.

Първите явни примери на полиноми притежаващи алтернативната група An

като група на Галоа се дават от Шур [Schur] през 1930 г. През 1916 г., Еми Ньотер

[No] повдига следния въпрос:

НЬОТЕРОВАТА ЗАДАЧА. Нека M = Q(t1, . . . , tn) е полето от рационални

функции на n променливи. Симетричната група Sn от ред n действа върху M

чрез пермутиране на променливите. Нека G е транзитивна подгрупа на Sn, и нека

K = MG е подполето на G-неподвижните рационални функции на M . Дали K

е рационално разширение на Q? Т.е., дали K е изоморфно на поле от рационални

функции над Q?

Ако ньотеровата задача има положителен отговор, то G може да се реализира

като група на Галоа над Q, и даже над всяко хилбертово поле с характеристика 0.

По подобие на обратната задача, можем да обобщим и ньотеровата задача над про-

изволно поле k. Тогава, ако ньотеровата задача има положителен отговор за дадена

група, може да се построи семейство от параметрични разширения над k (или ек-

вивалентно, да се построят пораждащи параметрични полиноми), които реализират

G по такъв начин, че при произволен набор на параметрите винаги да получаваме

G-разширения.

Следващата важна стъпка е направена през 1937 г. от А. Шолц и Х. Райхард

[Scho, Re], които доказват следната теорема за съществуване:

Теорема 0.0.3. За произволно нечетно просто число p, всяка крайна p-група се

реализира като група на Галоа над Q.

Все още не е известно дали съществува регулярно разширение на Галоа над

Q(t), което има група на Гаола G за произволна p-група G.

Финалната стъпка относно разрешимите групи е направена от Шафаревич

[Sha], макар и с грешка в случая на простото число 2. В бележките приложени към

неговият сборник от статии стр. 752, Шафаревич скицира метод за корекция на сво-

ето доказателство. Подробно и вярно доказателство читателят може да намери в

книката на Нойкирх, Шмид и Винберг [NSW, Chapter IX].

Теорема 0.0.4. (Шафаревич) Всяка разрешима група е група на Галоа над Q.
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Измежду крайните прости групи, проективните групи PSL(2, p) за някои нечет-

ни прости числа p са първите реализирани като групи на Галоа. Съществуването е

доказано от Ших през 1974, а по-късно са конструирани полиноми от Мале и Мацат:

Теорема 0.0.5. (Ших [Shi]) Нека p е нечетно просто число такова, че някое от

числата 2, 3 или 7 е квадратичен неостатък по модул p. Тогава PSL(2, p) се явява

група на Галоа над Q.

Теорема 0.0.6. (Мале и Мацат [MM1]) Нека p е нечетно просто число такова, че

p 6≡ ±1 (mod 24). Тогава могат да бъдат конструирани явни семейства от полино-

ми над Q(t) с група на Галоа PSL(2, p).

Измежду 26-те спорадични прости групи, всички, с изключение евентуално на

една, а именно групата на Матьо M23, са реализирани като групи на Галоа над Q от

Мацат и неговите сътрудници.

Групата на Фишер-Грийз M , известна като ”чудовището” е най-голямата спо-

радична проста група. Нейният ред е

246 · 320 · 59 · 76 · 112 · 133 · 17 · 19 · 23 · 29 · 31 · 41 · 47 · 59 · 71.

През 1984, Томпсън успява да докаже следната теорема за съществуване.

Теорема 0.0.7. (Томпъсн [Th]) Групата ”чудовище” е група на Галоа над Q.

По-късно, няколко семейства от прости линейни групи са реализирани като

групи на Галоа над Q (виж [MM2]).

Трябва да отбележим, че всички тези резултати за реализирането на прости

групи са постигнати с метода на ригидност и теоремата на Хилберт за неразложи-

мостта. Подробно изложение на този подход може да се намери например в книгите

[MM2, Se4].

Напоследък бяха разработени множество изчислителни методи, подпомогнати

от компютър, даващи групите на Галоа на полиноми над Q. Някои от тези резултати

са публикувани в специалния брой ”Algorithmic methods in Galois Theory” на списа-

нието ”Journal of Symbolic Computation”, Volume 30, Issue 6 (Dec. 2000). В този брой

се намира статията [KM1], където Клунерс и Мале показват, че всяка транзитивна

група от степен по-малка или равна на 15 се реализира като група на Галоа над Q. В
друга статия от същите автори [KM2] е анонсирана база с данни за числови полета.
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Тя обхваща около 100 000 полиноми, пораждащи различни числови полета над ра-

ционалните числа от степен до 15-та. Базата с данни съдържа полиноми за всички

транзитивни пермутационни групи и е достъпна чрез компютърната алгебра "Kant".

В същата статия е публикувано доказателството на един забележителен резултат на

Сер, който твърди, че ако всяка крайна група се реализира като група на Галоа над

Q, то тогава е възможно те да се реализират вътре в R.

Ще продължим нашия обзор с резултати, касаещи обобщението на класическата

обратна задача над произволно поле k. В този случай се появяват допълнителни

условия, които трябва да се изследват индивидуално за всяка група. Така например,

цикличната група от ред 2 се реализира над поле k с характеристика различна от

2 тогава и само тогава, когато k не е квадратично затворено (т.е. съществува a ∈ k
такова, че

√
a /∈ k). Цикличната група от ред 4 е добре известно, че се реализира

над k тогава и само тогава, когато съществува елемент от k, който е сума на два

квадрата, но не е квадрат.

Ако групата G притежава нормална подгрупа A, тогава реализирането на фак-

торгрупата F = G/A като група на Галоа над k се явява необходимо условие за

реализирането на групата G над k. По този начин възниква и следващото обобщение

на обратната задача – задачата за вложимост на полета.

Нека K/k е разширение на Галоа с група на Галоа F и нека α е епиморфизъм

на G върху F . Да решим задачата за вложимост (K/k,G, α) означава да покажем,

че съществува поле L, съдържащо K и нормално над k, така че групата на Галоа на

разширението L/k да е изоморфна на G и за всеки елемент g ∈ G ограничението му

върху K да съвпада с α(g). Да означим с A ядрото на хомоморфизма α. Ще казваме,

че A е ядро на задачата за вложимост, която ще бележим още с (K/k,G,A).

Яковлев [Як, ИЛФ] предлага един кохомологичен подход, който е доразвит от

нас в [MZ1], където намираме връзката между препятствията на първоначалната

задача и съпътстващите задачи от първи и втори тип. Препятствията представляват

определени елементи в кохомологичните групи H1(∗, ∗) и H2(∗, ∗). Тяхното ”разпада-

не” (т.е. тривиалност като кохомологични класове) се явява необходимо и достатъчно

условие за разрешимост на задачата за вложимост. Това дава въможност да се до-

кажат някои нови резултати и да се дадат кратки доказателства на известни факти,

като теоремите на Кохендорфер например, според които всяка задача за вложимост

може да се сведе към еквивалентнта на нея задача за вложимост, касаеща p-групи.
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Това обуславя важността на изследването на реализирането на p-групите като групи

на Галоа.

Резултатите относно реализирането на групите от редове 4 и 8 се срещат в го-

лям брой стари публикации и затова често се наричат ”математически фолклор” от

съвременните автори. Първият по-значим напредък при реализирането на групите

от ред 16 като групи на Галоа е осъществен през 90-те години на 20-ти век в работите

на Киминг [Ki] и Ледет [Le1]. Киминг използва явни кохомологични пресмятания за

да намери необходими и достатъчни условия за реализирането на някои от групите

от ред 16. Неговите резултати, обаче дават прекалено сложни за практически це-

ли условия. Ледет получава по-елегентни кохомологичните критерии, които правят

възможно разлагането на препятствията като произведения на кватернионни алгеб-

ри в групата на Брауер Br(k). Този подход е използван и от нас в публикациите

[Mi8, Mi10, MZ4], а също и в докторската дисертация [Ми].

Теорията на квадратичните форми играе важна роля при конструирането на

разширенията на Галоа - виж например [GSS, Le3], където са построени семейства

от параметрични разширения на Галоа, които реализират всички неабелови групи от

ред 16 с изключение на кватернионната група Q16. Известно е, че ньотеровата задача

има отрицателен отговор за тази група над някои полета, така че не е възможно да се

даде параметрично описание на Q16 разширенията над произволно поле k. В нашата

работа [Mi9] правим описание на Q16 разширенията в три частни случая.

Следващата крачка в изследването на реализирането на 2-групи е намирането

на препятствията на групите от ред 32. Някои от тези групи са разгледани в статиите

[Le2, Sm, ST]. Първото пълно описание на препятствията на всички неабелови групи

от ред 32 е направено от нас в [Mi7]. По-късно се появи статията на Грундман и Смит

[GS1], където се използат резултатите от [Mi7].

Ледет предлага в [Le2] един кохомологичен метод, който прави възможно прес-

мятането на препятствия на задачи за вложимост с ядро от ред 4, които съответстват

на кватернионната, диедралната и квазидиедралната (известна още като полудиед-

ралната) групи от ред 32. Ние доразвиваме неговите идеи в статиите [Mi1, Mi2],

където пресмятаме препятствията на някои задачи за вложимост, съответстващи на

четирите неабелови групи от ред 2n имащи циклична подгрупа с индекс 2 за произ-

волно n ≥ 4. Това е извършено при определено предположение за принадлежност на

корените на единицата.
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С помощта на множество теоретични методи - изображения на рестрикция

и корестрикция, ортогонални представяния на групи, алгебри на Клифорд (виж

[Se3, Fr, Le4] за съответните дефиниции) и др., ние успяхме да намерим препятс-

твията за реализирането на някои от най-често използваните неабелови 2-групи. В

[Mi4] сме пресметнали препятствията и разширенията на Галоа, реализиращи моду-

лярната 2-група и някои нейни сродни групи над произволни полета, без ограниче-

ния за корените на единицата. В статиите [Mi5] и [Mi12] сме намерили необходими и

достатъчни условия за реализирането на всички неабелови групи от ред 2n, имащи

циклична подгрупа с индекс 4 над полета съдържащи корен на единицата от степен

2n−2 за произволно n ≥ 4.

Що се отнася до реализирането на p-групи като групи на Галоа за p-нечетно

просто число, известните резултати са оскъдни. Статиите [Br, Sw, MS2, MSS2, Wa]

съдържат, може би, най-същественото, постиганто в тази насока от различни мате-

матици. Ние сме изследвали някои популярни p-групи, които не са изследвани до

този момент – четири неабелови групи от ред p4, модулярната p-група и някои ней-

ни сродни групи. Резултатите, постигнати от нас в тази област са публикувани в

[Mi3, Mi4].

Настоящата дисертация е организирана както следва. В глава 1 е изложен ко-

хомологичния подход при изследването на задачата за вложимост с абелово ядро,

който е въведен в работите [Як, Ба] и [ИЛФ, Глава 3]. Получени са нови резултати,

които развиват задълбочено този подход и правят възможно пресмятането на не-

обходими и достатъчни условия за разрешимост на задачи за вложимост за редица

крайни групи. Намерена е връзката между препятствията за разрешимост на дадена

задача за вложимост с абелово ядро и съответните препятствия за съпътстващите

и́ задачи. Доказани са нови теоретични критерии, които редуцират решаването на

задачи за вложимост със специфично абелово или циклично ядро към решаването

на техни съпътстващи задачи.

Глава 2 е посветена на теоретични кохомологични критерии за задачата за вло-

жимост с циклично ядро от прост ред. Тези критерии позволяват прецизното прес-

мятане на препятствията на редица задачи за вложимост касаещи p-групи. Един от

изложените методи за получаване на такива критерии използва хомоморфизма на

квадратичната корестрикция и свързаните с него свойства на кохомологиите на Га-

лоа. В параграфи 2.4, 2.5 и 2.6 използваме един съвременен и бързо развиващ се
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подход към задачата за вложимост - теорията на ортогоналните представяния на

крайни групи. Считаме, че получените от нас резултати в тези параграфи са особено

съществени и потенциално приложими в други области на математиката, използва-

щи алгебри и групи на Клифорд, както и производните им групи Pin и Spin.

Глава 3 съдържа резултати, касаещи реализирането на групите от ред 2n при

n ≤ 5. Описани са три вида кватернионни разширения от ред 16 при определени

условия. Параграф 3.2 е посветен на реализирането на групите от ред 32 като групи

на Галоа.

В глава 4 пресмятаме препятствията за реализирането на редица p-групи. Да-

ваме също така описание на разширенията на Галоа, които реализират тези групи.

В параграф 4.1 разглеждаме неабеловите групи от ред p3, в параграф 4.2 се спираме

на четири неабелови групи от ред p4. Най-важните резултати са изложени в параг-

раф 4.3, където задълбочено изследваме модулярната p-група, както и някои нейни

производни групи.

В глава 5 пресмятаме препятствията на задачите за вложимост с циклично яд-

ро от ред 2n за неабеловите групи от ред 2n+3 (n ≥ 1), имащи циклична подгрупа с

индекс 2, при условие, че за някой примитивен 2n-ти корен на единицата ζ, елемен-

тите ζ + ζ−1 и i(ζ − ζ−1) едновременно се съдържат в основното поле k. В параграф

5.4 даваме явно описание на разширенията на Галоа, които реализират модулярната

група от ред от ред 2n+3 при предположението, че примитивен корен на единицата

от степен 2n+2 се съдържа в квадратично разширение на основното поле.

В глава 6 намираме необходими и достатъчни условия за реализирането на

всички неабелови групи от ред 2n, имащи циклична подгрупа с индекс 4 над полета

съдържащи корен на единицата от степен 2n−2 за произволно n ≥ 4. В параграф 6.3

показваме, че разпадането на препятствията на задачите за вложимост, съответст-

ващи на някои от тези групи води до положителен отговор на ньотеровата задача.
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Глава 1
Задачата за вложимост на полета с
абелово ядро

В тази глава ще изложим кохомологичния подход при изследването на задачата

за вложимост с абелово ядро, който е въведен в работите [Як, Ба] и [ИЛФ, Глава

3]. Получени са нови резултати, които развиват задълбочено този подход и правят

възможно пресмятането на необходими и достатъчни условия за разрешимост на за-

дачи за вложимост за редица крайни групи. В параграфи 1.3 и 1.4 намираме връзката

между препятствията за разрешимост на дадена задача за вложимост с абелово ядро

и съответните препятствия за съпътстващите и́ задачи. В параграф 1.5 получаваме

някои общи критерии, които доказват достатъчността на условието за съгласуваност

за решаване на специфични задачи за вложимост. В параграф 1.6 излагаме още кри-

терии, които редуцират решаването на задачи за вложимост с циклично 2-ядро към

решаването на техни съпътстващи задачи. Резултатите от тази глава са публикувани

в работите [Mi1, Mi2, Mi12, MZ1, MZ2, MZ3].

1.1 Постановка на задачата за вложимост

Нека K/k е разширение на Галоа с група на Галоа F и нека α е епиморфизъм

на G върху F . Да решим задачата за вложимост (K/k,G, α) означава да покажем,

че съществува поле L, съдържащо K и нормално над k, така че групата на Галоа на

разширението L/k да е изоморфна на G и за всеки елемент g ∈ G ограничението му

върху K да съвпада с α(g). Да означим с A ядрото на хомоморфизма α. Ще казваме,

че A е ядро на задачата за вложимост, която ще бележим още с (K/k,G,A).

Оказва се, че ако “отслабим“ изискването решението L да е нормално над k и

позволим L да е алгебра на Галоа, ние можем да подходим към задачата за вложи-
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мост от гледна точка на кохомологичната алгебра.

Определение 1.1.1. Всяка асоциативна и комутативна крайно-мерна сепарабелна

алгебра A над полето k наричаме S-алгебра.

Известно е, че всяка S-алгебра е изоморфна на директна сума на сепарабелни

разширения на полето k.

Определение 1.1.2. Една S-алгебра A над полето k наричаме алгебра на Галоа с

група G, ако съществува хомоморфизъм на G в групата от автоморфизми на A над

k и ако A притежава G-нормален базис над k.

Всяко нормално разширение се явява алгебра на Галоа, тъй като то притежава

нормален базис.

За да подчертаем, че допускаме алгебри на Галоа за решение на задачата за

вложимост, ще говорим за слаба разрешимост на задачата. Съответно, ако допускаме

само разширения на Галоа ще говорим за подходяща разрешимост.

Един добре известен критерий за разрешимост се получава, като използваме

групата на Галоа Ωk на сепарабелната обвивка k над k.

Теорема 1.1.3. ([ИЛФ, Теорема 1.15.1]) Задачата за вложимост (K/k,G,A) е сла-

бо разрешима тогава и само тогава, когато съществува хомоморфизъм δ : Ωk → G,

такъв че диаграмата

G F

Ωk

........................................................................................ ............α

.....................................................................................
...
.........
...

ϕ

.............
.............

.............
.............

......................
...
............

δ

е комутативна, където ϕ е естественият епиморфизъм. Задачата за вложимост

е подходящо разрешима тогава и само тогава, когато измежду хомоморфизмите

Ωk → G, за които горната диаграма е комутативна, съществува епиморфизъм.
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1.2 Задачата за вложимост с абелово ядро

В този параграф ще изложим кохмологичния подход при изследването на за-

дачата за вложимост с абелово ядро, който е описан в работите [Як, Ба] и [ИЛФ,

Глава 3].

Нека (K/k,G,A) е задача за вложимост с абелово ядро A, свързана с точната

редица

(1.1) 1 - A - G - F - 1,

където F = Gal (K/k) и K съдържа примитивен корен на единицата от степен равна

на периода на A.

Нека k е алгебричната сепарабелна обвивка на полето k с група на Галоа прок-

райната група F . Тъй катоK ⊂ k иK е нормално разширение на k, то имаме точната

редица

(1.2) 1 - R - F - F - 1.

Определен е хомоморфизмът на инфлация

λ : H2(F,A)→ H2(F ,A).

Точната редица (1.1) определя кохомологичния клас c ∈ H2(F,A). Нека c = λc,

където c и c са свързани с комутативната диаграма

1 - A - G - F - 1

||
1 - A - G

?
- F
?

- 1,

където G е директно произведение на G и F с обединена фактор-група F , т.е. G =

G ∗F F . В сила е

Теорема 1.2.1. ([Ба],[ИЛФ, Теорема 3.13.2]) Задачата (K/k,G,A) е слабо разреши-

ма тогава и само тогава, когато c = 0.

Известно е (виж например [ИЛФ, §3.13]), че при решаване на задачи за вло-

жимост възникват две “препятствия“ – това са определени елементи от H2, чиято

тривиалност води до решение на задачата за вложимост (K/k, G, A).

15



Тъй като полетоK съдържа примитивен корен на единицата от степен равна на

периода на A, то е определена групата на характерите на A в K∗, която означаваме с

Â = Hom (A,K∗). Групата A става F -модул като дефинираме действието aρ = ρ−1aρ

(ρ е про-образ на ρ ∈ F в G). Съответно, групата Â може да се разглежда като

F -модул по правилото: χρ(a) = χ(aρ)ρ
−1 , за χ ∈ Â, a ∈ A, ρ ∈ F .

Нека Z[Â] е груповият пръстен на Â с пораждащи елементи eχ. Използвайки

правилото eρχ = eχρ , груповият пръстен Z[Â] се превръща в F -модул.

Имаме следната точна редица от F -модули

(1.3) 0 - V - Z[Â] - Â - 0,

където епиморфизмът Z[Â]→ Â се задава така:
∑

i kieχi 7→
∏

i χ
ki
i .

Забележка 1.2.2. В [ИЛФ] всички модули на (1.3) са записани мултипликативно.

Ние записваме модула Z[Â] адитивно, а модула Â – мултипликативно. Използваме

това малко нестандартно означение в нашата работа с цел по-добра четливост на

формулите, които ще получим по-нататък.

Чрез естественият епиморфизъм F → F всички F -модули можем да разглеж-

даме като F -модули. Нека k∗ е мултипликативната група на k. Точната редица (1.3)

поражда точната редица

(1.4) 0 - A ∼= Hom (Â, k
∗
) - Hom (Z[Â], k

∗
) - Hom (V, k

∗
) - 0.

Тъй като H1(F,Hom (Z[Â], k
∗
) = 0 (виж [ИЛФ, §3.13.3]), то (1.4) поражда точната

редица

(1.5) 0 - H1(F ,Hom (V, k
∗
))

β- H2(F,A)
γ- H2(F ,Hom (Z[Â], k

∗
).

Ние наричаме елемента η = γc първо препятствие за разрешимост на задачата

(K/k,G,A). Разпадането му (т.е. η = 0) е необходимо условие за разрешимостта

на задачата. Може да се покаже, че това всъщност е друга форма на известното

условие за съгласуваност на Д. К. Фадеев и Х. Хасе (виж [ИЛФ, Глава 2] за различни

дефиниции на това условие и [ИЛФ, §3.13.3] за доказателството на този факт). Ако

η = γc = 0, то от точната редица (1.5) следва, че съществува единствен елемент

ξ ∈ H1(F ,Hom (V, k
∗
)), така че c = βξ.

Елементът ξ наричаме второ препятствие за разрешимостта на задачата (K/k,

G, A). Тогава задача е разрешима само ако ξ = 0, при условие, че η = 0.
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Като приложим теоремата на Хохшилд-Сер за инфлацията на кохомологиите,

получаваме точната редица

(1.6) 0 - H1(F,Hom (V,K∗)) - H1(F ,Hom (V, k
∗
)) - H1(R,Hom (V, k

∗
)).

От [ИЛФ, §3.13.3] е известно, че H1(R,Hom (V, k
∗
)) = 0. Тогава от (1.6) следва,

че

H1(F ,Hom (V, k
∗
)) ∼= H1(F,Hom (V,K∗)).

От друга страна, според [ИЛФ, 3, Теорема 13.3.3] съществува единствен изо-

морфизъм измежду групите H1(F,Hom (V,K∗)) и Ext1
F (V,K∗). Така получаваме изо-

морфизмът

H1(F ,Hom (V, k
∗
)) ∼= Ext1

F (V,K∗).

От точната редица (1.3) получаваме следната точна редица за функтора Ext:

Ext1
F (Z[Â], K∗) - Ext1

F (V,K∗)
δ- Ext2

F (Â,K∗),

където Ext1
F (Z[Â], K∗) ∼= H1(F,Hom (Z[Â], K∗)) = 0. Следователно, хомоморфизмът

δ е инективен и затова можем да считаме, че ξ ∈ Ext2
F (Â,K∗).

Второто препятствие, обаче е много трудно да се пресметне. По тази причина

задачите за вложимост, за които H1(F,Hom(V, k
∗
)) = 0 са от особен интерес. Изяс-

няването на структурата на модула V е от критично значение за откриването на

такива задачи.

Сега ще продължим с описание на свободната абелова група V . В [ИЛФ, §3.11,

стр. 84] погрешно се твърди, че V е породена като свободна абелова група от елемен-

тите eχ+eχ−1 . Точната редица (1.3) всъщност е свободната резолюция на Â. Модулът

V се явява подгрупата на Z[Â], породена от елементите на Z[Â], съответстващи на

левите страни от дефиниционните съотношения на Â. Тъй като групата Â е крайна,

ранга на V трябва да е равен на ранга на Z[Â]. Означаваме с U подмодулът на V

породен от елементите eχ + eχ−1 . Означаваме с n редът на A, който съвпада с ранга

на Z[Â]. Можем да запишем n = 1 + s+ t, където s ≥ 0 е броят на елементите от ред

2 в Â, и t ≥ 0 е броят на елементите от ред > 2 в Â. Тогава рангът на U е 1 + s+ t/2

което е по-малко от n, когато Â не е елементарната абелова 2-група.

Нещо повече, всеки елемент от вида eχ1
+ eχ2

− eχ1χ2
∈ V не е в 〈U, e1〉 ако

χ1, χ2 6= 1, χ2 6= χ−1
1 . Да допуснем противното. Тогава

eχ1
+ eχ2

− eχ1χ2
= α1(eχ1

+ eχ−1
1

) + α2(eχ2
+ eχ−1

2
) + α3(eχ1χ2

+ e(χ1χ2)−1),
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за някои αi ∈ Z. Ако χ1χ2 6= χ−1
1 и χ1χ2 6= χ−1

2 , трябва да са в сила и двете равенства

α1 = 0 и α1 = 1, което е противоречие. Ако χ1χ2 = χ−1
1 , то α3 = 0, α1 = 1 и α1 = −1,

което отново е противоречие.

Сега ще изложим един метод за намиране на Z-базис на V .

Лема 1.2.3. ([Mi12, Lemma 2.2]) Нека n = |A|. Тогава съществдува Z-базис v1, . . . , vn

на V , за който всяко vi е от вида eψ + eϕ − eψϕ за някои ψ, ϕ ∈ Â.
Доказателство: Можем да запишем Â като директно произведение на цик-

лични подгрупи: Â = 〈χ1〉 × 〈χ2〉 × · · · × 〈χs〉 за някое s ≥ 1. Нека |χi | = ki за

i = 1, . . . , s.

Стъпка I. Дефинираме

v1 = e1, v2 = eχ1
+ eχ1

− eχ2
1
, v3 = eχ1

+ eχ2
1
− eχ3

1
, . . . , vk1 = eχ1

+ e
χ
k1−1
1
− e1.

Да допуснем, че α1v1 + α2v2 + · · · + αk1vk1 = 0 за някои αi ∈ Z. Сравнявайки
коефициентите на тази линейна комбинация, получаваме, че α1 = αk1 и α2 = α3 =

· · · = αk1 . Следователно, α1k1eχ1 = 0, значи αi = 0 за всяко i.

Стъпка II. Дефинираме

vk1+i = eχ2
+ eχi2 − eχi+1

2
,

vk1+(k2−1)+i = eχ1
+ eχi2 − eχ1χ

i
2
,

vk1+(2k2−2)+i = eχ2
1

+ eχi2 − eχ2
1χ
i
2
,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
vk1+(k1−1)(k2−1)+i = e

χ
k1−1
1

+ eχi2 − eχk1−1
1 χi2

,

където i = 1, 2, . . . , k2 − 1. Аналогично на стъпка I, не е трудно да се провери, че

така зададените вектори v1, . . . , vk1k2 са независими над Z.
Стъпка III. Можем да дефинираме елементите vk1k2+1, . . . , vk1k2k3 , следвайки

същия метод, както в стъпка II. Това е въпрос единствено на тромаво индексиране,

така че ще пропуснем явните формули. Ще отбележим само, че тези елементи са от

следните два вида: eχ3
+ eχi3 − eχi+1

3
и eχi1χ

j
2

+ eχl3 − eχi1χj2χl3 за i = 1, 2, . . . , k1 − 1; j =

1, 2, . . . , k2 − 1; l = 1, 2, . . . , k3 − 1.

Можем да продължим по същия начин с останалите n−3 стъпки, получавайки

накрая елементи v1, . . . , vn които са Z-независими. Остава само да се покаже, че тези

елементи наистина пораждат V като свободна абелова група.
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Нека V1 е подгрупата на V , породена от елементите v1, . . . , vn. Да отбележим,

че за произволно χ ∈ Â имаме χ =
∏r

i=1 χ
αi
i за някои r ≤ s и αr 6= 0. Според

дефинициите на елементите vi получаваме, че

(1.7) eχ ≡ eQr−1
i=1 χ

αi
i

+ eχαrr ≡
r∑
i=1

eχαii ≡
r∑
i=1

αieχi (mod V1).

Сега, за произволно v ∈ V имаме v ≡ ∑s
i=1 βieχi (mod V1), където

∏s
i=1 χ

βi
i = 1.

Отново от (1.7) следва, че v ≡ ∑i eχβii
≡ eQ

i χ
βi
i
≡ e1 ≡ 0 (mod V1). Оттук V = V1 и

доказателството е завършено.
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1.3 Съпътстващи задачи от първи тип

Нека ϕ : A → A1 е F -хомоморфизъм. Тогава ϕ индуцира комутативната диаг-

рама

1 - A - G
α- F = Gal(K/k) - 1

1 - A1

ϕ
?

- G1

ψ
?

α- F

id
?
= Gal(K/k) - 1

за някой хомоморфизъм ψ : G→ G1.

Означаваме с c ∈ H2(F,A) кохомологичният клас, който съответства на първата

редица и съответно с c1 ∈ H2(F,A1) – кохомологичният клас, който съответства на

втората редица от комутативната диаграма. Очевидно c1 е образ на 2-коцикъла c при

индуцирания хомоморфизъм ϕ∗ : H2(F,A)→ H2(F,A1).

В сила е следната комутативна диаграма

H2(F,A)
λ- H2(F,A)

(1.8)

H2(F,A1)

ϕ∗
?

λ1- H2(F,A1).

ϕ
?

От диаграмата (1.8) следва

c1 = λ1c1 = λ1ϕ∗ c = ϕλc = ϕ c.

Съгласно Теорема 1.2.1 задачата (K/k,G,A) е разрешима, ако c = 0. Следователно,

ако c = 0, то c1 = 0. Получаваме, че ако задачата (K/k,G,A) е разрешима, то е

разрешима и задачата (K/k,G1, A1).

Забележка. Твърдението остава вярно и за неабелови групи A и A1.

Задачата (K/k,G1, A1) наричаме съпътстваща задача от първи тип за зада-

чата (K/k,G,A).

Хомоморфизмът ϕ : A→ A1 индуцира влагането

Â1 = Hom(A1, K
∗) - Â = Hom(A,K∗)
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от което получаваме следната комутативна диаграма

0 0 0

0 - V1

?
- Z[Â1]

?
- Â1

?
- 0

(1.9) 0 - V
?

- Z[Â]

?
- Â

?
- 0

0 - V/V1

?
- Z[Â]/Z[Â1]

?
- Â/Â1

?
- 0.

0
?

0
?

0
?

Тъй като Â1 ⊂ Â, модулите Z[Â]/Z[Â1] и V/V1 са свободни абелови групи. Тогава

имаме следната точна редица от F -модули:

0 - Hom(V/V1, k
∗
) - Hom(V, k

∗
)

µ- Hom(V1, k
∗
) - 0.

Изображенията ϕ : A → A1, µ : Hom(V, k
∗
) → Hom(V1, k

∗
) и ν : Hom(Z[Â], k

∗
) →

Hom(Z[Â1], k
∗
) индуцират комутативната диаграма с точни редове

0 - H1(F ,Hom(V, k
∗
))

β- H2(F,A)
γ- H2(F ,Hom(Z[Â], k

∗
))

(1.10)

0 - H1(F ,Hom(V1, k
∗
))

µ
?

β1- H2(F ,A1)

ϕ
?

γ1- H2(F,Hom(Z[Â1], k
∗
)).

ν
?

От диаграмата (1.10) получаваме следната теорема.

Теорема 1.3.1. ([MZ1, Theorem 4.2]) Нека η и ξ са съответно първото и второ-

то препятствие за задачата (K/k,G,A). Тогава vη и µξ са съответно първото и

второто препятствие за задачата (K/k,G1, A1).

Аналогично получаваме комутативна диаграма

0 - Ext1
F (V,K∗) - Ext2

F (Â,K∗)

(1.11)

0 - Ext1
F (V1, K

∗)

µ∗
?

- Ext2
F (Â1, K

∗),

ϕ∗?

където µ∗ и ϕ∗ са индуцирани изображения.
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Следствие 1.3.2. ([MZ1, Corollary 4.3]) Нека първото препятствие за задачата

(K/k,G,A) е тривиално, т.е. η = 0. Тогава ϕ∗ ξ е второто препятствие за задача-

та (K/k,G1, A1).
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1.4 Съпътстващи задачи от втори тип

Разглеждаме задачата (K/k,G,A) и нека F1 е подгрупа на F = Gal(K/k). Оз-

начаваме с G1 пълния прообраз на F1 при епиморфизма α : G → F , т.е. G1 =

α−1(F1). Нека k1 = KF1 , т.е. Gal(K/k1) = F1. По този начин получаваме задачата

(K/k1, G1, A), която наричаме съпътстваща задача от втори тип.

Имаме комутативната диаграма

1 - A - G1
- F1= Gal(K/k1) - 1

(1.12)

1 - A

id
?

- G

id
?

- F

id
?

= Gal(K/k) - 1.

Вертикалните изображения са влагания на подгрупи в групи. По този начин, вла-

гането на групата F1 в групата F индуцира хомоморфизма на рестрикция res :

H2(F,A) → H2(F1, A). Ако долният ред е кохомологичния цикъл c, то горния ред

е res c = c1. Означаваме с F1 групата на Галоа на разширението k/k1, т.е. F1 =

Gal(k/k1). Следната диаграма е комутативна

H2(F,A)
λ- H2(F,A)

(1.13)

H2(F1, A)

res
?

λ1- H2(F1, A).

res
?

Тогава c1 = λ1c1 = λ1res c = resλc = res c. Получаваме комутативна диаграма с точни

редове

0 - H1 (F,Hom(V, k
∗
))

β- H2 (F ,A)
γ- H2 (F,Hom(Z[Â], k

∗
))

(1.14)

0 - H1

res
?

(F1,Hom(V, k
∗
))

β1- H2

res
?

(F1, A)
γ1- H2

res
?

(F1,Hom(Z[Â], k
∗
)).

Вертикалните изображения са хомоморфизми на рестрикция (ограничение).

От (1.14) следва теорема аналогична на Теорема 1.3.1

Теорема 1.4.1. ([MZ1, Theorem 5.1]) Ако η и ξ са съответно първото и второ-

то препятствие за задачата (K/k,G,A), то res η и res ξ са съответно първото и

второто препятствие за задачата (K/k1, G1, A).

Съгласно първата теорема на Кохендорфер [ИЛФ, Теорема 3.5], задачата за

вложимост с абелово ядро може да се сведе до разглеждането на задачата за вложи-

мост с абелово p-ядро (p – просто число).
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Нека A е абелова p-група и нека F1 е силова p-подгрупа на F . Нека отново G1 е

пълният прообраз на F1 при епиморфизма α : G → F . Да означим m = |F | = prmp,

(p,mp) = 1 и |F1| = pr. Ще дадем едно кратко доказателство на известната втора

редукционна теорема на Кохендорфер, която е доказана и от Ф. К. Фадеев [ИЛФ,

Теорема 3.8].

Теорема 1.4.2. ([MZ1, Theorem 5.2]) Задачата (K/k,G,A) е разрешима тогава и

само тогава, когато е разрешима задачата (K/k1, G1, A).

Доказателство: Нека е разрешима съпътстващата задача от втори тип (K/k1,

G1, A). Тогава c1 = 0 и mpc = 0, тъй като F е прокрайна група и (F : F1) = mp (виж

[Se, I, §2.4, Prop. 9]).

Нека F2 е силова q-подгрупа на F , q 6= p. Аналогично G2 = α−1(F2) и имаме

груповото разширение

(1.15) 1 - A - G2
- F2

- 1,

което е разцепимо, т.е. c2 = 0, където c2 е кохомологичния клас, съответстващ на

(1.15) в H2(F2, A).

Тогава c2 = 0, където c2 е инфлацията на c2 в H2(F2, A). Получаваме, че рес-

трикцията (res) от c ∈ H2(F,A) в H2(Fi, A) е нула за всички силови pi-подгрупи Fi
на F . Това означава, че mpic = 0 за всички прости делители pi на m и следователно

c = 0, т.е. задачата (K/k,G,A) е разрешима.

Двете теореми на Кохендорфер позволяват задачата за вложимост с абелово

ядро да се сведе до задача за вложимост с p-групи.
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1.5 Брауеровата задача

Нека A = 〈a〉 е циклична група от ред n и ζ ∈ K е примитивен n-ти корен на

единицата. Тогава ζρ = ζkρ , където ρ ∈ F и kρ е естествено число по modn. Когато

aρ = ρ−1aρ = akρ (ρ е прообраз на ρ в G), то задачата (K/k,G,A) наричаме брауерова.

Като приложение на изложението в т.1 ще дадем едно кратко доказателство на

[ИЛФ, Теорема 3.1].

Теорема 1.5.1. ([MZ1, Theorem 3.1]) Ако за брауеровата задача е изпълнено усло-

вието за съгласуваност, то тя е разрешима.

Доказателство: Нека χ ∈ Â и χ(ρ) = ζ. Тогава χρ(a) = χ(aρ)ρ
−1

= χ(akρ)ρ
−1

=

ζkρ.kρ−1 = ζ. Следователно Â = 〈χ〉, Z[Â] и V са модули, на които F действа три-

виално. Групата Hom (V,K∗) е директно произведение на няколко множителя K∗ и

по теоремата на Шпайзер [Sp] е изпълнено H1(F,Hom(V,K∗)) = 0. Това означава,

че елементът ξ (второто препятствие) е нула. Но тъй като и първото препятствие се

анулира, то задачата е разрешима.

В доказателството на горната теорема отбелязахме, че Â е тривиален F -модул.

Това ни дава възможност да изкажем по-общата дефиниция на брауерова задача,

когато A е абелова група. Именно, задачата за вложимост (K/k,G,A) с абелово

ядро A наричаме брауерова, ако Â е тривиален F -модул.

Сега ще изложим едно обобщение на теорема 1.5.1, което ще играе важна роля

в глава 6.

Теорема 1.5.2. ([Mi12, Theorem 3.2]) Нека A е абелова група от ред n, нека полето

K съдържа примитивен n-ти корен на единицата, и нека m е цяло число такова,

че m2 ≡ 1 (mod n). Да предположим още, че (K/k,G,A) е задача за вложимост,

за която действието на F = G/A върху Â удовлетворява следното изискване: за

произволно ρ ∈ F имаме, че или χρ = χm за всяко χ ∈ Â, или χρ = χ за всяко

χ ∈ Â. Тогава условието за съгласуваност е необходимо и достатъчно за слабата

разрешимост на задачата за вложимост (K/k,G,A).

Доказателство: От точната редица (1.6) следва, че е достатачно да покажем,

че H1(F,Hom(V,K∗)) = 0.

Да изберем и фиксираме произволно ρ ∈ F такова, че χρ = χm за всяко χ ∈ Â.
Дефинираме U = {u ∈ V : uρ = u}. Очевидно, U е свободна абелова група и
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тривиален F -модул. Оттук получаваме, че групата Hom(U,K∗) е директно произве-

дение на няколко копия на K∗, така че според теоремата на Шпайзер [Sp] имаме

H1(F,Hom(U,K∗)) = 0.

Според лема 1.2.3, модулът V има Z-базис, който се състои от елементи от

вида eψ + eϕ − eψϕ за някои ψ, ϕ ∈ Â. Лесно може да се провери, че някои от тези

базисни елементи не са в U , значи U 6= V . Нека v ∈ V \U . Тъй като m2 ≡ 1 (mod n),

елементът v + vρ е в U . Следователно, vρ ≡ −v (mod U).

Да предположим сега, че αv ∈ U за някое α ∈ Z∗. Нека vρ = −v + u за някое

u ∈ U . Тъй като U е тривиален F -модул, получаваме (αv)ρ = −αv + αu = αv, значи

u = 2v. Оттук vρ = v, което е противоречие. Следователно, V/U ∼= ∑
Zv, където

v = v + U . Да отбележим, че дефинираният по-горе модул U не зависи от избора на

ρ ∈ F такова, че χρ = χm за всяко χ ∈ Â. По този начин получаваме, че за всяко

τ ∈ F имаме vτ ≡ ±v (mod U), откъдето (Zv)τ = Zv. Следователно, Hom(V/U,K∗) е

директно произведение на няколко копия на K∗, значи H1(F,Hom(V/U,K∗)) = 0.

Тъй като V/U е свободна абелова група, имаме, че V = (V/U)⊕U и Hom(V,K∗) =

Hom(V/U,K∗)⊕ Hom(U,K∗). Така получаваме точната редица

0 = H1(F,Hom(V/U,K∗)) −→ H1(F,Hom(V,K∗)) −→ H1(F,Hom(U,K∗)) = 0,

която очевидно ни дава H1(F,Hom(V,K∗)) = 0.

Естествено възниква въпросът дали е възможно още да се обобощи горната

теорема. Ако е дадено фиксирано цяло число m такова, че m 6≡ 1 (mod n) и m2 ≡ 1

(mod n), да разгледаме следното действие на F върху Â: за всяко ρ ∈ F имаме или

χρ = χm за всяко χ ∈ Â, или χρ = χl за всяко χ ∈ Â, където l е някое цяло число

такова, че l 6≡ 1 (mod n), l 6≡ m (mod n) и l2 ≡ 1 (mod n). При тези предположения,

обаче не можем да дефинираме подходящо F -тривиален подмодул U такъв, че vρ ≡
−v (mod U),∀ρ ∈ F, ∀v ∈ V . Нещо повече, в [ИЛФ, §3.14.3] е даден контра пример,

показващ, че една конкретна задача за вложимост с циклично ядро от ред 8 не е

разрешима. Там F е елементарната абелова група от ред 8 с пораждащи f1, f2 и f3,

които действат на пораждащия χ на Â така: χf1 = χ7, χf2 = χ5, χf3 = χ7.

Следствие 1.5.3. ([MZ1, Theorem 3.2]) Нека за абеловото ядро A имаме, че за

произволно χ ∈ Â и за произволно ρ ∈ F е в сила χρ = χ±1. Тогава условието за

съгласуваност е необходимо и достатъчно за слабата разрешимост на задачата

(K/k,G,A).
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Доказателство: Първо ще покажем, че за произволни характери χ1, χ2 ∈ Â
и за произволно ρ ∈ F е изпълнено:

χρ1 = χ1, χ
ρ
2 = χ2, (χ1χ2)ρ = χ1χ2 или χρ1 = χ−1

1 , χρ2 = χ−1
2 , (χ1χ2)ρ = χ−1

1 χ−1
2 .

Да допуснем, че χρ1 = χ−1
1 и χρ2 = χ2. Тогава имаме два случая. В първия случай

(χ1χ2)ρ = χ−1
1 χ2 = χ1χ2, откъдето χ2

1 = 1, т.е. χρ1 = χ−1
1 = χ1. Във втория случай

(χ1χ2)ρ = χ−1
1 χ2 = χ−1

1 χ−1
2 , откъдето χ2

2 = 1, т.е. χρ2 = χ2 = χ−1
2 . Това доказва

твърдението.

Да означим сега с U свободната абелова група породена от елементите eχ +

eχ−1 ∈ Â. Групата F действа на U тривиално, защото (eχ + eχ−1)ρ = eχ + eχ−1 , x ∈ Â,
ρ ∈ F . Тогава групата Hom(U,K∗) е директно произведение на няколко множителя

K∗ и от теоремата на Шпайзер следва, че H1(F,Hom(U,K∗)) = 0.

По-нататък eχ−1 = −eχ + eχ + eχ−1 , откъдето eρχ = eχρ ≡ ±eχ (mod U). Според

доказаното по-горе, за произволен пораждащ елемент v = eχ1
+eχ2

−eχ1χ2
на V имаме

vρ = eχρ1 + eχρ2 − e(χ1χ2)ρ ≡ ±v (mod U).

За да завършим доказателството, трябва само да приложим същите разсъждения,

както в теорема 1.5.2.

Следствие 1.5.4. ([ИЛФ, §3.4.1],[MZ1, Corollary 3.3]) Задачата за вложимост (K/k,

G,A) с циклично ядро от четвърти ред е разрешима тогава и само тогава, когато

е изпълнено условието за съгласуваност.

Доказателство: Групата на характерите Â също е циклична група от ред 4.

Нека Â = 〈χ〉. Тогава за всяко ρ ∈ F имаме χρ = χ±1, (χ2)ρ = χ2.

Сега ще изложим една от формите на условието за съгласуваност (виж [ИЛФ,

§3.3]). Нека (K/k,G,A) е произволна задача за вложимост с абелово ядро. Въвеж-

даме следните означения: Fχ = {ρ ∈ F : χρ = χ} – подгрупата на F , която действа

на даден характер χ ∈ Â тривиално; Bχ = Kerχ – ядрото на χ; Aχ = A/Bχ, Hχ =

π−1(Fχ), Gχ = Hχ/Bχ и Kχ – неподвижното подполе на Fχ. Може да се покаже, че Aχ
е циклична група изоморфна на групата от стойности на χ. Характерът χ е пораж-

дащ на групата на характерите на Aχ. Задачата (K/Kχ, Gχ, Aχ) очевидно е брауерова

с циклично ядро. Тогава условието за съгласуваност за задачата (K/k,G,A) е в сила
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тогава и само тогава, когато всички съпътстващи задачи (K/Kχ, Gχ, Aχ) свързани с

груповите разширения

(1.16) 1→ Aχ → Gχ
πχ→ Fχ → 1

са разрешими за всички характери χ ∈ Â.
Тъй като характерът χ индуцира хомоморфизъм χ : H2(Fχ, Aχ)→ H2(Fχ, K

∗),

условието за съгласуваност може да се изкаже и по следния начин: χ(cχ) = 1 за всяко

χ ∈ Â, където cχ е 2-кокласът на (1.16) в H2(Fχ, Aχ).

В действителност, не е нужно да разглеждаме всички тези задачи. Достатъчно

е да разгледаме задачите (K/Kχ, Gχ, Aχ), където χ пробягва множество от предста-

вители на класовете спрегнати елементи в групата Â, разглеждана като F -модул.

В частност, за задачата за вложимост с циклично p-ядро за някое просто число

p, е нужно само да се разгледат съпътстващите брауерови задачи от първи и втори

тип с най-голямо ядро и най-голяма подгрупа Fχ, понеже останалите брауерови за-

дачи са също така и техни съпътстващи задачи. Наистина, ако A е циклична p-група

и A1, A2 са фактор-групи на A такива, че редът на A1 е по-голям от реда на A2, то

съществува епиморфизъм ϕ : A1 → A2. Аналогично, ако F2 ≤ F1 са подгрупи на

F , то задачата съответстваща на някое групово разширение на F2 е съпътстваща от

втори тип на задачата, съответстваща на някое групово разширение на F1.

За брауеровата задача с циклично ядро всички характери са степени на дадено

χ, Fχ = F и Kχ = k, така че условието за съгласуваност придобива вида: χ(c) = 1,

където c е класът на (1.16) вH2(F,A). Тъй катоH2(F,K∗) е изоморфна на относител-

ната група на Брауер Br(K/k), можем да считаме препятствието χ(c) като елемент

на абсолютната група на Брауер Br(k). Нека Γ = (K,F, c) е алгебрата на кръсто-

саното произведение, отговаряща на груповото разширение (1.16). Тогава класът на

еквивалентност [Γ] = [K,F, c] ∈ Br(k) е равен на елемента χ(c).
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1.6 Задачата за вложимост с циклично 2-ядро

Нека първо да разгледаме задачата за вложимост (K/k,G,A) с ядро A = C4

– цикличната група от ред 4, породена от елемента a, и нека i ∈ K е примитивен

4-ти корен на единицата. Тогава Â е породена от елемент χ такъв, че χ(a) = i. Ако

задачата (K/k,G,C4) не е брауерова, тогава съществува κ ∈ F такова, че χκ = χ−1,

значи N = Fχ е подгрупа на F с индекс 2. Виждаме, че Kerχ = {1}, Aχ = C4, Gχ =

Hχ = π−1(N),Kerχ2 = {1, a2} ∼= C2, Aχ2
∼= C2, Fχ2

∼= F и Gχ2
∼= G/C2. Класовете

спрегнати елементи в Â са: {1}, {χ, χ−1} и {χ2}. Да означим с k1 = Kχ неподвижното

подполе на N . Нека още полето k има характеристика различна от 2.

Според обясненията в края на предния параграф, условието за съгласуваност се

изпълнява тогава и само тогава, когато съпътстващите задачи за вложимост (K/k1,

π−1(N), C4) и (K/k,G/C2, C2), съответстващи на груповите разширения

1→ C4 → π−1(N)→
π
N → 1,

и съответно

1→ C2 → G/C2 →
π
F → 1

са разрешими. Според следствие 1.5.4, условието за съгласуваност за задачи за вло-

жимос с циклично ядро от ред 4 е достатъчно за разрешимостта им. Дефинираме

хомоморфизми e, f и g от F в {+1,−1} чрез: aσ = aeσ , σi = ifσ и gσ = eσfσ. Тогава

N = {σ ∈ F, gσ = 1}, така че получаваме от друга гледна точка резултата на Ледет

[Le2, Theorem 1.1].

Нека сега A = C2n – цикличната група от ред 2n(n ≥ 2), породена от елемент

a. Нека K съдържа примитивен 2n-ти корен на единицата ζ, и нека χ : C2n → K∗

е пораждащият на Ĉ2n . Да означим µ2n = 〈ζ〉 ⊂ K∗. Ако задачата (K/k,G,A) е

брауерова, можем да отъждествим A с µ2n като F -модули.

За нечетно m ще имаме Fχ = Fχm и Kerχ = Kerχm = {1}. Нека още Fχ има

индекс 2 в F . Тогава от Fχ ⊂ Fχ2m следва, че Fχ = Fχ2m или F = Fχ2m .

Ако Fχ = Fχ2m , получаваме брауеровата задача (K/Kχ, π
−1(Fχ)/B2m, C2n/B2m),

която е съпътстваща задача от първи тип на задачата (K/Kχ, π
−1(Fχ), C2n). Тук за

краткост пишем B2m = Bχ2m .

Ако F = Fχ2m , получаваме брауеровата задача (K/k,G/B2m, C2n/B2m). От този

вид задачи се нуждаем само от тази с най-голямо ядро. Именно, нека χσ = χmσ ,mσ ∈
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N, и понеже Fχ има индекс 2, имаме mσ ∈ {1, l}, където l е нечетно такова, че l2 ≡ 1

(mod 2n). Оттук (χ2m)σ = χ2m за всяко σ ∈ F , тогава и само тогава, когато 2ml ≡ 2m

(mod 2n), т.е. ml ≡ m (mod 2n−1).

Нека сега m0 е най-малкото естествено число такова, че 1 ≤ m0 ≤ 2n−2 и m0l ≡
m0 (mod 2n−1). Ако m е такова, че F = Fχ2m , то B2m0 ⊂ B2m. Така получаваме изо-

морфизмите (C2n/B2m0)/(B2m/B2m0) ∼= C2n/B2m и (G/B2m0)/(B2m/B2m0) ∼= G/B2m.

Следователно задачата за вложимост (K/k,G/B2m, C2n/B2m) е съпътстваща зада-

ча от първи тип на задачата (K/k,G/B2m0 , C2n/B2m0). По този начин условието за

съгласуваност на задачата (K/k,G,C2n) е еквивалентно на разрешимостта на двете

задачи (K/Kχ, π
−1(Fχ), C2n) и (K/k,G/B2m0 , C2n/B2m0).

Имаме два важни случая: Ако l ≡ 1 (mod 2n−1), то m0 = 1 и B2
∼= C2, така

че последната задача е еквивалентна на (K/k,G/C2, C2n−1). Ако l ≡ −1 (mod 4), то

m0 = 2n−2 иB2n−1
∼= C2n−1 , така че задачата става еквивалентна на (K/k,G/C2n−1 , C2).

По този начин получаваме следната теорема.

Теорема 1.6.1. ([Mi1, Theorem 2.1]) Нека K/k е крайно разширение на Галоа с група

на Галоа F , и нека ζ ∈ K е примитивен 2n-ти корен на единицата (n > 1). Да

разгледаме груповото разширение

(1.17) 1→ C2n → G→
π
F → 1,

такова, че eσ, fσ ∈ {+1,−1} за всяко σ ∈ F . Нека k1 е неподвижното подполе

на N = Kerg. Задачата за вложимост (K/k,G,C2n) е разрешима, тогава и само

тогава, когато задачите за вложимост (K/k1, π
−1(N), µ2n) и (K/k,G/C2n−1 , µ2) са

разрешими.

Следващият резултат може да се получи директно от горната теорема, но ние

ще представим друго доказателство, което не се базира на разсъжденията от този

параграф.

Следствие 1.6.2. ([Mi2, Theorem 1.1]) Нека K/k е крайно разширение на Галоа с

група на Галоа H, и нека ζ ∈ K е примитивен 2n-ти корен на единицата (n > 1)

такъв, че ζ + ζ−1 ∈ k и i(ζ − ζ−1) ∈ k. Нека N = Gal(K/k(i)) и H действат триви-

ално върху C2n. Тогава задачата за вложимост (K/k,G,C2n) зададена с груповото

разширение

(1.18) 1→ C2n → G→
π
H → 1,
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е разрешима тогава и само тогава, когато задачите за вложимост (K/k(i), π−1(N),

µ2n) и (K/k,G/C2n−1 , µ2), зададени с

(1.19) 1→ µ2n → π−1(N)→
π
N → 1,

и, съответно, с

(1.20) 1→ µ2 → G/C2n−1 →
π′
H → 1,

са разрешими.

Доказателство: Нека k е алгебричната сепарабелна обвивки на k с про-крайна

група на Галоа H. Означаваме с c ∈ H2(H,C2n), c1 ∈ H2(N,µ2n) и c2 ∈ H2(H,µ2)

кохомологичните класове съответно на (1.18), (1.19) и (1.20). Означаваме също с

c ∈ H2(H,C2n), c1 ∈ H2(N,µ2n) и c2 ∈ H2(H,µ2) инфлациите на c, c1 и c2, съответно,

където H = Gal(k/k), N = Gal(k/k(i)).

Да предположим сега, че задачите (които са брауерови) (K/k(i), π−1(N), µ2n)

и (K/k,G/C2n−1 , µ2) са разрешими. Тогава c1 = 1 и c2 = 1. От параграфи 1.3 и 1.4

следва, че c1 = µc и c2 = νc, където µ : H2(H,C2n) → H2(N,µ2n) е хомоморфизъм

на рестрикция, а хомоморфизма ν : H2(H,C2n)→ H2(H,µ2) се индуцира от епимор-

физма C2n → C2. Остава да приложим [AFSS, Lemma 2], за да получим c = 1, което

означава, че задачата (K/k,G,C2n) е разрешима.

Следствие 1.6.3. ([Mi1, Corollary 2.2]) Нека K/k е крайно разширение на Галоа с

група на Галоа F , и нека ζ е примитивен 2n-ти корен на единицака (n > 1) такъв,

че ζ + ζ−1 ∈ k, i(ζ − ζ−1) ∈ k и i /∈ K. Нека

(1.21) 1→ C2n → G→
π
F → 1

е групово разширение. Продължаваме автоморфизмите σ ∈ F върху K(i) чрез

σi = i, и нека κ е пораждащият на Gal(K(i)/K). Нека k(
√
b) е неподвижното под-

поле на N = Kerg и да означим k1 = k(i
√
b). Тогава Gal(K(i)/k1) ∼= F , и задачата

за вложимост (K/k,G,C2n) е разрешима тогава и само тогава, когато задачите

(K(i)/k1, G, µ2n) и (K/k,G/C2n−1 , µ2) са разрешими.
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Глава 2
Кохомологични критерии за задачата
за вложимост с циклично ядро от
прост ред

Тази глава е посветена на разработените в работите [Mi2, Mi3, Mi4, Mi5, Mi6]

теоретични кохомологични критерии за задачата за вложимост с циклично ядро от

прост ред. Тези критерии позволяват прецизното пресмятане на препятствията на

редица задачи за вложимост касаещи p-групи, които ще разгледаме в следващите

глави.

В параграф 2.2 доказваме няколко критерия, позволяващи пресмятане на пре-

пятствието на някои задачи за вложимост, касаещи p-групи със специфични фактор-

групи. В параграф 2.3 излагаме метод използващ хомоморфизма на квадратичната

корестрикция, който разширява значително кръга от p-групи, чиито препятствия

могат да бъдат пресметнати. В параграфи 2.4, 2.5 и 2.6 използваме един съвременен

и бързо развиващ се подход към задачата за вложимост - теорията на ортогонални-

те представяния на крайни групи. Считаме, че получените от нас резултати в тези

параграфи са особено съществени и потенциално приложими в други области на

математиката, използващи алгебри и групи на Клифорд, както и производните им

групи Pin и Spin.

2.1 Предварителни сведения

Нека p е просто число и нека k е произволно поле с характеристика различна от

p, което съдържа примитивен p-ти корен на единицата ζ. Да означим с µp цикличната

подгрупа в k∗, породена от ζ. Нека K е разширение на Галоа на k с група на Галоа
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p-групата H. Да разгледаме груповото разширение

(2.1) 1 −→ 〈ε〉 ∼= µp −→ G −→ H −→ 1,

където ε е централен елемент от ред p в G. Ние можем да отъждествим групите 〈ε〉
и 〈ζ〉, тъй като те са изоморфни като H-модули. Тогава мономорфизмът µp ↪→ K∗,

индуцира хомоморфизма i : H2(H,µp) → H2(H,K∗). В сила е следният известен

критерий за решимост на задачата за вложимост зададена чрез K/k и груповото

разширение (2.1).

Теорема 2.1.1. ([Ki]) Нека γ 6= 0 е 2-кокласът в H2(H,µp), съответстващ на не-

разцепимото групово разширение (2.1). Тогава задачата за вложимост (K/k,G, µp)

е подходящо разрешима тогава и само тогава, когато i(γ) = 0. Ако K( p
√
β)/k е ре-

шение на задачата за вложимост за някое β ∈ K∗, то всички решения са от вида

K( p
√
rβ)/k, за r ∈ k∗.

Елементът i(γ) ще наричаме препятствие за решимост на задачата за вло-

жимост (или за реализирането на групата G като група на Галоа над k). Тъй като

задачата (K/k,G, µp) е брауерова, препятствието i(γ) съвпада с първото препятствие

(условието за съгласуваност) дефинирано в Глава 1.

Нека c ∈ Z2(H,µ2) представя γ. Известно е, че H2(H,K∗) е изоморфна на

относителната група на Брауер Br(K/k) чрез изоморфизма i(γ) 7→ [K,H, c], къде-

то [K,H, c] ∈ Br(K/k) е класът на еквивалентност на кръстосаното произведение

(K,H, c), т.е. (K,H, c) е централна проста алгебра над k, породена от K и елемен-

тите uσ със съотношенията u1 = c1,1, uσuτ = cσ,τuστ и uσx = σ(x)uσ, за σ, τ ∈ H и

x ∈ K.

Абсолютната група на Брауер Br(k) е изоморфна на индуктивната (директна)

граница lim−→Br(K/k), където K/k пробягва всички крайни разширения на Галоа. Тъй

като γ е елемент от ред p, препятствието i(γ) лежи в p-торзията на групата на Брауер

Br(k). Според теоремата на Меркуриев-Суслин [MeS], препятствието може да бъде

разложено като произведение на p-циклични алгебри (които ще наричаме обобщени

алгебри на кватернионите). Нашата цел е да намерим това разлагане за всяка група,

която ще разглеждаме.

Определение 2.1.2. Обобщена кватернионна алгебра от степен p ще наричаме цен-

тралната проста алгебра над k, породена от елементи i и j такива, че ip = a, jp = b
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и ji = ζij (a, b ∈ k∗). Ще я бележим с (a, b; ζ). Когато p = 2, това е стандартната

кватернионна алгебра, която ще бележим с (a, b).

Ние няма да правим разграничение между кватернионната алгебра и нейния

клас на еквивалентност в групата на Брауер. Повече информация за свойствата на

тези алгебри може да бъде намерена в [Pi, Гл. 15]. Тук ще изложим само най-често

използваните свойства на кватернионните алгебри:

• (a, b; ζ) = (b, a; ζ−1);

• (a, b; ζ)−1 = (b, a; ζ);

• (a, bc; ζ) = (a, b; ζ)(a, c; ζ);

• (ab, c; ζ) = (a, c; ζ)(b, c; ζ);

• (a, b; ζ) = 1 ∈ Br(k) ⇐⇒ a ∈ Nk(
p√
b)/k(k( p

√
b)∗) ⇐⇒

b ∈ Nk( p
√
a)/k(k( p

√
a)∗), където чрез NK/k означаваме нормата N : K → k;

• (ap, b; ζ) = 1;

• Ако a+ b ∈ kp, то (a, b; ζ) = 1. В частност (a,−a; ζ) = (a, 1− a; ζ) = 1.

(∀a, b, c ∈ k∗.)
Другата цел, която можем да си поставим е да опишем всички разширения

на Галоа, които решават задачата за вложимост (K/k,G, µp). Това може да се пос-

тигне по следния начин. Да приемем, че препятствието се разпада, т.е. i(γ) = 1.

Тогава c ∈ B2(H,K∗), т.е. съществува изображение a : H → K∗ такова, че cσ,τ =

aσσaτa
−1
στ ,∀σ, τ ∈ H. Тъй като cσ,τ е в µp, имаме, че σ 7→ apσ е кръстосан хомоморфи-

зъм H −→ K∗. Тогава според теорема 90 на Хилберт, съществува ω ∈ K∗ такова, че
σω/ω = apσ, ∀σ ∈ H.

В светлината на тези наблюдения, можем да процедираме по следната схема,

когато търсим елемента ω:

1. Проверяваме дали σω/ω е в K∗p, ∀σ ∈ H. Това ще гарантира, че K( p
√
rω)/k

е разширение на Галоа. За тази цел е достатъчно да разгледаме минимално

пораждащо множество на групата H.

2. Избираме произволни про-образи на пораждащото множество в групата

Gal(K( p
√
rω)/k). Проверяваме дали те удовлетворяват дефиниционните релации
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на групата G. Това е напълно достатъчно, както се вижда от обясненията в

увода на статията [Le3]. Например, ако σ ∈ H е от ред n, про-образът на σ, да

речем σ̃ ∈ Gal(K( p
√
rω)/k), ще има ред n или pn. Можем да положим σ̃ p

√
rω =

p
√
rωaσ, откъдето σ̃n p

√
rω = p

√
rωaσσaσ · · · σn−1aσ. Следователно, σ̃ е от ред n

⇐⇒ aσσaσ · · · σn−1aσ = 1 и е от ред pn ⇐⇒ aσσaσ · · · σn−1aσ = ζs 6= 1.

Разлагането на препятствието в произведение на кватернионни алгебри може

също така да послужи за конструиране на разширенията на Галоа, които са решения

на дадената задача за вложимост.

Като начало нека да разгледаме една задача за вложимост, касаеща цикличната

група Cp2 . Нека H = Cp и нека K = k( p
√
a), където a ∈ k∗ \ k∗p. Означаваме със σ

пораждащия елемент на H такъв, че σ( p
√
a)/ p
√
a = ζ. Да образуваме задачата за

вложимост (K/k,Cp2 , µp) зададена чрез K/k и груповото разширение:

(2.2) 1 −→ 〈ε〉 ∼= µp −→ Cp2 −→ H −→ 1.

Означаваме с Γ кръстосаното произведение, съответстващо на (2.2). Тогава Γ се по-

ражда от елементите p
√
a и u, където ( p

√
a)p = a, u p

√
a = ζ p

√
au и up = ζ. Следователно

[Γ] = (a, ζ; ζ), така че [Γ] = 1 тогава и само тогава, когато ζ ∈ NK/k(K
∗). Сега

ние можем лесно да опишем семейството от разширения на Галоа, които реализи-

рат Cp2 като група на Галоа над k. Нека задачата (K/k,Cp2 , µp) е разрешима, т.е.

съществува α ∈ K∗ такова, че NK/k(α) = ζ. За β = p
√
a(αp−1σ(α)p−2 · · · σp−2(α))−1

ние имаме σ(β)/β = αp, следователно K( p
√
β)/k е разширение на Галоа. Можем да

предполагаме, че про-образът σ на σ в групата Gal(K( p
√
β)/k) действа по този начин:

σ( p
√
β) = p

√
βα. От σp( p

√
β) = p

√
βNK/k(α) = p

√
βζ следва, че редът на σ е p2.

Можем също така да разгледаме следния частен случай на задачата (K/k,Cp2 , µp),

който ще използваме по-нататък при реализирането на p-групи като групи на Галоа.

Нека p е нечетно просто число и нека a = ζ /∈ k∗p. Тогава ще имаме, че (a, ζ; ζ) = 1

и σ( p
√
ζ)/ p
√
ζ = ζ = ( p

√
ζ)p. Можем да положим α = p

√
ζ = ζp2 и β = α, откъдето

NK/k(α) = αp = ζ и σ(β)/β = σ(α)/α = ζ = αp. Следователно едно решение на

задачата е K( p
√
β)/k = k(ζp3)/k, а всички решения са K( p

√
fζp2)/k, f ∈ k∗.

35



2.2 Пресмятане на препятствието на някои задачи за вложи-
мост с ядро µp

Нека H е p-група и нека

(2.3) 1 −→ Cp ∼= 〈ζ〉 −→ G −→
π

H × Cp −→ 1

е неразцепимо централно групово разширение с характеристичен 2-коклас γ ∈ H2(H×
Cp, Cp). Чрез resHγ означаваме 2-кокласът на груповото разширение

1 −→ Cp −→ π−1(H) −→
π

H −→ 1.

Нека σ1, σ2, . . . , σm е минимално пораждащо множество на максималната елемен-

тарна абелова факторгрупа на H; и нека τ е пораждащият елемент на директния

множител Cp. Нека s1, s2, . . . , sm, t ∈ G са про-образи на σ1, σ2, . . . , σm, τ такива, че

tp = ζj и tsi = ζdisit, където i ∈ {1, 2, . . . ,m}; j, di ∈ {0, 1, . . . , p− 1}.

Теорема 2.2.1. ([Mi2, Theorem 4.1],[Mi3, Theorem 2.1]) Нека K/k е разширение на

Галоа с група на Галоа H и нека L/k = K( p
√
b)/k е разширение на Галоа с група на

Галоа H×Cp (b ∈ k∗ \k∗p). Да изберем a1, a2, . . . , am ∈ k∗ такива, че σk p
√
ai = ζδik p

√
ai

(δik е делтата на Кронекер). Тогава препятствието на задачата за вложимост

(L/k,G, µp) зададена чрез L/k и груповото разширение (2.3) е

[K,H, resHγ]

(
b, bjζj(1+p(p−1)/2)

m∏
i=1

adii ; ζ

)
.

Доказателство: Алгебрата на кръстосаното произведение B = (K,H, ζ) се

съдържа в A = (L,H × Cp, ζ), следователно A е тензорно произведение на B и цен-

трализатора на B в A : A = B ⊗k CA(B). Нека сега да разгледаме подалгебрата

k[ p
√
b, p
√
b
j∏m

i=1
p
√
ai
dit] in A. Тъй като tp = ζj и t p

√
b = ζ p

√
bt, имаме, че

(
p
√
b
j
m∏
i=1

p
√
ai
dit

)p

= bjζjζjp(p−1)/2

m∏
i=1

adii .

Ще покажем, че кватернионната алгебра k[ p
√
b, p
√
b
j∏m

i=1
p
√
ai
dit] е точно централиза-

тора CA(B). Наистина, степента на CA(B) е p и от sκ
p
√
b = p
√
bsκ за всяко κ следва,
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че p
√
b се съдържа в CA(B). Накрая,

sκ

(
p
√
b
j
m∏
i=1

p
√
ai
dit

)
=

p
√
b
j
m∏
i=1

(ζδiκ p
√
ai)

disκt =
p
√
b
j
m∏
i=1

(ζδiκ p
√
ai)

diζ−dκtsκ

= ζ−dκ
m∏
i=1

ζδiκdi
p
√
b
j
m∏
i=1

p
√
ai
ditsκ =

(
p
√
b
j
m∏
i=1

p
√
ai
dit

)
sκ,

понеже
∑m

i=1 δiκdi = dκ.

Оттук можем да получим критерия за (p, p, . . . , p) централни разширения, който

е намерен също така в [Sw].

Следствие 2.2.2. ([Mi3, Corollary 2.2]) Нека L/k = k( p
√
a1, p
√
a2, . . . , p

√
an)/k е Cn

p

разширение, и нека σ1, σ2, . . . , σn ∈ Gal(L/k) се задават чрез σi( p
√
aj)/ p
√
aj = ζδij (δij

е делтата на Кронекер). Нека

1 −→ µp −→ G −→ Cn
p = Gal(L/k) −→ 1

е неразцепимо централно групово разширение, и да изберем про-образи s1, s2, . . . , sn ∈
G на σ1, σ2, . . . , σn. Дефинираме dij(i ≤ j) чрез spi = ζdii и sisj = ζdijsjsi(i < j). Тогава

препятствието на задачата за вложимост (L/k,G, µp) е
n∏
i=1

(ai, ζ; ζ)dii
∏

i<k

(ai, ak; ζ)dik .

Доказателство: Прилагаме матемачическа индукция по n. За n = 1 гру-

пата G е изоморфна на Cp2 , така че препятствието е (a1, ζ; ζ). Нека сега за n − 1

препятствието има формата, дадена в условието. Означаваме с H групата на Га-

лоа на K/k = k( p
√
a1, . . . , p

√
an−1)/k. По индукционното допускане [K,H, resγ] =∏n−1

i=1 (ai, ζ; ζ)dii
∏

i<k(ai, ak; ζ)dik , където за второто произведение k пробягва множес-

твото {1, 2, . . . , n−1}. Тогава според теорема 2.2.1 препятствието на първоначалната

задача е

[K,H, resγ]

(
an, a

dnn
n ζdnn(1+p(p−1)/2)

n−1∏
i=1

a−dini ; ζ

)
.

Тъй като (an, an; ζ) = 1 при нечетно p, (an, an; ζ) = (an,−1) при p = 2, и (an, a
−din
i ; ζ) =

(ai, an; ζ)din , получаваме накрая препятствието
n∏
i=1

(ai, ζ; ζ)dii
∏

i<k

(ai, ak; ζ)dik .
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Да разгледаме сега следната ситуация. НекаG е крайна група и нека {σ1, . . . , σκ}
е фиксирано (не непременно минимално) пораждащо множество на G със след-

ните свойства: |σ1| = pn−1 за n > 1, подгрупата H породена от σ2, . . . , σκ е нор-

мална в G, и факторгрупата G/H е изоморфна на цикличната група Cpn−1 , т.е.

σi1 /∈ H, 1 ≤ i < pn−1. Да вземем две произволни групови разширения

(2.4) 1 −→ µp −→ G1 −→ϕ G −→ 1

и

(2.5) 1 −→ µp −→ G2 −→
ψ

G −→ 1.

Да означим с σ̃i = ϕ−1(σi) произволен про-образ на σi вG1 и с σi = ψ−1(σi) произволен

про-образ на σi в G2, i = 1, . . . κ.

Определение 2.2.3. Пишем G2 = G
(pn,σ1)
1 , ако

1. |σ̃1| = pn−1;

2. σp
n−1

1 ∈ µp, σp
n−1

1 6= 1; и

3. всички останали съотношения между пораждащите на групите G1 и G2 са иден-

тични, т.е. σ̃αii = ζ l
∏

j 6=1 σ̃
βj
j ⇐⇒ σαii = ζ l

∏
j 6=1 σ

βj
j за i = 2, 3, . . . , κ; l, αi, βj ∈ Z;

и [σ̃i, σ̃j] = ζ l
∏

s 6=1 σ̃
εs
s ⇐⇒ [σi, σj] = ζ l

∏
s6=1 σ

εs
s for i, j = 1, 2, . . . , κ; l, εs ∈ Z.

Сега ще докажем следния резултат, даващ ни връзката между препятствията

на задачите зададени с груповите разширения (2.4) и (2.5).

Теорема 2.2.4. ([Mi5, Theorem 2.7]) Нека L/k е крайно разширение на Галоа с група

на Галоа G = Gal(L/k) според описанието по-горе, нека K = LH е неподвижното

подполе на H, и нека групите G1 и G2 от (2.4) и (2.5) са такива, че G2 = G
(pn,σ1)
1 . Да

означим с OG1 ∈ Brp(k) – препятствието на задачата за вложимост (L/k,G1, µp),

с OG2 ∈ Brp(k) – препятствието на задачата за вложимост (L/k,G2, µp), и с

OCpn ∈ Brp(k) – препятствието на задачата за вложимост (K/k,Cpn , µp) зададена

с груповото разширение

1 −→ µp −→ Cpn −→ G/H ∼= Cpn−1 −→ 1.

Тогава връзката между тези препятствия се дава чрез следното равенство:

OG2 = OG1OCpn ∈ Brp(k).
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Доказателство: Да означим с Γ1 = (L,G, f1) кръстосаното произведение съ-

ответстващо на препятствието OG1 , и с Γ2 = (L,G, f2) ръстосаното произведение

съответстващо на препятствието OG2 . Както отбелязахме след теорема 2.1.1, Γ1 се

поражда над k от елементите на L и {uσ}σ∈G, където u1 = f1(1, 1) = 1, uσx = σxuσ

и uσuτ = uστf1(σ, τ). Да отбележим, че структурата на G1 определя структурата на

Γ1, така например ако [σ̃i, σ̃j] = ζσ̃s то [uσi , uσj ] = ζuσs . Цикличната алгебра A поро-

дена от елементите на K и елементите uiσ1
= uσi1 , i = 1, . . . , pn−1, се съдържа в Γ1 и

up
n−1

σ1
= u1 = 1. Тогава Γ1 = A⊗k CΓ1(A). Ще покажем, че uσ1 и неговите степени не

участват в произведенията, които пораждат централизатора CΓ1(A).

Да отбележим първо, че всеки елемент на G се записва по единствен начин във

вида σi1σ, където σ ∈ H = 〈σ2, . . . , σκ〉 и i = 1, . . . , pn−1. Тогава uσi1σ = uσi1uσf
−1
1 (σi1, σ),

така че за произволен елемент α ∈ CΓ1(A) можем да напишем

α =
∑
σ∈H,i

xσ,iuσi1σ =
∑
σ∈H,i

yσ,iu
i
σ1
uσ,

където xσ,i ∈ L∗ и yσ,i = xσ,if
−1
1 (σi1, σ) ∈ L∗. Да предположим, че yσ,i 6= 0 за някоe i,

което е взаимно просто с p. Тъй като K съдържа елемент от вида p
√
a за a ∈ k∗ \ k∗p,

така че σ1
p
√
a = p

√
aζ, имаме следните равенства: uiσ1

p
√
a = σi1

p
√
auiσ1

= p
√
aζ iuiσ1

и

ujσ1

p
√
a = p

√
aujσ1

за всяко j такова, че p дели j. Отчитайки, че σ p
√
a = p

√
a за всяко

σ ∈ H, получаваме

α p
√
a = p
√
a


 ∑

(i,p)=1

yσ,iζ
iuiσ1

uσ +
∑

p|i
yσ,iu

i
σ1
uσ


 = p

√
aα,

където ζ i 6= 1 за i такова, че (i, p) = 1. Така достигаме до противоречие с линейната

независимост на елементите {uσ}σ∈G. Нека сега да допуснем, че всяка участваща

степен на uσ1 се дели на p, откъдето можем да приемем, че α има вида

α =
∑

j>0,σ∈H
yσ,ju

pjkj
σ1

uσ,

където (p, kj) = 1. Нека j0 е най-малкото число такова, че yσ0,j0 6= 0 за някое σ0 ∈ H.

Груповите разширения

1 −→ Cp −→ Cpj −→ Cpj−1 −→ 1

(j = 2, . . . , n− 1) дават следното свойство на цикличните разширения, което прила-

гаме за j0: съществува p
√
ω ∈ K, така че σp

j0kj0
1

p
√
ω = p

√
ωζ и σp

jkj
1

p
√
ω = p

√
ω за всяко
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j > j0. За простота можем да считаме, че останалите елементи yσ,j0 в сумата са 0.

Тогава от

α p
√
ω = p

√
ω

(
yσ0,j0ζu

pj0kj0
σ1 uσ +

∑
j>j0,σ∈H

yσ,ju
pjkj
σ1

uσ

)
= p
√
ωα

отново достигаме до противоречие. Следователно, всеки елемент α ∈ CΓ1(A) наисти-

на е от вида:
∑

σ∈H xσuσ, където xσ ∈ L.
По-нататък, Γ2 се поражда над k от елементите на L и {vσ}σ∈G, където v1 =

f2(1, 1) = 1, vσx = σxvσ и vσvτ = vστf2(σ, τ). Цикличната алгебра B породена от

елементите на K и елементите viσ1
= vσi1 , i = 1, . . . , pn−1 − 1, се съдържа в Γ2. Тук

обаче, vpn−1

σ1
= ζ l, където σp

n−1

1 = ζ l. Тогава аналогично с Γ1, имаме Γ2 = B ⊗k
CΓ2(B), където vσ1 и неговите степени не участват в произведенията, които пораждат

централизатора CΓ2(B). Да дефенираме изображение θ : Γ1 → Γ2 чрез x 7→ x и

uσ 7→ vσ за всяко x ∈ L всяко σ ∈ G. От полученото за структурата на централизатора

следва, че θ изобразява CΓ1(A) върху CΓ2(B) и че рестрикцията θ : CΓ1(A)→ CΓ2(B)

е изоморфизъм.

Остава да се съобрази, че алгебратаA се разпада. ОттукOG1 = [Γ1] = [A][CΓ1(A)] =

[CΓ1(A)]. Накрая, [B] = OCpn , така че OG2 = [B][CΓ2(B)] = OCpnOG1 .

Пример 2.2.5. Нека G = D2n−1 – диедралната група от ред 2n−1 породена от два

елемента σ1 и σ2 със съотношенията σ2
1 = 1, σ2n−2

2 = 1 и [σ1, σ2] = σ−1
1 σ−1

2 σ1σ2 = σ2
2;

G1 = D2n – диедралната група от ред 2n породена от σ̃1 и σ̃2 със съотношенията

σ̃2
1 = 1, σ̃2n−2

2 = −1 и [σ̃1, σ̃2] = σ̃2
2; и G2 = Q2n – кватернионната група от ред 2n

породена от σ1 и σ2 със съотношенията σ2
1 = σ2n−2

2 = −1 и [σ1, σ2] = σ2
2. Лесно се

вижда сега, че Q2n = D
(4,σ1)
2n .

Нека сега L = K(
√
b)/k е D2n−1 разширение такова, че σ2

√
b =

√
b и σ1

√
b =

−
√
b. Задачата за вложимост (k(

√
b)/k, C4, µ2) има препятствие (b,−1), както е добре

известно. Тогава според теорема 2.2.4 е в сила следната връзка между препятствията

на задачите (L/k,D2n , µ2) и (L/k,Q2n , µ2): OQ2n
= OD2n

(b,−1).

В следващите два параграфа ще изложим още два метода за решаване на задачи

за вложимост с циклично ядро от ред 2 - квадратичната корестрикция и ортогонал-

ните представяния.
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2.3 Хомоморфизъм на квадратичната корестрикция. Лема на
Шапиро

В този параграф ще разгледаме лемата на Шапиро в следнака конкретна ситуа-

ция: нека G е про-крайна 2-група, нека H е затворена подгрупа с индекс (G : H) = 2,

и нека µ2 = {±1} е тривиален H-модул.

Определение 2.3.1. [Se1, Ch. I, §2.5] Нека A е H-модул. Дефинираме индуциран

модул (коиндуциран в означенията на [Se2]) A∗ = MH
G (A) като множеството на всички

непрекъснати изображения a∗ : G → A такива, че a∗(hx) = ha∗(x), където h ∈ H и

x ∈ G. Можем да дадем G-модулна структура на A∗ чрез (ga∗)(x) = a∗(xg) за всяко

g ∈ G.

В нашата ситуация можем лесно да дадем явно описание на модула µ∗2: Избира-

ме елемент g ∈ G такъв, че g /∈ H, т.е. H и Hg са двата десни съседни класа на H в G.

Дефиницията ни дава, че a∗(h) = a∗(1) и a∗(hg) = a∗(g) за всяко h ∈ H. Следовател-

но, µ∗2 е елементарната абелова група от ред 4, която ще записваме мултипликативно.

Ще означаваме елементите на µ∗2 по този начин: a∗1 = (1, 1), a∗2 = (1,−1), a∗3 = (−1, 1)

и a∗4 = (−1,−1), където a∗1 изобразява G в 1; a∗2 изобразява H в 1 и Hg в −1; a∗3
изобразява H в −1 и Hg в 1; a∗4 изобразява G в −1. Действието на G върху µ∗2 тогава

се задава чрез ha∗ = a∗ за всяко h ∈ H и a∗ ∈ µ∗2; ga∗1 = a∗1, ga
∗
2 = a∗3, ga

∗
3 = a∗2 и

ga∗4 = a∗4.

Нека сега да дефинираме изображение ϕ : µ∗2 → µ2 чрез ϕ(a∗) = a∗(1). Оче-

видно, ϕ е епиморфизъм, който е съвместим с естественото включване на H в G.

По-нататък, ker(ϕ) = {a∗1, a∗2} и ϕ индуцира хомоморфизъм H2(G,µ∗2) → H2(H,µ2).

Този хомоморфизъм се явява изоморфизъм според лемата на Шапиро [Se1, Ch. I,

Prop. 10]. Следвайки отново [Se1], дефинираме изображение π : µ∗2 → µ2 чрез

π(a∗) =
∏

x∈G/H
xa∗(x−1),

където трябва да отбележим, че под xa∗(x−1) се разбира действието на x върху

a∗(x−1) ∈ µ2. Тъй като µ2 е тривиален G-модул, имаме, че π(a∗) = a∗(1)a∗(g). Изоб-

ражението π е коректно дефинирано и се явява G-епиморфизъм, който индуцира

хомоморфизма на корестрикция (трансфер):

(2.6) corG/H : Hq(H,µ2) ∼= Hq(G,µ∗2) −→ Hq(G,µ2),
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където лявото изображение е изоморфизма (който занапред ще наричаме накратко

изоморфизма на Шапиро) дефиниран в доказателството на лемата наШапиро в [Se1].

Да забележим също, че ker(π) = {a∗1, a∗4} е тривиален G-модул.

Да разгледаме следната конкретна ситуация: Нека G е про-крайна 2-група и

нека E4 е затворена нормална подгрупа на G, изоморфна на елементарната абелова

група от ред 4 с пораждащи σ и τ . Нека да съществува затворена подгрупа H в G
такава, че E4 е нормална подгрупа в H, още H се съдържа в централизатора CG(E4)

на E4 в G, и индекса на H в G е 2. По-нататък, да изберем и фиксираме g1 ∈ G \ H,
и да приемем, че g1σg

−1
1 = σ и g1τg

−1
1 = στ . Тогава за H = H/E4 и G = G/E4 имаме

изоморфизма G/H ∼= G/H. Накрая, да изберем и да фиксираме g ∈ G \ H, така че

да имаме G-действие на E4, зададено чрез ch = c за всяко c ∈ E4 и h ∈ H; σg = σ и

τ g = στ . В тези означения е в сила

Лема 2.3.2. ([Mi5, Lemma 3.2]) Нека ϕ1, ϕ2 ∈ HomH(E4, µ2) са такива, че ker(ϕ1) =

{1, τ} и ker(ϕ2) = {1, στ}. Тогава ϕ1 и ϕ2 индуцират съответно хомоморфизмите

ϕ′′1, ϕ
′′
2 : H2(H,E4) −→ H2(H,µ2) такива, че композициите

ψi : H2(G,E4)
res−−−→ H2(H,E4)

ϕ′′i−−−→ H2(H,µ2)

са изоморфизми за i = 1, 2.

Доказателство: Можем да дефинираме G-изоморфизъм E4
∼= µ∗2 чрез σ 7→

a∗4, τ 7→ a∗2, στ 7→ a∗3. По този начин, можем да приемем, че хомоморфизмите зададени

в условието, са в HomH(µ∗2, µ2), и имат ядра ker(ϕ1) = {a∗1, a∗2} и ker(ϕ2) = {a∗1, a∗3}.
Тогава за произволен G-модул B, хомоморфизмите ϕi индуцират хомоморфизми ϕ′i :

HomH(B, µ∗2)→ HomH(B, µ2) за i = 1, 2. Включването H ↪→ G ни дава композицията

θ1 : HomG(B, µ∗2)
res−−−→ HomH(B, µ∗2)

ϕ′1−−−→ HomH(B, µ2),

където θ1(f)(b) = f(b)(1) за f ∈ HomG(B, µ∗2) и b ∈ B. Според [Se1], θ1 е изоморфизъм,

който индуцира изоморфизма на Шапиро. Тъй като два кохомологични функтора,

които са идентични в нулевата степен трябва да са идентични на всякъде, получа-

ваме, че ψ1 е изоморфизъм.

Нека сега да дефинираме изображение ξ : µ∗2 → µ∗2 чрез a∗1 7→ a∗1, a
∗
2 7→ a∗3, a

∗
3 7→ a∗2

и a∗4 7→ a∗4. Очевидно, ξ е G-автоморфизъм на µ∗2, който индуцира автоморфизъм

ξ′ : HomG(B, µ∗2)→ HomG(B, µ∗2). Тогава за композицията

θ2 : HomG(B, µ∗2)
res−−−→ HomH(B, µ∗2)

ϕ′2−−−→ HomH(B, µ2)
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ще имаме, че θ2 = θ1ξ
′. Следователно θ2 и ψ2 също са изоморфизми.

Запазвайки означенията от лема 2.3.2, ще докажем следната

Теорема 2.3.3. ([Mi5, Theorem 3.3]) Нека L/k е крайно разширение на Галоа с група

на Галоа G и нека K = LH е неподвижното подполе на H. Тогава задачата за

вложимост (L/k,G, E4) е слабо разрешима тогава и само тогава, когато задачата

за вложимост (L/K,H/〈τ〉, E4/〈τ〉) е слабо разрешима.

Доказателство: ’Необходимост’. Задачата за вложимост (L/K,H/〈τ〉, E4/〈τ〉)
може да се достигне като първо образуваме съпътстващата задача от втори тип

(L/K,H, E4) и след това съпътстващата задача от първи тип (L/K,H/〈τ〉, E4/〈τ〉).
Да припомним, че слабата решимост на първоначалната задача за вложимост (L/k,G,
E4) влече слабата решимост на съпътстващите задачи за вложимост.

’Достатъчност’. Нека ϕi и ψi (i = 1, 2) са дефинираните в лема 2.3.2 хомомор-

физми. Ако разгледаме групите на Галоа Ωk и ΩK на сепарабелната обвивка ks над k и

K, съответно, хомоморфизмите ϕi индуцират също хомоморфизми ψi : H2(Ωk, E4)→
H2(ΩK , µ2). За така зададените ψi и ψi имаме следните комутативни диаграми:

H2(G,E4)
ψi−−−→ H2(H,µ2)yinf

Ωk
G

yinf
ΩK
H

H2(Ωk, E4)
ψi−−−→ H2(ΩK , µ2)

(i = 1, 2).

Нека сега да предположим, че задачата за вложимост (L/K,H/〈τ〉, E4/〈τ〉) е

слабо разрешима и да означим с c 2-кокласа на груповото разширение

1 −→ E4 −→ G −→ G −→ 1

в H2(G,E4). Тъй като 2-кокласът ψ1(c) се представя от груповото разширение

1 −→ E4/〈τ〉 −→ H/〈τ〉 −→ H −→ 1,

имаме, че infΩK
H (ψ1(c)) = 0. Комутативната диаграма за i = 1 тогава показва, че

ψ1 infΩk
G (c) = 0. Тъй като ψ1 е изоморфизъм, то infΩk

G (c) = 0, откъдето задачата за

вложимост (L/k,G, E4) е слабо разрешима.
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Както лема 2.3.2 показва, няма значение дали ще изберем τ или στ в условието

на теорема 2.3.3. В тази връзка, условието за съгласуваност се свежда до проверката

само на една Брауерова задача за вложимост.

Известно е, че за да бъде една слабо разрешима задача (E/k, Y,X) подходящо

разрешима е достатъчно ядрото X да се съдържа в подгрупата на Фратини Φ(Y ) на

Y (виж [ИЛФ, §1.6, Следствие 5]). Следните свойства на подгрупата на Фратини ни

дават едно достатъчно условие ядрото X да се съдържа във Φ(Y ).

Лема 2.3.4. ([Be, Cor. 5.3.2]) Нека X и Y са крайни групи, нека X е нормална в Y

и нека X ≤ Φ(Y ). Тогава Φ(Y )/X = Φ(Y/X).

Лема 2.3.5. ([Be, Ex. 5.3.8]) Нека X и Y са крайни p-групи и X ≤ Y . Тогава Φ(X) ≤
Φ(Y ).

Лема 2.3.6. ([ИЛФ, Предложение 4.1.2]) Нека 1 −→ X −→ Y −→ Z −→ 1 е крайно

p-групово разширение и нека X0 = X ∩ Φ(Y ). Тогава груповото разширение 1 −→
X/X0 −→ Y/Y0 −→ Z −→ 1 е разцепимо.

Теорема 2.3.7. ([Mi5, Proposition 3.7]) В означенията на лема 2.3.2, нека G е край-

на 2-група и нека груповите разширения 1 −→ E4/〈ρ〉 −→ H/〈ρ〉 −→ H −→ 1 са

неразцепими за всяко ρ ∈ E4. Тогава E4 ≤ Φ(G).

Доказателство: Да допуснем, че E4 не се съдържа във Φ(H). Тогава група-

та E0 = E4 ∩ Φ(H) има ред ≤ 2, така че груповото разширение 1 −→ E4/E0 −→
H/E0 −→ H −→ 1 е разцепимо според лема 2.3.6, което е противоречие. Оттук

E4 ≤ Φ(H) ≤ Φ(G), според лема 2.3.5.

Запазвайки означенията дадени непосредствено преди лема 2.3.2, ние сме готови

да докажем основния резултат на този параграф.

Теорема 2.3.8. ([Mi5, Theorem 3.8]) Нека c1 ∈ H2(G,µ2) е 2-кокласът, съответ-

стващ на груповото разширение 1 −→ E4/〈σ〉 ∼= µ2 −→ G/〈σ〉 −→ G −→ 1, не-

ка c2 ∈ H2(H,µ2) е 2-кокласът, съответстващ на груповото разширение 1 −→
E4/〈τ〉 ∼= µ2 −→ H/〈τ〉 −→ H −→ 1, и нека c3 ∈ H2(H,µ2) е 2-кокласът, съответс-

тващ на груповото разширение 1 −→ E4/〈στ〉 ∼= µ2 −→ H/〈στ〉 −→ H −→ 1. Тогава

corG/H(c2) = corG/H(c3) = c1.
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Доказателство: Да припомним, че хомоморфизмът π : µ∗2 → µ2, зададен чрез

π(a∗) = a∗(1)a∗(g) индуцира хомоморфизма на корестрикция (виж (2.6)):

corG/H : H2(H,µ2) −−−→ H2(G, µ∗2)
π′−−−→ H2(G,µ2),

където лявото изображение е изоморфизма на Шапиро, а дясното е индуцирано

от π. Да въведем следните означения: нека c ∈ H2(G,E4) е 2-кокласът, съответ-

стващ на груповото разширение 1 −→ E4 −→ G −→ G −→ 1, нека ξ1 : E4 →
µ∗2 е G-изоморфизъм, дефиниран чрез ξ1(σ) = a∗4, ξ1(τ) = a∗2, ξ1(στ) = a∗3 и нека

ξ′1 : H2(G,E4) → H2(G,µ∗2) е индуцирания изоморфизъм. По същия начин, нека

ξ2 : E4 → µ∗2 е G-изоморфизъм, дефиниран чрез ξ2(σ) = a∗4, ξ2(τ) = a∗3, ξ2(στ) = a∗2 и

нека ξ′2 : H2(G,E4)→ H2(G,µ∗2) е индуцирания изоморфизъм.

От лема 2.3.2 сега следва, че c2 = ψ1(c), където ψ1 е изоморфизъм. По-нататък,

c1 = π′ξ′1(c) и c1 = π′ξ′1ψ
−1
1 (c2), където ξ′1ψ

−1
1 е точно изоморфизма на Шапиро. Ана-

логично, имаме c3 = ψ2(c) и c1 = π′ξ′2(c), понеже π(a∗2) = π(a∗3) = −1. Следователно

c1 = π′ξ′2ψ
−1
2 (c3). Дефинициите на ψ1 и ψ2 в лема 2.3.2 показват, че имаме комутатив-

ната диаграма:

H2(G,E4)
ψ1−−−→ H2(H,µ2)xξ′−1

1

xψ2

H2(G,µ∗2)
ξ′−1
2−−−→ H2(G,E4)

откъдето получаваме ξ′1ψ
−1
1 = ξ′2ψ

−1
2 – изоморфизма на Шапиро. Следователно, c1 =

corG/H(c2) = corG/H(c3).

Хомоморфизмът на корестрикция приема множество форми. Ще изложим и

една класическа формула на Тейт [Ta], която ни дава възможност за явни пресмя-

тания. Нека G е крайна група, и нека H е собствена подгрупа на G. Разлагаме G на

съседни класове ρ по отношение на H: G = ∪ρρ = ∪ρHρ с дадена дясна трансвер-

зала R = {ρ}. Нека A е тривиален H-модул и да изберем 2-коцикъл f ∈ Z2(H,A),

съответстващ на дадено групово разширение

1 −→ A −→ G0 −→ϕ H −→ 1.
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Теорема 2.3.9. В горните означения, хомоморфизмът на корестрикция corG/H :

H2(H,A)→ H2(G,A) се задава със следната явна формула:

corG/Hf(g1, g2) =
∏
ρ∈R

f(r0g1r
−1
1 , r1g2r

−1
2 ),

където r0, r1 и r2 се дефинират така: r0 = ρ, r1 ∈ Hr0g1 и r2 ∈ Hr1g2.
Доказателство: Първо, да припомним дефиницията на обобщеното сплита-

не, дадена в [ИЛФ, §3.7]. Нека G̃ е множеството от наредени двойки (g, ψg), където

g ∈ G и ψg са функции дефинирани върху съседните класове ρ със стойности в

групата G0. Нека стойностите на ψg удовлетворяват условието ϕ(ψg(ρ)) = ρg−1gρ−1.

По-нататък, да дефинираме действие на G върху ψg чрез ψg1
g (ρ) = ψg(ρg

−1
1 ). Сега

можем да превърнем G̃ в група чрез следното мултипликативно правило:

(g1, ψg1)(g2, ψg2) = (g1g2, ψ
g2
g1
ψg2).

Изображението ϕ̃, което праща (g, ψg) в g ∈ G е епиморфизъм с ядро

Ã = ker ϕ̃ = {(1, ψ1) | ψ1(ρ) ∈ A}.
По този начин, получаваме груповото разширение

1 −→ Ã −→ G̃ −→
eϕ
G −→ 1,

където Ã е абелова и нейния ред е |A|(G:H). Следователно, можем да асоциираме с

горното групово разширение определен 2-коклас f̃ ∈ Z2(G, Ã).

От друга страна, Ã съвпада с индуцирания G-модул MH
G (A). Според [Se1, §2.5],

имаме изоморфизма H2(G, Ã) ∼= H2(H,A) зададен чрез [f̃ ] 7→ [f ].

Можем да дефинираме изображение π : Ã→ A чрез π(1, ψ1) =
∏

ρ ψ1(ρ). Тогава

π е G-епиморфизъм, който индуцира груповото разширение

1 −→ A ∼= Ã/ ker π −→ G1
∼= G̃/ ker π −→

eϕ
G −→ 1.

Ако означим с f 2-коцикъла от Z2(G,A) съответстващ на горното групово разшире-

ние, то [f ] = corG/H [f ], според [Se1].

Да означим с [g, ψg] класа (g, ψg)/ kerπ в G1, и да положим vg = [g, ψg] за g ∈ G.

Така, {vg} е система от представители за f = corG/Hf :

f(g1, g2) = vg1vg2v
−1
g1g2

= [g1, ψg1 ][g2, ψg2 ][g1g2, ψg1g2 ]−1

= [1, ψg
−1
1
g1
ψg
−1
2 g−1

1
g2

ψg−1
2 g−1

1
].
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Нататък, да изберем система от представители {uh}h∈H за f , т.е. f(h1, h2) =

uh1uh2u
−1
h1h2

. Вземайки образите под действието на ϕ, получаваме съотношенията:

ψg
−1
1
g1

(ρ) = uρg1ρg1
−1ag1(ρ),

ψg
−1
2 g−1

1
g2

(ρ) = uρg1g2ρg1g2
−1ag2(ρg1), и

ψg−1
2 g−1

1
(ρ) = u−1

ρg1g2ρg1g2
−1a
−1
g1g2

(ρg−1
2 g−1

1 ),

където ag(ρ) ∈ A. Полагаме ag =
∏

ρ ag(ρ). Тогава

[1, ψg
−1
1
g1
ψg
−1
2 g−1

1
g2

ψg−1
2 g−1

1
]

=
∏
ρ

ψg
−1
1
g1
ψg
−1
2 g−1

1
g2

ψg−1
2 g−1

1
(ρ)

=
∏
ρ

uρg1ρg1
−1uρg1g2ρg1g2

−1u−1
ρg1g2ρg1g2

−1ag1(ρ)ag2(ρg1)a−1
g1g2

(ρg−1
2 g−1

1 )

= ag1ag2a
−1
g1g2
·
∏
ρ

f(ρg1ρg1
−1, ρg1g2ρg1g2

−1).

Ще предполагаме оттук до края на този параграф, че полето k има характерис-

тика различна от 2, a ∈ k∗\k∗2, K = k(
√
a) и Gal(K/k) = 〈σ〉 ∼= C2. Тъй като Br2(k) ∼=

H2(Ωk, µ2), имаме хомоморфизма на корестрикция corΩk/ΩK : Br2(K) → Br2(k). За

b ∈ k∗ и α ∈ K, проекционната формула гласи, че corΩk/ΩK (α, b)K = (NK/k(α), b)k,

където NK/k е норменото изображение. Тази формула може да се извлече от упраж-

ненията в [Se2, XIV §1,§2].

С помощта на проекционната формула, можем да докажем директно следната

лема, която се явява аналог на [ST, Pr. 4].

Лема 2.3.10. Нека a ∈ k∗, K = k(
√
a), α0 = a0 + b0

√
a и α1 = a1 + b1

√
a (ai, bi ∈ k).

Тогава

1. Ако b1−i = 0, то corΩk/ΩK (α0, α1)K = (a1−i, a2
i − ab2

i )k;

2. Ако a1−ibi − aib1−i = 0, то corΩk/ΩK (α0, α1)K = (−aia1−i, a2
i − ab2

i )k;

3. Иначе,

corΩk/ΩK (α0, α1)K = (a2
0 − ab2

0, b0(a1b0 − a0b1))k(a
2
1 − ab2

1, b1(a0b1 − a1b0))k.
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Доказателство: (1) Следва от проекционната формула.

(2) Имаме a1b0 = a0b1 и ai, bi 6= 0, така че a1/a0 = b1/b0 = x ∈ k∗. Следова-

телно, (α0, α1)K = (α0, α0x)K = (α0,−x)K = (α0,−a0a1)K и остава да се приложи

проекционната формула.

(3) Нека b1, b2 6= 0. Да положим ∆ = a0b1 − b0a1 6= 0 и y = −∆b0/b1 6= 0. То-

гава са в сила равенствата: −α1y = ∆a1b0/b1 + b0∆
√
a = ∆a1b0/b1 − a0∆ + α0∆ =

−∆2/b1 + α0∆, откъдето b1α1y = ∆2 − α0b1∆. Следователно (α0b1∆,−α1b0∆)K =

1 ∈ Br2(K), затова (α0b1∆,−b0∆)K(α0b1∆, α1)K = 1 или, еквивалентно, (α0, α1)K =

(α0b1∆,−b0∆)K(α1, b1∆)K = (α0,−b0∆)K(α1, b1∆)K(b1∆,−b0∆)K . Тъй като bi∆ ∈ k∗,
можем отново да приложим проекционната формула за да получим желания резул-

тат.

Нека R е централна простаK-алгебра, и нека Rσ е пръстена R снабден с усукана

структура на K-алгебра зададена чрез λ · a = σ(λ)a, a ∈ Rσ, λ ∈ K. Да конструираме

сега алгебрата на тензорното произведение A = R⊗K Rσ и да дефинираме действие

σ̃ : A→ A чрез σ̃(a⊗ b) = b⊗ a.
Определение 2.3.11. ([Ri],[Sc]) Корестрикцията на R е k-алгебрата на σ̃ - инвари-

антите: corK/k(R) = A〈eσ〉.

Ние няма да се спираме на по-сложната обща дефиниция на алгебрата на корес-

трикция, дадена в [Ri] или [Ti]. Даже в нашия частен случай, обаче, структурата на

тази алгебра е трудна за изясняване. Шарлау доказва в [Sc], че каноничното изобра-

жение ψ : K × corK/k(R)→ A зададено чрез (α, x) 7→ αx е k-билинейно, мултиплика-

тивно и индуцира каноничен изоморфизъм на K-алгебри K⊗k corK/k(R) ∼= A. Оттук

виждаме, че corK/k(R) е централна проста k-алгебра и dimk corK/k(R) = dimK A.

За забележим, че corK/k(R) не съдържа K, нещо, което може да причини затруд-

нения в някои ситуации. Това, обаче, може да се поправи по следния начин: Де-

финираме S = A ⊕ Aeσ като k-векторно пространство и да превърнем S в алгеб-

ра чрез e2
σ = 1, eσx = σ̃(x)eσ за всяко x ∈ A. Тогава S е централна проста k-

алгебра такава, че K се съдържа в S, да речем чрез влагането λ 7→ λ ⊗ 1. Оче-

видно dimk S = 4 dimK A = 4 dimk corK/k(R). Кватернионната алгебра S1 породена

от
√
a и eσ се съдържа в S, откъдето S = S1 ⊗k CS(S1). Тъй като S1 се разцепва и

CS(S1) ∼= corK/k(R), получаваме, че S е подобна на corK/k(R).

Друг полезен резултат, който може лесно да бъде доказан, е че ако R е кватер-
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нионна алгебра (d, e/K), то Rσ = (σ(d), σ(e)/K).

Оказва се, че проекционната формула е валидна за хомоморфизма на корест-

рикция на алгебри, дефиниран току що. Тиньол доказва тази формула в [Ti]. Тъй

като в доказателството на лема 2.3.10 използвахме само проекционната формула, в

сила е нейния аналог за корестрикция на алгебри.

Нека отново L/k е разширение на Галоа с група на Галоа G, H < G, (G :

H) = 2, H = Gal(L/K) и f ∈ Z2(H,µ2) е 2-коцикълът съответстващ на дадено

групово разширение 1 −→ µ2 −→ H2 −→ H −→ 1. Да означим f = cor(f), т.е.

[f ] = corG/H([f ]) ∈ H2(G,µ2), и нека груповото разширение 1 −→ µ2 −→ G −→
G −→ 1 се представя чрез f . По този начин получаваме задачите за вложимост

(L/K,H, µ2) и (L/k,G, µ2), които имат препятствия [L,H, f ] ∈ Br2(K) и [L,G, f ] ∈
Br2(k), съответно. Тогава имаме следната

Теорема 2.3.12. ([ST, Proposition 2]) При горните предположения е в сила форму-

лата corK/k([L,H, f ]) = [L,G, f ].

За да бъде доказана тази теорема е достатъчно да се покаже комутативността

на следната диаграма:

H2(H,µ2)
inf

ΩK
H−−−→ H2(ΩK , µ2) Br2(K)ycorG/H

ycorΩk/ΩK

ycorK/k

H2(G,µ2)
inf

Ωk
G−−−→ H2(Ωk, µ2) Br2(k)

Трябва да отбележим, че комутативността на десния квадрат не е очевидна, за

разлика от левия квадрат. За комутативността на десния квадрат не са достатъчни

функториалните свойства на функтора H2. Рием, обаче, доказва в [Ri, Th. 11] този

изключително важен резултат с помощта на неабеловите кохомологии.
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2.4 Алгебри и групи на Клифорд. Точни редици

Ще започнем с някои предварителни сведения относно ортогоналните предс-

тавяния. Нека k е поле с характеристика 6= 2, нека V е крайномерно k-векторно

пространство, и нека (V, q) е квадратично пространство, където q е квадратична

форма. Изометриите (V, q) 7→ (V, q) образуват подгрупа O(q) на GLk(V ), наречена

ортогоналната група на q. Ортогонално представяне на крайна група G ще нари-

чаме хомоморфизма µ : G → O(q) на G в ортогоналната група за някоя квадра-

тична форма q. Отсега нататък, под ортогонално представяне ще разбираме влагане

µ : G ↪→ O(q).

Сега ще припомним дефиницията на алгебра на Клифорд .

Определение 2.4.1. В тензорното произведение

T (V ) = K ⊕ V ⊕ (V ⊗k V )⊕ (V ⊗k V ⊗k V )⊕ · · ·

разглеждаме идеала I(q) породен от всички елементи v⊗v− q(v) за v ∈ V . Фактор-

алгебрата C(q) = T (V )/I(q) ще наричаме алгебра на Клифорд на квадратичната

форма q.

Тъй като I(q) ∩ V = 0, можем да считаме, че V е подпространство на C(q) и

v2 = q(v) за v ∈ V . Следователно uv + vu = 2B(u,v) за u,v ∈ V,B – билинейната

форма асоциирана с q. Също, ако запишем

T (V ) = T0(V )⊕ T1(V ),

където

T0(V ) = K ⊕ (V ⊗k V )⊕ (V ⊗k V ⊗k V ⊗k V )⊕ · · ·
и

T1(V ) = V ⊕ (V ⊗k V ⊗k V )⊕ · · ·
ще имаме, че

I(q) = (I(q) ∩ T0(V ))⊕ (I(q) ∩ T1(V )).

Оттук получаваме

C(q) = C0(q)⊕ C1(q),

където

Ci(q) = (Ti(V ) + I(q))/I(q).
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C0(q) е подалгебра на C(q), която се нарича четна алгебра на Клифорд. Ако

x ∈ Ci(q), ще записваме ∂x = i.

Ако v1, . . . ,vn е ортогонален базис на V , то елементите vε11 · · ·vεnn за εi = 0, 1

образуват базис на C(q) като k-векторно пространство. Правилата за умножение се

задават чрез равенствата: v2
i = q(vi) и vivj = −vjvi за i 6= j.

Да дефинираме сега групата на Клифорд C∗(q) като подгрупата на C(q)∗, със-

тояща се от онези обратими елементи x, за които xV x−1 = V . Анизотропните вектори

на V са в C∗(q) и vuv−1 = −Tv(u) за u,v ∈ V , където v е анизотропен и Tv е реф-

лексията на хиперравнината v⊥, зададена така:

Tv(u) = u− 2
B(u,v)

q(v)
v, u ∈ V.

В сила са следните свойства на рефлексиите: Tv е линейно изображение, Tv|v⊥ =

1v⊥ , Tv(v) = −v, T 2
v = 1V и Tv ∈ O(q).

Да дефинираме изображение r чрез rx : u 7→ (−1)∂xxux−1, за x ∈ C∗(q) и u ∈ V .

От равенствата q(rx(u)) = rx(u)2 = xu2x−1 = q(u) следва, че rx е изометрия и понеже

rxy = rx · ry, r е хомоморфизъм. Освен това r е сюрективно, тъй като Tv = rv и всяка

изометрия е произведение на рефлексии (виж [La, Le4]).

Така получаваме точната редица

1 −→ k∗ −→ C∗(q) r−−−→ O(q) −→ 1,

В частност, за C∗0(q) = C∗(q) ∩ C0(q) получаваме друга точна редица

1 −→ k∗ −→ C∗0(q)
r−−−→ SO(q) −→ 1.

Тензорната алгебра T (V ) притежава анти-инволюция ι зададена чрез ι(u1⊗· · ·⊗
ur) = ur⊗· · ·⊗u1. Тя запазва идеала I(q), и затова индуцира анти-инволюция в C(q),

която ще наричаме главна инволюция. Тя запазва скаларите, сумите и векторите,

и обръща произведенията. Означаваме с N : C∗(q) → k∗ нормата зададена чрез

N(x) = xι(x). Може да се покаже, че това е хомоморфизъм и че нормите на два про-

образа на една изометрия се различават само с множител, който е квадрат. По този

начин можем коректно да дефинираме хомоморфизъм sp : O(q) → k∗/k∗2, наречен

спинорна норма, чрез равенството sp(
∏
Tv) =

∏
q(v). Тук използваме факта, че

всяка изометрия е произведение на рефлексии Tv за някои анизотропни вектори v.
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Като положим сега Pin(q) = ker(N) и Spin(q) = Pin(q) ∩ C∗0(q), получаваме

дългите точни редици

1 −→ µ2 −→ Pin(q)
r−−−→ O(q)

sp−−−→ k∗/2

и

1 −→ µ2 −→ Spin(q)
r−−−→ SO(q)

sp−−−→ k∗/2.

Ако вземем сепарабелната обвивка ksep на k, получаваме кратките точни редици

(2.7) 1 −→ µ2 −→ Pin(q)
r−−−→ O(q) −→ 1

и

(2.8) 1 −→ µ2 −→ Spin(q)
r−−−→ SO(q) −→ 1.

В тази връзка, ще разгледаме следното приложения на теорема 2.2.4 при p = 2.

Теорема 2.4.2. Нека групите G и H ≤ G са както в предположенията на опре-

деление 2.2.3 при p = 2. Именно, нека {σ1, . . . , σκ} е фиксирано пораждащо мно-

жество на G със следните свойства: |σ1| = 2n−1 за n > 1, подгрупата H породе-

на от σ2, . . . , σκ е нормална в G, и факторгрупата G/H е изоморфна на циклич-

ната група C2n−1. Нека ϕ : G/H → k
∗
sep е хомоморфизъм индуциран от изомор-

физма G/H ∼= 〈ζ2n−1〉 и от включването 〈ζ2n−1〉 ↪→ k
∗
sep, където ζ2n−1 е примити-

вен корен на единицата от степен 2n−1. Да предположим още, че е дадено орто-

гонално представяне G ↪→ O(q), и да образуваме ограничението (рестрикцията)

1 −→ µ2 −→ G̃ −→ G −→ 1 на точната редица 1 −→ µ2 −→ Pin(q) −→ O(q) −→ 1.

Тогава съществува подгрупа G на C∗(q) такава, че

(i) Диаграмата

1 −−−→ µ2 −−−→ G
r′−−−→ G −−−→ 1yN

yN
yϕ

1 −−−→ 1 −−−→ k
∗
sep k

∗
sep −−−→ 1

е комутативна с точни редове, където N е нормата, а r′ е ограничението на

r : C∗(q)→ O(q) върху G;

(ii) Или G = G̃(2n,σ1), или G̃ = G
(2n,σ1).
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Доказателство: Да изберем и да фиксираме про-образи σ̃1, . . . , σ̃κ ∈ G̃ на

пораждащите σ1, . . . , σκ на G. Нека G е подгрупата на C∗(q), породена от елементите

σ1 = σ̃1ζ2n , σ2 = σ̃2, . . . , σκ = σ̃κ. Ще покажем, че G удовлетворява условията (i) и

(ii).

Първо, ще проверим, че ker(r′) ∼= µ2. Да изберем произволно x от ker(r′), т.е.

x =
∏
σi11 σ

i2
2 · · · σiκκ и r′(x) =

∏
σi11 σ

i2
2 · · · σiκκ = 1. Тъй като σi11 /∈ H за 1 ≤ i1 < 2n−1,

получаваме i1 ≡ 0 (mod 2n−1). Оттук следва, че x = ±σi22 · · ·σiκκ = ±σ̃i22 · · · σ̃iκκ ∈
ker(r) ∼= µ2, където с r означаваме още и ограничението на r върху Pin(q).

По-нататък, N(σ1) = N(σ̃1)ζ2
2n = ζ2n−1 = ϕr′(σ1) и N(σi) = ϕr′(σi) = 1 за

i = 2, . . . , κ. Следователно, диаграмата в условието наистина е комутативна и е с

точни редове.

Накрая, имаме или |σ̃1| = 2n−1, или σ̃2n−1

1 = −1. Ако |σ̃1| = 2n−1, то имаме

σ2n−1

1 = ζ2n−1

2n = −1, и понеже останалите съотношения между пораждащите на G̃,

съответно на G, са идентични, установяваме, че G = G̃(2n,σ1). Ако σ̃2n−1

1 = −1, имаме,

че σ2n−1

1 = 1, значи G̃ = G
(2n,σ1).

Сега ще се спрем на двойните обвивки на симетричната група Sn, следвайки

означенията на Ледет [Le4]. Нека L/k е разширение на Галоа с група на Галоа G, и да

предположим, че L е полето на разлагане над k на неразложимия полином f(x) ∈ k[x]

от степен n. Тогава можем да вложим транзитивно G в Sn, считайки елементите на

G като пермутации на корените на f(x). Да разгледаме т. нар. ’положителна’ двойна

обвивка

1 −→ µ2 −→ S̃+
n −→ Sn −→ 1,

за която транспозициите се повдигат до елементи от ред 2, и ’отрицателната’ двойна

обвивка

1 −→ µ2 −→ S̃−n −→ Sn −→ 1,

за която транспозициите се повдигат до елементи от ред 4 (и в двата случая про-

изведението на две независими транспозиции се повдига до елементи от ред 4). Да

образуваме сега ограниченията

1 −→ µ2 −→ G̃+ −→ G −→ 1,

и

1 −→ µ2 −→ G̃− −→ G −→ 1,
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на позитивната и, съответно, отрицателната двойна обвивка на Sn.

Следствие 2.4.3. В горните означиния да предположим, че G съдържа транспо-

зиция. Тогава G̃− = G̃+(4,σ1) и връзката между препятствията на съответните

задачи за вложимост е O eG− = (−1, df )O eG+, където df е дискриминантата на f(x).
Доказателство: Да означим със σ1 някоя транспозиция на G, и с H подгру-

пата G ∩ An на G. Да изберем множество от пораждащи σ2, . . . , σk за H, откъдето

σ1, σ2, . . . , σk са пораждащи на G. Да изберем техни про-образи σ̃1, σ̃2, . . . , σ̃k в G̃+.

Тъй като G̃+ е в Pinn(ksep) (виж [Le4]) и σ2
1 = σ̃2

1 = 1, можем да използваме теорема

2.4.2. По този начин можем да дефинираме подгрупа G = G̃+(4,σ1) на C∗n(ksep), поро-

дена от σ1 = σ̃1i, σ2 = σ̃2, . . . , σk = σ̃k (i е имагинерната единица). Сега, от σ2
1 = −1

следва, че всяка транспозиция от G се повдига до елемент от ред 4 в G. Наистина,

ако σ е друга транспозиция в G, то σ = σ1τ за τ ∈ H, така че можем да изберем

про-образ σ = σ1τ = iσ̃1τ ∈ G, където τ също е в G̃+, и |σ̃1τ | = 2. Следователно,

σ2 = −1 и G ∼= G̃−.

Накрая, от σ1(
√
df ) = −√df получаваме връзката между препятствията, да-

дена в условието.

Сега ще припомним дефиницията на усукването на Галоа, която използва съ-

ществуването на първа кохомологична група H1(G,G), където G е неабелова група

с G-действие. Нека отново (V, q) е квадратично пространство над k, и нека K/k е

разширение на Галоа с група на Галоа G. Тогава можем да разширим полето на ска-

ларите и да получим квадратично пространство (VK , qK). Полу-линейното действие

на G тогава ни дава равенството qK(σu) = σqK(u). Обратно, ако (W,Q) е квадратич-

но пространство над K снабдено с полу-линейно действие такова, че Q(σu) = σQ(u),

получаваме квадратично пространство (WG, QG) над k чрез вземане на неподвиж-

ните елементи и ограничаване на Q. Тези две действия (разширяване на скаларите и

неподвижните елементи) запазват регулярността и са взаимно обратни. Също, O(Q)

е G-група чрез спрягането: (σϕ)(u) = σϕ(σ−1u).

По-нататък, нека f : G→ O(qK) е кръстосан хомоморфизъм. Тогава можем да

дефинираме полу-линейно действие чрез σu = fσ(σu) и да получим индуцираното

квадратично пространство (Vf , qf ) = ((VK)G, (qK)G) над k. Освен това, ако g е екви-

валентен с f , т.е. gσ = ϕfσσϕ
−1 за някое ϕ ∈ O(qK), то Vg = ϕ(Vf ) и следователно

(Vf , qf ) и (Vg, qg) са еквивалентни. По този начин с всеки елемент от H1(G,O(q))

можем да асоциираме клас на еквивалетност на квадратични пространства над k.

54



Определение 2.4.4. Казваме, че квадратичното пространство (Vf , qf ) е образувано

от (V, q) чрез усукване на Галоа с помощта на f .

Важна роля при пресмятане на препятствията на задачи за вложимост, произ-

тичащи от точните редици (2.7) и (2.8) играе така наречената инварианта на Хасе-

Вит или втори клас на Стийфел-Уитни на q.

Определение 2.4.5. Инварианта на Хасе-Вит наричаме следното произведение на

кватернионни алгебри

hw(q) =
∏
i<j

(ai, aj) ∈ Br(k),

където ai = q(ui) за някакъв каноничен ортогонален базис u1, . . . , un на q.

Препятствията на задачите за вложимост тогава се пресмятат по формулата,

която е изложена в следната

Теорема 2.4.6. ([Fr, Le4]) Нека L/k е крайно разширение на Галоа с група на Га-

лоа G = Gal(L/k) и нека G ↪→ O(q) за някоя регулярна квадратична форма q над

k. Нека e : Gal(k/k) → O(q) е индуцирания кръстосан хомоморфизъм, и нека qe е

квадратичната форма, получена от q чрез усукването на Галоа с помощта на e.

Също, нека

1 −→ µ2 −→ G̃ −→ G −→ 1

е групово разширение индуцирано от влагането G ↪→ O(q) и точната редица

1 −→ µ2 −→ Pin(q)
r−−−→ O(q) −→ 1.

Нека K/k = k(
√
a1, . . . ,

√
ar)/k е максималното елементарно абелово 2-подразширение

на L/k и нека ρ1, . . . , ρr ∈ G са такива, че ρi(
√
aj) = (−1)δij · √aj. Тогава препятс-

твието на задачата за вложимост (L/k, G̃, µ2) е

hw(q)hw(qe)(d,−de)
r∏
i=1

(ai, sp(ρi)) ∈ Br(k),

където d и de са дискриминантите съответно на q и qe.
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2.5 Индуцирани ортогонални представяния на групи на Галоа

Нека сега L/k е крайно разширение на Галоа с група на Галоа G, нека H е

подгрупа на G с неподвижно поле K = LH , и нека µ : H ↪→ O(q) е ортогонално

представяне над k. Тогава, според [Fr, FM], можем да конструираме индуцираното

ортогонално представяне indµ : G ↪→ O(qindµ), където indµ има като прилежащ

модул индуцирания G-модул на H-модула Vq : Vindµ = ⊕(Vq ⊗ σ) = Vq ⊗kH kG, σ

пробягва дадена дясна трансверзала R на H в G. Да отбележим, че Vq ⊂ Vindµ е

подпространство, което е H-инвариантно. Не е трудно да се покаже, че ако е дадено

ортогонално представяне µ : H ↪→ O(q), такова Vindµ съществува и е единствено с

точност до изоморфизъм (виж например [FH, §3.3]). Нещо повече, действието на G

може да бъде явно зададено: всеки елемент v ∈ Vindµ има единствено представяне

v =
∑
wσ ⊗ σ за някои елементи wσ във Vq. За дадено g ∈ G, действието се задава

чрез

(2.9) g · (wσ ⊗ σ) = hwσ ⊗ τ ако gσ = τh (τ ∈ R).

Нататък, нека ни е дадено специално ортогонално представяне µ : H ↪→ SO(q)

над k. Означаваме отново с ksep сепарабелната обвивка на k, и с q разширената форма

на q върху ksep. Тогава имаме следната диаграма

1 −−−→ µ2 −−−→ H̃ −−−→ H −−−→ 1y
y

y
1 −−−→ µ2 −−−→ Spin(q) −−−→ SO(q) −−−→ 1y

y
y

1 −−−→ k
∗
sep −−−→ C∗0(q) −−−→ SO(q) −−−→ 1,

първият ред на която е ограничението на 1 −→ µ2 −→ Spin(q) −→ SO(q) −→ 1.

Индуцираното ортогонално представяне indµ : G ↪→ O(qindµ) на свой ред дава кому-

тативната диаграма

1 −−−→ µ2 −−−→ G̃ −−−→ G −−−→ 1y
y

y
1 −−−→ µ2 −−−→ Pin(qindµ) −−−→ O(qindµ) −−−→ 1y

y
y

1 −−−→ k
∗
sep −−−→ C∗(qindµ) −−−→ O(qindµ) −−−→ 1.
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Преди да формулираме нашата основна теорема, ще докажем следната кохомо-

логична

Лема 2.5.1. ([Mi4, Lemma 2.3]) Нека G е про-крайна група, нека H е затворена

подгрупа с индекс 2 в G, нека R = {1, g} е дясна трансверзала на H в G, т.е.

G = H ∪ Hg, и да положим h0 = g2. Нека 1 −→ µ2 −→ H1 −→ H −→ 1 е групово

разширение и да изберем про-образ uh ∈ H1 на всяко h ∈ H. Системата {uh}h∈H
задава 2-коцикъл f ∈ Z2(H,µ2) чрез f(s1, s2) = u−1

s1s2
us1us2. Да означим с δ : H →

{0, 1} изображението, зададено с uh0uhu
−1
h0

= (−1)δ(h)uh0hh
−1
0
. Нека също 1 −→ µ2 −→

G1 −→ G −→ 1 е групово разширение и да изберем про-образи uhgi ∈ G1 на всеки

елемент hgi ∈ G, i = 0, 1. Системата {uhgi} тогава задава 2-коцикъл f ∈ Z2(G,µ2),

и ако следните три условия:

(i) f(s1, s2) = u−1
s1s2

us1us2 = f(s1, s2)f(gs1g
−1, gs2g

−1),∀s1, s2 ∈ H;

(ii) uguhu−1
g = (−1)δ(h)ughg−1 ,∀h ∈ H; и

(iii) u2
g = uh0

са изпълнени, то [f ] = corG/H([f ]).

Доказателство: От теорема 2.3.9 имаме, че

(corG/H(f))(s1, s2) =





f(s1, s2)f(gs1g
−1, gs2g

−1), (s1, s2) ∈ H ×H
f(s1g

−1, gs2g
−1)f(gs1, s2), (s1, s2) ∈ Hg ×H

f(s1, s2g
−1)f(gs1g

−1, gs2), (s1, s2) ∈ H ×Hg
f(s1g

−1, gs2)f(gs1, s2g
−1), (s1, s2) ∈ Hg ×Hg.

Тъй като изборът на ugh за h 6= 1 не влияе на условията (i)-(iii), можем да счи-

таме, че ugh = uguhf(h0, h). Тогава f(g, h) = u−1
gh uguh = f(h0, h), което удовлетворява

формулата за корестрикцията.

Нататък,

uhg = ug(g−1hg) = (−1)δ(g
−1hg)uhugf(h0, g

−1hg),

понеже u−1
g uhug = (−1)δ(g

−1hg)ug−1hg. Следователно,

f(h, g) = u−1
hg uhug = (−1)δ(g

−1hg)f(h0, g
−1hg).
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Сега, от uh0uhu
−1
h0

= (−1)δ(h)uh0hh
−1
0

следва, че

uh0ug−1hgu
−1
h0

= (−1)δ(g
−1hg)ughg−1 ,

значи

f(ghg−1, h0) = u−1
ghgughg−1uh0 = (−1)δ(g

−1hg)u−1
ghguh0ug−1hg

= (−1)δ(g
−1hg)f(h0, g

−1hg).

Следователно, f(h, g) = f(ghg−1, h0), което също удовлетворява формулата за корес-

трикцията.

Накрая, от (iii) получаваме f(g, g) = u−1
h0
u2
g = 1, така че за да получим остана-

лите равенства във формулата за корестрикцията е нужно единствено да приложим

стандартното кохомологично тъждество.

Сега ще докажем следната основна

Теорема 2.5.2. ([Mi4, Theorem 2.2]) Нека G е крайна група и нека H е подгрупа на G

такава, че |H| = 2tm, (t,m ≥ 1). Нека също µ : H ↪→ SO(q) е специално ортогонално

представяне над k с прилежащ модул Vq такъв, че n = dimk Vq ≡ 0 (mod 4). Да

означим с f ∈ Z2(H,µ2) и с f ∈ Z2(G,µ2) 2-коциклите дадени от описаните по-горе

групови разширения 1 −→ µ2 −→ H̃ −→ H −→ 1 и 1 −→ µ2 −→ G̃ −→ G −→
1, съответно. Тогава [f ] = corG/H([f ]), където corG/H : H2(H,µ2) → H2(G, µ2) е

хомоморфизма на корестрикция.

Доказателство: Ще разделим доказателството на три стъпки.

I). Да предположим,че H е подгрупа с индекс 2 в G. Нека R = {1, g} е дясна

трансверзала на H в G, т.е. G = H ∪ Hg, и да положим h0 = g2. Да дефинираме

k-модул V чрез V = Vq1 ⊕ Vq2 , където q1 = q2 = q и Vq1 = Vq2 = Vq е равенство на

k-модули. Така получаваме квадратичното пространство (V, q1 ⊥ q2). Според (2.9),

индуцираното действие на G се задава чрез:

h(v1,v2) = (hv1, g
−1hgv2) и hg(v1,v2) = (hh0v2, g

−1hgv1),

за h ∈ H и vi ∈ Vqi , i = 1, 2.

По-нататък, можем да разширим скаларите за да получим квадратично прос-

транство (Vksep , q1 ⊥ q2), където qi е скаларното разширение на qi. По този начин,
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специалното ортогонално представяне µ : H ↪→ SO(q) ↪→ SO(q) индуцира ортого-

нално представяне indµ : G ↪→ O(q1 ⊥ q2) ↪→ O(q1 ⊥ q2).

Да дефинираме сега изометрии h⊕1 и 1⊕g−1hg в O(q1 ⊥ q2) чрез (h⊕1)(v1,v2) =

(hv1,v2) и (1⊕ g−1hg)(v1,v2) = (v1, g
−1hgv2). Оттук получаваме, че h = (h⊕ 1)(1⊕

g−1hg) ∈ O(q1 ⊥ q2) за всяко h ∈ H. Тъй като h е в SO(q), можем да изберем и

фиксираме про-образ uh ∈ Spin(q1) ⊂ C∗0(q1) на h⊕1 ∈ O(q1 ⊥ q2). Можем също така

да изберем про-образ vh ∈ C∗0(q2) на 1 ⊕ g−1hg ∈ O(q1 ⊥ q2) за всяко h ∈ H. Ние,

обаче, ще фиксираме избора на елементите vh малко по-късно.

От [Fr, p. 119] е известно, че за елементите xi ∈ C∗(qi) ⊂ C∗(q1 ⊥ q2), i = 1, 2 е

в сила правилото за комутиране x1x2 = (−1)∂x1∂x2x2x1, и че то определя подгрупата

на C∗(q1 ⊥ q2) породена от C∗(qi), i = 1, 2. Тъй като в нашия случай ∂uh = ∂vh = 0,

имаме, че uh1vh2 = vh2uh1 , ∀h1, h2 ∈ H. Нататък, от равенствата g(h ⊕ 1)(v1,v2) =

(h0v2, hv1) = (1⊕ghg−1)g(v1,v2), получаваме g(h⊕1)g−1 = 1⊕ghg−1, така че ако из-

берем про-образ wg ∈ Pin(q1 ⊥ q2) на g, ще получим, че wguhw−1
g = ±vghg−1 . Очевидно,

можем да считаме, че uh0uhu
−1
h0

= (−1)δ(h)uh0hh
−1
0

за някое изображение δ : H → {0, 1}.
Да положим сега

vghg−1 = (−1)δ(h)wguhw
−1
g и wh = uhvh.

Тогава w2
g = ±uh0 и vh = w−1

g ughg−1wg. Тъй като про-образите {uh}h∈H определят

2-коцикъла f ∈ Z2(H,µ2), даден в условието, получаваме

f(h1, h2) = w−1
h1h2

wh1wh2 = f(h1, h2)f(gh1g
−1, gh2g

−1), ∀h1, h2 ∈ H.

Така се убеждаваме, че условието (i) на лема 2.5.1 е удовлетворено. Условието (ii)

също се изпълнява, както се вижда от

wgwhw
−1
g = wguhw

−1
g wgvhw

−1
g = (−1)δ(h)vghg−1ughg−1 = (−1)δ(h)wghg−1 .

По този начин, остава само да се провери равенството w2
g = wh0 . Нека e1, . . . , en

е ортогонален базис на Vq над ksep, където n = dimk Vq = dimksep
Vq. Очевидно, векто-

рите e′1 = (e1, 0), . . . , e′n = (en, 0), e′n+1 = (0, e1), . . . , e′2n = (0, en) образуват ортогонален

базис на Vksep = Vq1
⊕Vq2

над ksep. Да отбележим, че q1(e′i) = q2(e′n+i) = q(ei) = ai ∈ k∗
за i = 1, . . . , n. Не е трудно да се провери, че рефлексията T(e′i−e′n+i)/

√
ai разменя e′i и

e′n+i, оставяйки другите e′k инвариантни. Като про-образ на T(e′i−e′n+i)/
√
ai в Pin(q1 ⊥ q2)

можем да изберем xi = (e′i − e′n+i)/
√

2ai, i = 1, . . . , n. Тогава x2
i = 1, xixj = −xjxi и

(xixj)
2 = −1, ако i 6= j. Нататък, да дефинираме изометрия ϕ ∈ O(q1 ⊥ q2) чрез
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ϕ(v1,v2) = (v2,v1) за vi ∈ Vqi . ϕ също може да бъде записано като произведение на

рефлексии:

ϕ = T(e′1−e′n+1)/
√
a1
T(e′2−e′n+2)/

√
a2
· · ·T(e′n−e′2n)/

√
an ,

така че можем да изберем про-образ x = x1x2 · · · xn ∈ Pin(q1 ⊥ q2) на ϕ. Тъй като

n ≡ 0 (mod 4) и (xixjxkxl)
2 = 1, за четири различни индекса i, j, k, l ≤ n, получаваме

x2 = 1. От друга страна, от равенството (h−1
0 ⊕ 1)g(v1,v2) = (v2,v1) следва, че

ϕ = (h−1
0 ⊕ 1)g. Тогава u−1

h0
wg е про-образ на ϕ в Pin(q1 ⊥ q2), значи u−1

h0
wg = ±x има

ред 2. Следователно, w2
g = uh0w

−1
g uh0wg = uh0vh0 = wh0 , и доказателството на тази

стъпка е завършено.

II). Нека G е 2-група. Тази стъпка следва от стъпка I) и от транзитивността

както на индуцираните ортогонални представяния, така и на хомоморфизмите на

корестрикция.

III). Общият случай: |H| = 2tm, (t,m ≥ 1). Нека H е силова 2-подгрупа на H, и

да изберем също една силова 2-подгрупа G на G. Тогава имаме груповите разшире-

ния:

f : 1 −→ µ2 −→ H̃ −→ H −→ 1, f 1 : 1 −→ µ2 −→ H̃ −→ H −→ 1,

f : 1 −→ µ2 −→ G̃ −→ G −→ 1, f1 : 1 −→ µ2 −→ G̃ −→ G −→ 1,

където [f 1] = resH/H([f ]) и [f1] = resG/G([f ]). Според предишната стъпка, имаме също,

че [f1] = corG/H([f 1]). Комутативната диаграма:

H2(H,µ2)
cor−−−→ H2(G,µ2)yres

yres

H2(H, µ2)
cor−−−→ H2(G, µ2)

тогава ни дава corG/H ·resH/H([f ]) = [f1] = resG/G ·corG/H([f ]) = resG/G([f ]), и вземайки

предвид, че вертикалните изображения са инективни (виж [Se1, §2.4]), получаваме

това, което трябваше да се докаже.

Нека отново да предположим, че L/k е нормално разширение с крайна група G.

Можем винаги да намерим примитивен елемент θ такъв, че L = k(θ). Нека f(x) ∈ k[x]

е минималният полином на θ от степен n = [L : k], и нека θ = θ1, θ2, . . . , θn са

спрегнатите на θ. Тогава G = G(f) се влага транзитивно в симетричната група Sn.
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За дадена собствена подгрупа H на G, да положим m = |H| и k = (G : H) =

n/m. Очевидно, θ също така е примитивен елемент на разширението L/K, където

K = LH . Тъй като минималният полином на θ над K дели f(x), можем да считаме,

че θ = θ1, θ2, . . . , θm за 1 < m = [L : K] < n са спрегнатите на θ над K. H се влага

транзитивно в Sm, така че можем да образуваме груповото разширение

(2.10) 1 −→ µ2 −→ H̃ −→ H −→ 1,

което представлява ограничението на груповото разширение

1 −→ µ2 −→ S̃m −→ Sm −→ 1,

където S̃m е положителната двойна обвивка на Sm.

Нататък, да припомним, че за квадратичната форма q1 = 〈1, . . . , 1〉 върху

V1 = km имаме, че Sm се влага в Om(k) = O(q1), откъдето получаваме ортогонално

представяне H ↪→ Om(k). Да положим q = q1 ⊥ q2 ⊥ · · · ⊥ qs и V = V1⊕ V2⊕ · · · ⊕ Vs,
където q1 = q2 = · · · = qs и V1 = V2 = . . . Vs. По този начин получаваме индуцирано

ортогонално представяне G ↪→ On(k), което е идентично с транзитивното влагане на

G = G(f) в Sn. Да вземем сега груповото разширение

(2.11) 1 −→ µ2 −→ G̃ −→ G −→ 1,

което се явява ограничението на груповото разширение

1 −→ µ2 −→ S̃n −→ Sn −→ 1.

Да означим с f ∈ Z2(H,µ2) 2-кокласа представящ (2.10) и с f ∈ Z2(G,µ2) 2-кокласа

представящ (2.11), т.е. f = res(sm) и f = res(sn). От теорема 2.5.2 сега следва, че

[f ] = corG/H([f ]), при допълнителното предположения H ↪→ SOm(k) иm ≡ 0 (mod 4).

Забележка 2.5.3. Транзитивното влагане, за което става дума тук е частен случай

на влагането описано в [Le4, Ch. 6, S. 2] и [Se3, p. 653], където е взет елемент θ, който

не е непременно примитивен. Така че ако θ не е примитивен, т.е. l = deg θ < n, можем

да получим транзитивно влагане на G в Sl. В пример 4.3.14 ще илюстрираме разли-

ката между груповите разширения, получени чрез двата вида транзитивни влагания

на модулярната 2-група.
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2.6 Специални диедрални представяния

Нека char(k) 6= 2 и нека k съдържа примитивен n-ти корен на единицата η за n-

четно. Нека H ∼= D2n е диедралната група от ред 2n, породена от елементи h0 и h1

със съотношения hn0 = h2
1 = 1, h1h0 = h−1

0 h1.

Според [Fr] можем да конструираме диедрално ортогонално представяне (което

не е специално) H ↪→ O(q1), където (V1, q1) е квадратично пространство такова, че

квадратичната форма q1 е асоциирана с билинейната форма b1(x, y) зададена чрез

b1(u,v) = 1, b1(u,u) = b1(v,v) = 0 за някакъв базис u,v на V1. Действието на H

върху V1 се задава чрез

h0(u) = uη, h0(v) = vη−1, h1(u) = v, h1(v) = u.

Да извършим смяна на базиса на V1. Полагаме u1 = u+ v и u2 = u− v. Получаваме

b1(u1,u1) = 2, b1(u2,u2) = −2, b1(u1,u2) = 0, т.е. q1
∼=< 2,−2 >. Действието на H

върху u1 и u2 тогава е

h0(u1) =
1

2

(
(η + η−1)u1 + (η − η−1)u2

)
, h1(u1) = u1,

h0(u2) =
1

2

(
(η − η−1)u1 + (η + η−1)u2

)
, h1(u2) = −u2.

Нататък, нека H е подгрупа на диедралната група G ∼= D4n, т.е. G се поражда

от елементи g и h1 такива, че g2 = h0, h1g = g−1h1. Можем да построим индуцираното

ортогонално представяне G ↪→ O(q), където V = V1⊕V2, q = q1 ⊥ q2 =< 2,−2, 2,−2 >

, V1 ≡ V2, q1 ≡ q2. Да припомним действието на G:

h(v1,v2) = (hv1, g
−1hgv2) и hg(v1,v2) = (hh0v2, g

−1hgv1),

за h ∈ H и vi ∈ Vqi , i = 1, 2. Следователно, действието на G върху базиса w1 =

(u1, 0),w2 = (u2, 0),w3 = (0,u1),w4 = (0,u2) ∈ V е

g(w1) = w3, g(w3) = (h0u1, 0) =
1

2

(
(η + η−1)w1 + (η − η−1)w2

)
,

g(w2) = w4, g(w4) = (h0u2, 0) =
1

2

(
(η − η−1)w1 + (η + η−1)w2

)
,

h1(w1) = w1, h1(w3) =
1

2

(
(η + η−1)w3 − (η − η−1)w4

)
,

h1(w2) = −w2, h1(w4) =
1

2

(
(η − η−1)w3 − (η + η−1)w4

)
.
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Лесно се проверява, че това е специално представяне. Нещо повече, ако (VQ, Q)

е квадратично пространство над k и H ↪→ O(Q) е ортогонално представяне на под-

група H на групата G такава, че G = H ∪ gH и g2 = h0 ∈ SO(Q), то индуцираното

ортогонално представяне G ↪→ O(Q ⊥ Q) е специално тогава и само тогава, когато

dim(VQ) е четно число. Наистина, матрицата на произволно h ∈ H като линейно

изображение, действащо във VQ ⊕ VQ е

Bh =

(
Ah 0
0 Ag−1hg

)
,

където Ah е матрицата на h действащо във VQ. Матрицата на g тогава е

Bg =

(
0 I

Ah0 0

)
,

където I е единичната матрица от ред dim(VQ). Следователно, det(Bh) = 1 и det(Bg) =

(−1)dim(VQ).

Нека сега да опишем подгрупата G̃ на Spin(q). Пресмятанията показват, че

трансформацията g се получава чрез спрягане с елемента

z =

(
1

2
(1− η)w1w2 + η + 1

)
(w1 −w3)(w2 −w4),

откъдето спинорната норма е sp(g) = N(z) = −82η. Тогава про-образа на g в G̃ е

g̃ = (i/8)µ−1z, където µ2 = η, i2 = −1. Нататък,

g̃4 =
η−2

2

(
1

2
(1− η4)w1w2 + η4 + 1

)
,

откъдето

g̃2n = g̃4·n/2 =
η−n

2n/2

(
1

2
(1− η2n)w1w2 + η2n + 1

)
· 2n/2−1 = 1.

Трансформацията h1, на свой ред, се получава чрез спрягане с елемента

y =

(
1

2
(1− η)w3w4 − (η + 1)

)
w2w4,

откъдето sp(h1) = N(y) = 16η. Тогава про-образа на h1 в G̃ е h̃1 = (µ−1/4)y и

h̃2
1 =

η−1

16

(
−1

4
(1− η)2(w3w4)2 + (1 + η)2

)
(w2w4)2

= −η
−1

4

(−(1− η)2 + (1 + η)2
)

= −1.
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Накрая, имаме (h̃1g̃)2 = −1, значи G̃ има представяне

G̃ ∼= 〈g̃, h̃1, ρ | g̃2n = ρ2 = 1, h̃2
1 = ρ, h̃1g̃ = g̃−1h̃1, ρ − централен〉.

В частост, виждаме, че 2-кокласа съответстващ на

(2.12) 1 −→ µ2
∼= 〈ρ〉 −→ G̃ −→ G ∼= D4n −→ 1

е нетривиален, докато е известно, че корестрикцията на 2-кокласа съответстващ на

(2.13) 1 −→ µ2 −→ H̃ −→ H ∼= D2n −→ 1

е тривиален.

Нека M/k е разширение на Галоа с група на Галоа G ∼= D4n, нека K = MH =

k(
√
a1) е неподвижното подполе на H, и нека L = M 〈g4〉 = k(

√
r(α + β

√
a1),
√
b) е

неподвижното подполе на подгрупата 〈g4〉, където α2 − a1β
2 = a1b, r, β ∈ k∗, α ∈ k и

Gal(L/k) ∼= D8.

Теорема 2.6.1. ([Mi4, Proposition 5.1]) Препятствието на задачата за вложимост

(M/k, G̃, µ2) е (b,−1) ∈ Br2(k).

Доказателство: С помощта на [Fr, Th. 6 (i)] и [KR, Lemma 2.3] можем да

пресметнем усуканата квадратична форма qt на индуцираната квадратична форма

q:

qt =< 2tr(a), 2tr(a)N(a)a1,−2tr(a)b,−2tr(a)bN(a)a1 >,

където a ∈ K е описан в [Fr, Ex. 5]. Инвариантите на Хасе-Вит за q и qt са съответно

(−1,−1) и (−1,−1)(b,−N(a)a1). Според [Fr, (7.10)], препятствието на задачата за

вложимост (M/K, H̃, µ2) е (a, b)(η, r(α + β
√
a1)). Да отбележим, че трябва да имаме

corK/k((a, b)(η, r(α + β
√
a1))) = (N(a), b)(η, a1b) = 1, понеже корестрикцията на 2-

кокласа съответстващ на (2.13) е тривиална. Накрая, от теорема 2.4.6 получаваме,

че препятствието е

hw(q)hw(qt)(a1, sp(g))(b, sp(h1)) = (b,−a1)(η, a1b)(a1,−η)(b, η) = (b,−1).
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Глава 3
Препятствия за реализиране на
малки 2-групи като групи на Галоа

Препятствията за реализирането на групи от ред 2n при n ≤ 4 са изложени в

работата [Ми]. За да бъдат пресметнати препятствията на групи от ред 32 и по-висок,

обаче е необходимо пълното описание на разширенията на Галоа, които реализират

групите от ред 16. Този проблем до голяма степен е решен в статията на Ледет [Le3],

където се показва, че ако една група има препятствие, което е произведение на два

кватернионни класа, то е възможно пълното описание на разширенията на Галоа,

които я реализират. Тъй като кватернионната група от ред 16 има препятствие,

което е произведение на три кватернионни класа, то такова описание не е възможно в

общия случай. Ние, обаче сме намерили редица частни случаи, в които това описание

е възможно. Първите три точки от параграф 3.1 са посветени на тези резултати,

публикуване в [Mi9].

В точка 3.1.4 показваме начина, по който можем да пресметнем явно препятс-

твията над локални полета. Тези резултати са публикувани в [Mi8].

Параграф 3.2 е посветен на реализирането на групите от ред 32 като групи

на Галоа. Тези резултати са публикувани в статията [Mi5] (също така са доразвити

в [Mi7]), където за първи път систематично са описани препятствията на всички

неабелови групи от ред 32. Има още няколко други статии, където са пресметнати

препятствията на някои групи от редове 32 и 64, например [Sm, ST, GS1, GS2].

3.1 Групи от редове 8 и 16 като групи на Галоа

Добре известно е, че съществуват 2 неабелови групи и 3 абелови групи от ред

8. Диедралната група D8 от ред 8 (означавана още с D4) се поражда от елементи σ и

65



τ със съотношения σ4 = τ 2 = 1 и τσ = σ3τ . Множеството от всички D8 разширения

се описва така: Нека a и b са квадратично независими над k такива, че (a, ab) = 1 ∈
Br(k), и нека за α1 ∈ k и α2 ∈ k∗ имаме ab = α2

1 − aα2
2. Тогава

K/k = k(

√
r(α1 − α2

√
a),
√
b)/k

е разширение на Галоа с група на Галоа D8, за всяко r ∈ k∗. Полагаме α = α1−α2

√
a

и α′ = α1 + α2

√
a. Тогава можем да считаме, че σ и τ действат по следния начин:

σ :
√
rα 7→

√
rα′,

√
rα′ 7→ −√rα,

√
b 7→
√
b;

τ :
√
rα 7→ √rα,

√
rα′ 7→ −

√
rα′,

√
b 7→ −

√
b.

Кватернионната група Q8 от ред 8 се поражда от елементи σ и τ такива, че

σ4 = τ 4 = 1, σ2 = τ 2 и τσ = σ3τ . На нас няма да ни е нужно описанието на Q8

разширения, така че ще го пропуснем. Това описание може да бъде намерено в [Wi].

Групата C4×C2 се поражда от два елемента, да речем ρ1 и ρ2 със съотношения

ρ4
1 = ρ2

2 = 1 и ρ1ρ2 = ρ2ρ1. Множеството от всички C4 × C2 разширения се описва

така: Нека a и b са квадратично независими над k такива, че (a, a) = 1 ∈ Br(k) и

нека c ∈ k∗ е такова, че a = 1 + c2. Тогава

K/k = k(

√
r(a+

√
a),
√
b)/k

е C4 × C2 разширение, за всяко r ∈ k∗. Можем да считаме, че ρ1 и ρ2 действат по

следния начин:

ρ1 :

√
r(a+

√
a) 7→

√
r(a−√a),

√
b 7→
√
b;

ρ2 :

√
r(a+

√
a) 7→

√
r(a+

√
a),
√
b 7→ −

√
b.

Останалите две абелови групи от ред 8 са цикличната група C8 и елементарната

абелова група C3
2 .

Неабеловите групи от ред 16 са 9 на брой: M16-модулярната група, SD16-

полудиедралната (квазидиедралната) група (означавана в различните източници

още с SD8 иQD8),D16-диедралната група (означавана още сD8),Q16-кватернионната

група, Qf C-пулбекът (директно произведение с обединена факторгрупа) на хомо-

морфизмите Q8 7→ C2 и C4 7→ C2, D f C- пулбекът на хомоморфизмите D8 7→ C2 и
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C4 7→ C2, DC-централното произведение на D8 и C4, D8 × C2 и Q8 × C2. Техните

представяния чрез пораждащи са:

M16
∼= 〈σ, τ | σ8 = τ 2 = 1, τσ = σ5τ〉,

SD16
∼= 〈σ, τ | σ8 = τ 2 = 1, τσ = σ3τ〉,

D16
∼= 〈σ, τ | σ8 = τ 2 = 1, τσ = σ−1τ〉,

Q16
∼= 〈σ, τ | σ8 = 1, τ 2 = σ4, τσ = σ−1τ〉,

Qf C ∼= 〈σ, τ | σ4 = τ 4 = 1, τσ = σ3τ〉,
D f C ∼= 〈σ, τ, ρ | σ4 = τ 2 = ρ2 = 1, τσ = σ3τρ, [σ, ρ] = [τ, ρ] = 1〉,
DC ∼= 〈σ, τ, ρ | σ4 = τ 2 = 1, τσ = σ3τ, σ2 = ρ2, [σ, ρ] = [τ, ρ] = 1〉.

3.1.1 Разширения на Галоа, реализиращи групата D f C

Нека k е поле с характеристика различна от 2, нека a и b са квадратично не-

зависими над k. Нека (a, a) = 1 ∈ Br(k) и да предположим, че α1, α2 ∈ k са такива,

че α2
1 − aα2

2 = a. Полагаме α = α1 − α2

√
a и α′ = α1 + α2

√
a. Тогава αα′ = a и

K1/k = k(
√
rα,
√
b)/k е C4×C2 разширение за всяко r ∈ k∗. Обратно, всички C4×C2

се описват по този начин. Групата C4 × C2 се поражда от елементи σ и τ такива, че

σ4 = τ 2 = 1 и техните действия са:

σ :
√
rα 7→

√
rα′,

√
rα′ 7→ −√rα,

√
b 7→
√
b;

τ :
√
rα 7→ √rα,

√
rα′ 7→

√
rα′,

√
b 7→ −

√
b.

Тогава препятствието на задачата за вложимост (K1/k,DfC, µ2) зададена с разши-

рението K1/k и груповото разширение

1 −→ 〈z〉 −→ D f C −→
x 7→σ
y 7→τ

C4 × C2 −→ 1

е (a, b) ∈ Br(k). Да предположим, че (a, b) = 1, така че съществуват β1, β2 ∈ k, за

които a = β2
1 − bβ2

2 . Полагаме β = β1 − β2

√
b и β′ = β1 + β2

√
b. Тогава ββ′ = a и

K2/k = k(
√
sβ,
√
ab)/k е D8 разширение за всяко s ∈ k∗. Групата D8 се поражда от

елементи σ1 и τ1 със съотношения σ2
1 = τ 2

1 = 1, |σ1τ1| = 4, и техните действия са:

σ1 :
√
sβ 7→ −

√
sβ,

√
sβ′ 7→

√
sβ′,

√
ab 7→ −

√
ab;

τ1 :
√
sβ 7→

√
sβ′,

√
sβ′ 7→

√
sβ,
√
ab 7→ −

√
ab;

σ1τ1 :
√
sβ 7→

√
sβ′,

√
sβ′ 7→ −

√
sβ,
√
ab 7→

√
ab.
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Препятствието на задачата за вложимост зададена с K2/k и груповото разши-

рение

1 −→ 〈x2〉 −→ D f C −→
x 7→σ1

y 7→τ1
D8 −→ 1

е (a, a) ∈ Br(k).

Ако ни е дадено, че (a, a) = (a, b) = 1, можем да построим композита K =

K1K2 = k(
√
rα,
√
b)k(
√
sβ,
√
ab). Ще покажем,че K/k е DfC разширение. Тъй като

полето K зависи от r и s, по този начин ще получим описание на всички D f C

разширения.

Очевидно,K/k е разширение на Галоа. Нека сега x, y ∈ G = Gal(K/k) са такива,

че техните ограничения върху K1 и K2 са:

x|K1 = σ, x|K2 = σ1; y|K1 = τ, y|K2 = τ1.

Действията на x и y са:

x :
√
rα 7→

√
rα′,

√
rα′ 7→ −√rα,

√
b 7→
√
b,

√
sβ 7→ −

√
sβ,

√
sβ′ 7→

√
sβ′,

√
ab 7→ −

√
ab;

y :
√
rα 7→ √rα,

√
rα′ 7→

√
rα′,

√
b 7→ −

√
b,

√
sβ 7→

√
sβ′,

√
sβ′ 7→

√
sβ,
√
ab 7→ −

√
ab.

По този начин получихме това, което ни трябваше: |x| = 4, |y| = 2 и елементите на

K2 са неподвижни под действието на x2. Да положим z = [y, x]. Действието на z е:

z :
√
rα 7→ √rα,

√
rα′ 7→

√
rα′,

√
b 7→
√
b,

√
sβ 7→ −

√
sβ,

√
sβ′ 7→ −

√
sβ′,

√
ab 7→

√
ab.

Следователно, |z| = 2 и елементите на K1 са неподвижни под действието на z. Също

така, лесно е да се проверят съотношенията [z, x] = [z, y] = 1. Оттук получаваме, че

K/k е D f C разширение и всички D f C разширения се описват по този начин.

3.1.2 Разширения на Галоа, реализиращи диедралната и полудиедрална-
та група от ред 16

Тук ще изложим описание на разширенията на Галоа, реализиращи групите

QD16 и D16, като групи на Галоа. С QD16 означаваме квазидиедралната група по-

родена от елементи u и v такива, че u8 = 1, v2 = u4 и vu = u3v. С D16 означаваме
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диедралната група от ред 16, породена от елементи u и v със съотношения u8 = v2 = 1

и vu = u−1v.

Нека a, b ∈ k∗ са квадратично независими, т.е. a, b и ab не са в k2. Нека също

(a, ab) = 1 ∈ Br(k), т.е. D8 се реализира като група на Галоа. Тогава съществу-

ват α, β ∈ k∗, за които α2 − aβ2 = ab. Следователно, всички D8 разширения са

{k(
√
r(α + β

√
a),
√
b)/k, r ∈ k∗}. Означаваме

ϕ =

√
r(α + β

√
a) and ψ =

√
r(α− β√a) =

α− β√a√
ab

ϕ,

където D8 е породена от два елемента σ и τ такива, че

σ : ϕ 7→ ψ,
√
b 7→
√
b; τ : ϕ 7→ ϕ,

√
b 7→ −

√
b.

Да отбележим още, че

σ : ψ 7→ −ϕ, τ : ψ 7→ −ψ.

От [Le3] са известни следните теореми, даващи описание на QD16 и D16 разши-

ренията:

Теорема 3.1.1. Нека α 6= 0. Задачата за вложимост зададена с K/k = k(ϕ,
√
b)/k

и груповото разширение

(3.1) 1 −→ µ2 −→ QD16 −→u7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато квадратичните форми 〈b, 2rα, 2brα〉 и
〈a, 2, 2a〉 са еквивалентни над k. Ако тази еквивалентност се изразява чрез мат-

рицата P:

Pt〈b, 2rα, 2brα〉P = 〈a, 2, 2a〉,

можем да считаме, че det P = a/brα и да получим всички решения

K(
√
sωQD)/k = k(

√
sωQD,

√
b)/k, s ∈ k∗,

където

ωQD = 1 + p11

√
b/
√
a+

1

2
(p22 + p23/

√
a− p32

√
b+ p33

√
b/
√
a)ϕ

+
1

2
(p22 − p23/

√
a+ p32

√
b+ p33

√
b/
√
a)ψ.
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Теорема 3.1.2. Нека α 6= 0. Задачата за вложимост зададена с K/k = k(ϕ,
√
b)/k

и груповото разширение

(3.2) 1 −→ µ2 −→ D16 −→u7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато квадратичните форми 〈b, rα, brα〉 и

〈ab, 2b, 2a〉 са еквивалентни над k. Ако тази еквивалентност се изразява чрез мат-

рицата P:

Pt〈b, rα, brα〉P = 〈ab, 2b, 2a〉,

можем да считаме, че det P = 2a/rα и да получим всички решения

K(
√
sωD)/k = k(

√
sωD,

√
b)/k, s ∈ k∗,

където

ωD = 1− p11/
√
a+

1

2
(p32 + p23/

√
a)ϕ+

1

2
(p22/

√
b− p33

√
b/
√
a)ψ.

Препятствията на задачита за вложимост зададени с груповите разширения

(3.1) и (3.2) са, съответно, (−b,−2rα)(−a,−2) ∈ Br(k) и (−ab,−2a)(−b,−rα) ∈ Br(k).

В частия случай b = −1 можем да считаме, че всички D8 разширения са k( 4
√
a, i)/k

и действието на пораждащите на D8 е

σ : 4
√
a 7→ 4

√
ai, σ : i 7→ i; τ : 4

√
a 7→ 4

√
a, τ : i 7→ −i.

Теорема 3.1.3. Задачата за вложимост зададена с K/k = k( 4
√
a, i)/k, имащо група

на Галоа D8, и груповото разширение

(3.1) 1 −→ µ2 −→ QD16 −→u7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато

∃p, q ∈ k : p2 + aq2 = −2.

Решенията са:

K(
√
rωQD)/k = k(

√
rωQD, i)/k, r ∈ k∗,

където ωQD = (1 + i)(p+ qi
√
a) 4
√
a.
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Теорема 3.1.4. Задачата за вложимост зададена с K/k = k( 4
√
a, i)/k, имащо група

на Галоа D8, и груповото разширение

(3.2) 1 −→ µ2 −→ D16 −→u7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато

∃p, q ∈ k : p2 − aq2 = 2.

Решенията са:

K(
√
rωD)/k = k(

√
rωD, i)/k, r ∈ k∗,

където ωD = (p+ q
√
a) 4
√
a.

Ще продължим с описанието на полудиедралните разширения. Полудиедрал-

ната група SD16 от ред 16 е породена от елементи u и v със съотношения u8 = v2 = 1

и vu = u3v. Разбира се, групата SD16 е изоморфна на квазидиедралната група QD16.

Груповите разширения (3.1) и (3.3), обаче не са еквивалентни, откъдето препятс-

твията и описанието на разширенията на Галоа за тези две групи се различават

съществено. Препятствието за влагането на D8 разширение в SD16 разширение е

(a,−2)(−b, 2rα) = (−ab,−2)(−b,−rα) ∈ Br(k), както е пресметнато в [Le1, Mi1].

Следователно, ако α 6= 0, задачата за вложимост зададена с K/k = k(ϕ,
√
b)/k

и груповото разширение

(3.3) 1 −→ µ2 −→ SD16 −→u 7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато формата 〈b, rα, brα〉 е еквивалентна на

〈ab, 2, 2ab〉 над k. Нека тази еквивалентност се изразява чрез матрицата P:

Pt〈b, rα, brα〉P = 〈ab, 2, 2ab〉,

и да предположим, че det P = 2a/rα. Дефинираме матрица P′:

P′ =



−1 0 0
0 1/2 1/2
0 1/2 −1/2


 〈
√
b, 1,
√
b〉P〈1/

√
b, 1, 1/

√
b〉.

Можем да считаме, че det P′ = a/rα и да означим α′ = α/
√
b, β′ = β/

√
b. Полагаме

ω = 1 + p′11/
√
a+

1

2
[(p′22 − p′32) + (p′23 + p′33)/

√
a]ϕ

+
1

2
[(p′22 + p′32)− (p′23 − p′33)/

√
a]
α′ − β′√a√

a
ϕ,
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където p′ij са елементите на матрицата P′. Тогава

ω = 1− p11/
√
a+

1

2
[
√
bp32 + p23/

√
ab]ϕ+

1

2
[p22 − p33/

√
a]
α− β√a√

a
√
b
ϕ,

откъдето K(
√
ω)/k(

√
b) е C8 разширение. Сега можем да положим

ωSD = σω = 1 + p11/
√
a+

1

2
(p32

√
b− p23/

√
ab)ψ − 1

2
[p22 + p33/

√
a]ϕ.

Тогава τωSD = ωSD, значи K(
√
ωSD)/k е нормално, и понеже про-образът на τσ в

групата на Галоа е от ред 4, тази група е точно SD16. Така получаваме следната

Теорема 3.1.5. ([Mi9, Theorem 2.5]) Нека α 6= 0. Задачата за вложимост зададена

с K/k = k(ϕ,
√
b)/k и груповото разширение

(3.3) 1 −→ µ2 −→ SD16 −→u 7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато квадратичните форми 〈b, rα, brα〉 и

〈ab, 2, 2ab〉 са еквивалентни над k. Ако тази еквивалентност се изразява чрез мат-

рицата P:

Pt〈b, rα, brα〉P = 〈ab, 2, 2ab〉,
можем да считаме, че det P = 2a/rα и да получим всички решения

K(
√
sωSD)/k = k(

√
sωSD,

√
b)/k, s ∈ k∗,

където ωSD е както по-горе.

За b = −1 имаме:

Теорема 3.1.6. ([Mi9, Theorem 2.6]) Задачата за вложимост зададена с K/k =

k( 4
√
a, i)/k, имащо група на Галоа D8, и груповото разширение

(3.3) 1 −→ µ2 −→ SD16 −→u 7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато

∃p, q ∈ k : p2 − aq2 = −2.

Решенията са:

K(
√
rωSD)/k = k(

√
rωSD, i)/k, r ∈ k∗,

където ωSD = (p+ q
√
a) 4
√
a.
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3.1.3 Разширения на Галоа, реализиращи кватернионната група от ред
16

В тази точка ще разгледаме три вида разширения на Галоа, имащи кватернионната

група Q16 като група на Галоа. Нека кватернионната група е породена от елементи

u и v със съотношения u8 = 1, v2 = u4 и vu = u−1v. Тогава задачата за вложимост

зададена с K/k = k(ϕ,
√
b)/k и груповото разширение

(3.4) 1 −→ µ2 −→ Q16 −→u7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (ab, 2)(b,−1)(−b, rα) = 1 ∈ Br(k) (виж

[Le1]).

Ще разгледаме три частни случая, когато един от елементите a, b, ab е сума

на два квадрата. Ще използваме следния аргумент: Ако една група от ред 16 има

експонента 8 и

1 −→ µ2 −→ G −→
u7→σ
v 7→τ

D8 −→ 1

е неразцепимо разширение, то G е изоморфна на една от групите QD16 (SD16), D16

или Q16. Нещо повече, групата G се определя еднозначно от редовете на про-образите

u, v, uv на пораждащите σ, τ, στ ∈ D8.

Теорема 3.1.7. ([Mi9, Proposition 3.1]) Нека (a,−1) = 1 ∈ Br(k), т.е. ∃x, y ∈ k

такива, че a = x2−ay2. Тогава всички решения на задачата за вложимост зададена

с K/k = k(ϕ,
√
b)/k и груповото разширение (3.4) са

K(
√
s(x+ y

√
a)ωQD)/k = k(

√
s(x+ y

√
a)ωQD,

√
b)/k, s ∈ k∗,

където ωQD е както в теорема 3.1.1 или 3.1.3.

Доказателство: Препятствието е

(ab, 2)(b,−1)(−b, rα) = (ab,−2)(ab,−1)(b,−1)(−b, rα) = (ab,−2)(−b, rα) ∈ Br(k),

което е точно препятствието за реализирането на QD16.

Нека сега (ab,−2)(−b, rα) = 1 ∈ Br(k) и ωQD задава едно QD16 разширение.

Тогава στωQD = ωQD, и полагаме ωQ = (x + y
√
a)ωQD. Имаме, че στωQ = a2

στωQ,

където

aστ =

√
a

x+ y
√
a
.
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Оттук K(
√
ωQ)/k е разширение на Галоа и про-образите на στ и τ в групата на Галоа

G са от ред 4, понеже aστστaστ = −1. Следователно, K(
√
sωQ)/k е Q16 разширение.

Теорема 3.1.8. ([Mi9, Proposition 3.2]) Нека (b,−1) = 1 ∈ Br(k), т.е. ∃x, y ∈ k

такива, че b = x2−by2. Тогава всички решения на задачата за вложимост зададена

с K/k = k(ϕ,
√
b)/k и груповото разширение (3.4) са

K(

√
s(x+ y

√
b)ωD)/k = k(

√
s(x+ y

√
b)ωD,

√
b)/k, s ∈ k∗,

където ωD е както в теорема 3.1.2 или 3.1.4.

Доказателство: Препятствието е

(ab, 2)(b,−1)(−b, rα) = (ab, 2)(−b, rα) ∈ Br(k),

което съвпада с препятствието за реализирането на D16.

Нека сега (ab, 2)(−b, rα) = 1 ∈ Br(k) и ωD задава някое D16 разширение. Тук

τωD = ωD, στωD = a2
στωD; про-образите на τ и σ в D16 са от ред 2, и ще положим

ωQ = (x+ y
√
b)ωD. Сега имаме, че τωQ = a2

τωQ и στωQ = a′2στωQ, където

aτ =

√
b

x+ y
√
b
, a′στ = aτaστ .

От aττaτ = −1, aστστaστ = 1 получаваме a′στστa′στ = aττaτaστστaστ = −1, значи про-

образите на τ и στ в G имат ред 4. Следователно, K(
√
sωQ)/k е Q16 разширение.

Теорема 3.1.9. ([Mi9, Proposition 3.3]) Нека (ab,−1) = 1 ∈ Br(k), т.е. ∃x, y ∈ k та-

кива, че ab = x2−aby2. Тогава всички решения на задачата за вложимост зададена

с K/k = k(ϕ,
√
b)/k и груповото разширение (3.4) са

K(

√
s(x+ y

√
ab)ωSD)/k = k(

√
s(x+ y

√
ab)ωSD,

√
b)/k, s ∈ k∗,

където ωSD е както в теорема 3.1.5 или 3.1.6.

Доказателство: Препятствието е

(−ab,−2)(ab,−1)(−1,−2)(b,−1)(−b, rα) = (−ab,−2)(−b,−rα) ∈ Br(k),

което е точно препятствието за реализирането на SD16. Нека сега (−ab,−2)(−b,−rα) =

1 ∈ Br(k) и ωSD задава някое SD16 разширение. Тук τωSD = ωSD, στωSD = a2
στωSD;
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про-образът на τ е от ред 2 и про-образът на στ е от ред 4 (в SD16), и полагаме

ωQ = (x+ y
√
ab)ωSD. Сега имаме, че τωQ = a2

τωQ и στωQ = a2
στωQ, където

aτ =

√
ab

x+ y
√
ab
.

От aττaτ = −1 и aστστaστ = −1 получаваме, че про-образите на τ и στ в G имат ред

4. Следователно, K(
√
sωQ)/k е Q16 разширение.

Нека b ∈ k∗ \ (k∗)2, нека L = k(
√
b), и нека L съдържа примитивен 8-ми корен

на единицата ζ. Нашата цел оттук до края на тази точка ще бъде да опишем всички

разширения на Галоа M/k, които са решения на задачата за вложимост зададена

чрез L/k и груповото разширение

(3.5) 1 −→ C8 = 〈u〉 −→ Q16 −→ C2
∼= Gal(L/k) −→ 1,

където Q16 се поражда от u и v със съотношенията описани в началото на тази точка.

Да предположим сега, че M е циклично разширение на L от степен 8. Тогава

M = L(ω1/8) според Кумеровата теория. Ако Gal(L/k) = {1, v}, тоM е разширение на

Галоа над k тогава и само тогава, когато v(ω) = ωtβ8, където β ∈ L∗ и t2 ≡ 1 (mod 8).

Това означава, че трябва да намерим явно описание на елемента ω.

Ако G е група от ред 16, която съдържа циклична подгрупа 〈u〉 от ред 8, то G

се поражда от елементи u и v такива, че

1. |u| = 8, v /∈ 〈u〉;

2. vuv−1 = uj, v2 = ul;

3. j2 ≡ 1 (mod 8), l(j − 1) ≡ 0 (mod 8).

Добре известно е, чеG ∼= Q16 тогава и само тогава, когато j ≡ −1 и l ≡ 4 (mod 8).

Тъй като ζ ∈ L, имаме v(ζ) = ζr, където r е цяло число такова, че gcd(r, 8) = 1, т.е. r

е нечетно. Означаваме ζ =
√

2
2

(1 + i), където i =
√−1. Тогава са възможни следните

четири случая:

1. r ≡ 1, т.е. ζ ∈ k;

2. r ≡ −1, т.е.
√

2 ∈ k и b =2 −1;

3. r ≡ 5, т.е. i ∈ k и b =2 2;
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4. r ≡ −5, т.е.
√−2 ∈ k и b =2 −1 =2 2.

Задачата за вложимост зададена с L/k = k(
√
b)/k и груповото разширение (3.5)

е разрешима тогава и само тогава, когато съществува a ∈ k такова, че a и b са

квадратично независими над k, (a, ab) = 1 ∈ Br(k) и (ab, 2)(b, b)(−b, x) = 1 ∈ Br(k)

за някои x ∈ k (виж [MZ4]). Означаваме с N норменото изображение NL/k : L → k.

Да разгледаме сега всеки от четирите случая.

Ако r ≡ 1, т.е. ζ ∈ k, то задачата за вложимост зададена с L/k и (3.5) е разре-

шима тогава и само тогава, когато съществува a такова, че (a, b) = 1, т.е. ∃γ ∈ L, за
което a = N(γ) и b са квадратично независими. Описанието на всички Q16 разшире-

ния е дадено в теорема 3.1.14.

Ако r ≡ −1, т.е.
√

2 ∈ k и b =2 −1, то задачата за вложимост е разрешима тогава

и само тогава, когато съществува a такова, че a и −1 са квадратично независими и

(−1,−1) = 1, т.е. −1 = N(γ) за някое γ ∈ L. Описанието на всички Q16 разширения

е дадено в теорема 3.1.15.

Ако r ≡ 5, т.е. i ∈ k и b =2 2, то задачата за вложимост е разрешима тогава

и само тогава, когато съществува a такова, че (a, 2) = 1, още a = N(γ) и 2 са

квадратично независими. Описанието на всички Q16 разширения е дадено в теорема

3.1.16.

Ако r ≡ −5, т.е.
√−2 ∈ k и b =2 −1 =2 2, то задачата за вложимост е разрешима

тогава и само тогава, когато съществува a такова, че (a, 2) = 1, още a = N(γ) и 2 са

квадратично независими. Описанието на всички Q16 разширения е дадено в теорема

3.1.17.

Сега ще изложим няколко леми, които се явяват частни случаи на резултати,

получени в [HLW].

Лема 3.1.10. Ако δ, δ′ ∈ L∗ и v(δ)/δ = v(δ′)/δ′, то δ′ = dδ, за някое d ∈ k.

Лема 3.1.11. Нека ζ =
√

2
2

(1 + i) ∈ L. Нека M = L( 8
√
ω), за някое ω ∈ L и да

предположим, че [M : L] = 8. ТогаваM/k реализира Q16 като група на Галоа тогава

и само тогава, когато v(ω) = ωtβ8, където t ≡ −r (mod 8), ω(t2−1)/8βtv(β) = ζ l1 и

l1 ≡ 4 (mod 8).

Лема 3.1.12. Ако b /∈ −k2 (т.е. L = k(
√
b) 6= k(i)), то k ∩ L8 = k8 ∪ b4k8 и k ∩ L4 =

k4 ∪ b2k4.
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Лема 3.1.13. L 6= k(i) (т.е. i ∈ k) тогава и само тогава, когато r ≡ 1 (mod 4); ζ ∈
k тогава и само тогава, когато r ≡ 1 (mod 8).

С помощта на тези леми ще докажем следните теореми.

Теорема 3.1.14. ([Mi9, Theorem 4.5]) Нека L = k(
√
b), ω ∈ L и нека ζ ∈ k. Тогава

M/k = L( 8
√
ω)/k е Q16 разширение тогава и само тогава, когато ω = (c

√
b)4N(γ)/γ2,

където c ∈ k∗, γ ∈ L∗ и N(γ) /∈ k2 ∪ bk2.

Доказателство: Нека ω е както в условието. Тогава
√
ω = ±c2b

√
N(γ)/γ.

Тъй като a = N(γ) и b са квадратично независими, имаме [L(
√
ω) : L] = 2, L(

√
ω) =

k(
√
a,
√
b) – биквадратично разширение над k и [M : L] = 8. Нататък, N(ω) =

(c
√
b)8 = δ8, където δ = c

√
b ∈ L∗. Следователно v(ω) = ω−1δ8, откъдето M/k е

разширение на Галоа и t = −1. Още, ρ = ω(t2−1)/8δtv(δ) = v(δ)/δ = −1 = ζ l1 , значи

l1 ≡ 4 и M/k е Q16 разширение.

Да предположим сега, че M/k = L( 8
√
ω)/k е Q16 разширение. Тогава t = −1 и

N(ω) = δ8 за δ ∈ L∗. От лема 3.1.12 следва, че δ8 ∈ k ∩ L8 = k8 ∪ b4k8. Ако δ8 ∈ k8,

то δ ∈ k, понеже ζ ∈ k. В този случай, ρ = v(δ)/δ = 1 = ζ l1 , откъдето l1 ≡ 0,

значи M/k не е Q16 разширение, което е противоречие. Следователно, δ8 ∈ b4k8, т.е.

δ = c
√
b, c ∈ k∗. Тогава ρ = v(δ)/δ = −1, значи l1 ≡ 4. Нататък, (ω/δ4)v(ω/δ4) =

N(ω)/δ8 = 1 и от теорема 90 на Хилберт следва, че ω/δ4 = v(γ)/γ, за някое γ ∈ L∗.
Оттук ω = δ4v(γ)/γ = (c

√
b)4N(γ)/γ2. Да предположим сега, че u( 8

√
ω) = 8

√
ωζ. Тогава

√
ω се съдържа в неподвижното подполе на u2, което трябва да бъде биквадратично

разширение на k. Следователно, a = N(γ) и b са квадратично независими.

Теорема 3.1.15. ([Mi9, Theorem 4.6]) Нека
√

2 ∈ k, L = k(i) и нека ω ∈ L∗. Тогава
M/k = L( 8

√
ω)/k е Q16 разширение тогава и само тогава, когато

ω =





c1i, ако c1 ∈ k,−1 = α8, N(α) = −1, и c1 /∈ k2 ∪ −k2;
c2(1 + γ8), ако c2 ∈ k,N(γ) = −1, 1 + γ8 = dδ2, d ∈ k∗, δ ∈ L∗, и

c2d /∈ k2 ∪ −k2.

Доказателство: Да предположим, че ω е както в условието. Ако ω = c1i,

то
√
ω = ±√c1α4 = ±√c1α

2. Оттук L(
√
ω) = k(

√
c1,
√
b) е биквадратично над k и

[M : L] = 8. Нататък, v(ω) = −ω = ωα8, значи t = 1 и r ≡ −1. Също така, ρ =

αv(α) = N(α) = −1 = ζ l1 , значи l1 ≡ 4 и M/k е Q16 разширение. Ако ω = c2(1 + γ8),

то
√
ω = ±√c2dδ. Оттук [M : L] = 8. Нататък, v(ω) = c2(1 + v(γ8)) = ωβ8, където

β = v(γ). Тъй като N(β) = N(γ) = −1 = ζ l1 , M/k е Q16 разширение.
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Нека сега M/k е Q16 разширение. Ако v(ω) = −ω, то ω = c1i, c1 ∈ k. Тъй

като r ≡ −1, имаме t = 1, т.е. v(ω) = ωα8, α ∈ L∗, значи α8 = −1. Също така,

ρ = αv(α) = N(α) = −1 = ζ4, понеже l1 ≡ 4. Нататък, неподвижното подполе

на u2 е биквадратично над k, значи u2(
√
ω) =

√
ω = ±√c1α

2. Оттук c1 и −1 са

квадратично независими, т.е. k(
√
c1, i)/k е биквадратично разширение. Ако v(ω) 6=

−ω, то v(ω)/ω = β8 6= −1, следователно 1 + v(β8) 6= 0. От N(β8) = 1 следва, че

v(ω)/ω = β8 =
1 + β8

1 + v(β8)
=
v(1 + v(β8))

1 + v(β8)
,

и лема 3.1.10 ни дава, че ω = c2(1 + γ8), където γ = v(β) и N(γ8) = 1. Сега, от

ρ = N(β) = −1 следва, че N(γ) = −1. Тъй като неподвижното подполе на u2 трябва

да е биквадратично над k, получаваме, че 1 + γ8 = dδ2, където d ∈ k∗ и δ ∈ L∗.

Имаме тогава, че
√
ω = ±√c2dδ, следователно c2d и −1 трябва да са квадратично

независими над k.

Теорема 3.1.16. ([Mi9, Theorem 4.7]) Нека i ∈ k, L = k(
√

2) и нека ω ∈ L∗. Тогава
M/k = L( 8

√
ω)/k е Q16 разширение тогава и само тогава, когато ω = c3/γ2, където

c ∈ k∗, γ ∈ L∗, N(γ) = −c и c /∈ k2 ∪ 2k2.

Доказателство: Да предположим, че ω е както в условието. От c /∈ k2 ∪
2k2 следва, че L(

√
ω) = k(

√
c,
√

2) е биквадратично над k и [M : L] = 8. Нататък,

v(ω)/ω3 = γ8/c6N(γ2) = β8, където β = γ/c. Следователно t = 3 и (t2 − 1)/8 = 1,

значи ρ = ωβ3v(β) = N(γ)/c = −1 = ζ l1 . Оттук M/k е Q16 разширение.

Нека сега M/k = L( 8
√
ω)/k е Q16 разширение. Тогава v(ω) = ω3β8, β ∈ L∗,

откъдето N(ω) = (ωβ2)4 ∈ L4∩k. От лема 3.1.12 следва, че L4∩k = k4∪4k4, откъдето

ωβ2 = c или ωβ2 =
√

2c за c ∈ k. Имаме, че N(ω) ∈ k2. От друга страна, ако ωβ2 =√
2c, то N(ωβ2) = −2c2 ∈ −2k2 = 2k2 6= k2, което е противоречие. Така единствената

възможност, която остава е ωβ2 = c. Нека γ = cβ. Тогава ω = c/β2 = c3/γ2 и N(γ2) =

c4N(c/ω) = c2, т.е. N(γ) = ±c. Ако N(γ) = c, то ρ = ωβ3v(β) = N(γ)/c = 1 = ζ l1 ,

значи l1 ≡ 0, което е противоречие. Следователно N(γ) = −c. Също така, c и 2 трябва

да бъдат квадратично независими над k, понеже [M : L] = 8.

Теорема 3.1.17. ([Mi9, Theorem 4.8]) Нека
√−2 ∈ k, L = k(

√
i) и нека ω ∈ L∗. Тогава

M/k = L( 8
√
ω)/k е Q16 разширение тогава и само тогава, когато ω = N(γ)η2/γ4,

където η ∈ ik, γ ∈ L∗ и N(γ) /∈ k2 ∪ −k2.
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Доказателство: Да предположим, че ω е както в условието. От N(γ) /∈ k2 ∪
−k2 следва, че L(

√
ω) е биквадратично над k и [M : L] = 8. Тъй като r ≡ 3, трябва

да покажем, че t = 5 и l1 ≡ 4. Наистина, v(ω)/ω4 = ωβ8, където β = γ2/v(γ)η. Също

така, ρ = ω3β5v(β) = η/v(η) = −1, значи l1 ≡ 4. Следователно, M/k = L( 8
√
ω)/k е

Q16 разширение.

Нека сегаM/k = L( 8
√
ω)/k е Q16 разширение. Тогава v(ω) = ω5β8, където β ∈ L∗

и l1 ≡ 4. Оттук v(ω)/ω = (ωβ2)4. Нека α = N(ωβ2) ∈ k. Тогава α4 = N((ωβ2)4) =

N(v(ω)/ω) = 1. Следователно, α2 = ±1. Ако α2 = −1, то α = ±i ∈ k, което е

противоречие. Тогава α2 = 1, значи α = ±1. Нека δ = ωβ2. Ако N(δ) = 1, то

δ = γ/v(γ), за някое γ ∈ L∗. Следователно, ω = γ/v(γ)β2 = N(γ)η2/γ4, където

η = γ2/v(γ)β. Също така, ρ = ω3β5v(β) = η/v(η) = ζ4 = −1, значи v(η) = −η,
т.е. η ∈ ik. Ако α = −1, т.е. N(δ) = −1, то v(ωδ2) = ωδ4v(δ2) = ωδ2, т.е. ωδ2 ∈ k.

Следователно, N(ωδ2) ∈ k2 и N(ω) ∈ k2. Но тогава −1 = N(ωβ2) = N(δ) ∈ k2, което е

противоречие. Така получаваме, че ω = N(γ)η2/γ4, където η ∈ ik. Накрая, тъй като

k(
√
ω, i)/k трябва да бъде биквадратично разширение, имаме, че a = N(γ) и −1 са

квадратично независими над k.

3.1.4 Реализиране на групи от редове 8 и 16 над локални полета

В началото ще изложим някои основни изоморфизми и комутативни диаграми. Те-

орията на локалните полета се засяга в много монографии, като например [CF, Se2,

Ив, Pi]. Означаваме с Ω максималното разширение на Галоа (сепарабелната обвив-

ка) на локалното поле k. Тогава групата на Брауер Br(k) е изоморфна на H2(Ω/k),

която на свой ред е изоморфна на индуктивната (директна) граница lim−→H
2(Ki/k),

където Ki/k пробягват всички крайни разширения на Галоа. Ще използваме още

означенията Fi = Gal(Ki/k) и H2(Ki/k) = H2(Fi, k
∗).

За всяко естествено число n съществуна единствено неразклонено разшириение

kn от степен n над локалното поле k. Полето kn е полето на разлагане на полинома

xq
n−1 − 1, където q е броят на елементите в полето от класове k на k.

Да разгледаме два примера на неразклонено разширение k2.

Пример 3.1.18. Нека p е нечетно просто число, q = pm е броят на елементите в

полето от класове k на k, и нека −1 /∈ k2. Тогава неразклоненото разширение k2 е
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полето на разлагане на полинома

g(x) = xq
2−1 − 1 = xp

2m−1 − 1

над k. Тъй като 4|p2m−1, имаме, че
√−1 е корен на g(x), следователно k2 = k(

√−1).

Пример 3.1.19. Нека q = 2m и −3 /∈ k2. Тогава 3|22m − 1, значи ω = −1
2

+
√−3

2
е

корен на полинома

h(x) = x22m−1 − 1,

следователно k2 = k(
√−3).

За максималното неразклонено разширение kur ще имаме, че

kur =
⋃
n≥1

kn.

Имаме още, че kur е подполе на Ω, понеже kur е абелово разширение на k. Тогава

имаме точната редица

0 −→ H2(kur/k) −→ Br(k) −→ Br(kur).

Ако с ϕ означим автоморфизмът на Фробениус за разширението kur/k, то ϕn = ϕ|kn
поражда групата Fn = Gal(kn/k), която е циклична от ред n. Следователно

H2(kur/k) = lim−→H
2(Fn, k

∗
n)

и

(3.6) H2(Fn, k
∗
n) ∼= k∗/N(kn/k),

където N : kn → k е норменото изображение на разширението kn/k и N(kn/k) е

образът на N в k.

Ще използваме следните стандартни означения: ν е нормирането, U е гру-

пата от единици на k и π е конформният елемент на нормирането ν. Тъй като

NU(kn/k) = U и N(kn/k) = 〈πn〉 × U , то регулярното нормиране ν дава изомор-

физмите k∗/U ∼= Z и k∗/N(kn/k) ∼= Z/nZ. Следователно, изображението ν/n дава

изоморфизма k∗/N(kn/k) ∼= 1
n
Z/Z. Комбинирайки този изоморфизъм с изоморфиз-

ма (3.6) получаваме изоморфизма

(3.7) inv : H2(Fn, k
∗
n) ∼= 1

n
Z/Z.
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По-конкретно, ако ни е дадено произволно x ∈ k∗n, можем да положим:

(3.8) f(ϕin, ϕ
j
n) =

{
1, 0 ≤ i, j, i+ j < n
x, 0 ≤ i, j < n ≤ i+ j

Изображението f : Fn × Fn → k∗n е кръстосан хомоморфизъм, т.е. f се съдържа в

Z2(Fn, kn). Означаваме с [f ] 2-кокласът породен от f в H2(Fn, k
∗
n). Тогава изомор-

физмът (3.7) се задава чрез

inv : [f ] 7→ ν(x)

n
+ Z.

Ако m|n то k ⊂ km ⊂ kn и е дефиниран хомоморфизмът на инфлация:

inf : H2(Fm, k
∗
m) −→ H2(Fn, k

∗
n).

Имаме комутативната диаграма

H2(Fm, k
∗
m) 1

m
Z/Zyinf
y

H2(Fn, k
∗
n) 1

n
Z/Z,

където дясното вертикално изображение е инекция, понеже 1
m
Z ⊂ 1

n
Z. Следователно,

H2(kur/k) = lim−→H
2(Fn, kn) ∼= lim−→

1

n
Z/Z = Q/Z.

Също така, имаме Br(kur) = 0 и изоморфизмът

inf : H2(kur/k) ∼= H2(Ω/k) = Br(k),

откъдето Br(k) ∼= Q/Z. Последният изоморфизъм означаваме отново с inv.

Нека сега K/k е крайно разширение на Галоа и [K : k] = n. Тогава k ⊂ K ⊂ Ω

и е дефиниран хомоморфизмът на ограничение:

res : Br(k) = H2(Ω/k) −→ Br(K) = H2(Ω/K).

Тогава диаграмата
Br(k) Q/Zyres

yn
Br(K) Q/Z
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е комутативна. Следователно, групата H2(K/k) = Br(K/k) е ядрото на хомоморфиз-

ма res : Br(k)→ Br(K). По този начин получаваме изоморфизмът

inv : H2(K/k) ∼= 1

n
Z/Z.

Ще продължим с приложения касаещи цикличните и кватернионните алгебри.

Да означим с G(k) множеството на всички крайномерни централни прости алгебри

над k. Нека алгебрата A ∈ G(k) е от степен n над k. Тогава [A] = [(kn, Fn, f)], където

kn, Fn и f са както по-горе, а (kn, Fn, f) е циклична алгебра. Наистина, акоK е полето

на разлагане на A и F = Gal(K/k), то

[A] ∈ Br(K/k) = H2(F,K∗) ∼= 1

n
Z/Z ∼= H2(Fn, k

∗
n).

Фактор системата f е еднозначно определена от някакъв елемент x ∈ k, според (3.8).

Тогава

inv([A]) =
ν(x)

n
+ Z ∈ 1

n
Z/Z.

Нека A,B ∈ G(k). Ето няколко свойства на изоморфизма inv:

• A ∼ B (т.е. [A] = [B]) ⇐⇒ inv(A) = inv(B);

• A ∼ k (т.е. [A] = 1) ⇐⇒ inv(A) = 0;

• inv(A⊗B) = inv(A) + inv(B).

Нататък, да разгледаме цикличната алгебра B = (kn, Fn, f). Алгебрата B се

определя напълно от следните свойства:

• B =
⊕

0≤j<n u
jkn;

• u−1du = ϕn(d),∀d ∈ kn, където ϕn е автоморфизмът на Фробениус за разшире-

нието kn/k;

• un = x ∈ k∗.
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Системата от фактори f се задава чрез

uϕinuϕjn = f(ϕin, ϕ
j
n)uϕi+jn

.

Може да се покаже, че f удовлетворява формулата (3.8). Полагаме uϕn = u, uϕin =

ui, u1 = un = x.

Да разгледаме сега кватернионната алгебра Q1, която е породена от елементи

α и β такива, че α2 = a, β2 = b и αβ = −βα (a, b ∈ k∗). Използаме стандартните

означения: с (a, b/k) означаваме алгебрата Q1, а с (a, b) класът на еквивалентност на

Q1 в Br(k). Тъй като Deg(Q1) = 2, имаме [Q1] = [Q2], където Q2 = (k2, C2, f) е кръс-

тосаното произведение на неразклоненото разширение k2 = k(
√
c) с C2 – цикличната

група от ред 2. Очевидно, Q2 е или кватернионна алгебра с деление или матричната

алгебре Mat2(k). И в двата случая можем да положим Q2 = (c, d/k). Елементите γ и

δ такива, че γ2 = c, δ2 = d и γδ = −δγ пораждат Q2.

Всъщност, неразклоненото разширение kn се съдържа с точност до k - изо-

морфизъм във всяка алгебра A ∈ G(k) от степен n над k. Разбира се, в A нераз-

клоненото разширение не е единствено. Всеки две от тях, обаче са взаимно спрег-

нати по теоремата на Ньотер-Сколем. В нашия случай имаме, че Q2 = k2 ⊕ δk2 и

inv([Q1]) = inv([Q2]) = ν(d)
2

+ Z.
От теорията на кватернионните алгебри и квадратичните форми е известно, че

(a, b) = (c, d) тогава и само тогава, когато квадратичните форми f1(x, y, z) = ax2 +

by2 − abz2 и f2(x, y, z) = cx2 + dy2 − cdz2 са еквивалентни. Тогава c и d се представят

чрез f1(x, y, z) : c = ax2
1 + by2

1 − abz2
1 , d = ax2

2 + by2
2 − abz2

2 , където xi, yi, zi ∈ k, i =

1, 2. Можем да положим γ = x1α + y1β + z1αβ, откъдето γ2 = c. Според теоремата

на Ньотер-Сколем, можем да намерим елемент δ ∈ Q1 такъв, че δγδ−1 = −γ. Ако
δ2 = d ∈ k∗, то Q1 = (a, b/k) ∼= Q2 = (c, d/k). По този начин виждаме как точно се

съдържа неразклоненото разширение k2 = k(
√
c) в Q1.

Ще използваме локалните инварианти за да определим дали задачата за вло-

жимост с ядро µ2 = {±1} е разрешима. Нека (K/k,G, µ2) е задача за вложимост

зададена с груповото разширение

(3.9) 1 −→ µ2 −→ G −→
ψ

F = Gal(K/k) −→ 1

и нека c ∈ H2(F, µ2) е 2-кокласът, съответстващ на (3.9). В следващия пример ще

илюстрираме как можем да пресметнем дадено произведение на кватернионни алгеб-
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ри. По този начин може ясно да се види кога дадено препятствия за реализирането

на групи от редове 8 и 16 над локални полета се разпада (виж [Mi8] за списък на

условията).

Пример 3.1.20. Нека K/k = k(
√
a1,
√
a1, . . . ,

√
an)/k е Cn

2 = C2 × · · · × C2︸ ︷︷ ︸
n

разшире-

ние. Нека пораждащите ρ1, . . . , ρn на елементарната абелова група Cn
2 действат чрез

ρi(
√
aj) = (−1)δij

√
aj, където δij е делтата на Кронекер. Нека

(3.10) 1 −→ µ2 −→ G −→
ψ

Cn
2 = Gal(K/k) −→ 1

е неразцепимо групово разширение и нека да изберем про-образи σ1, . . . , σn ∈ G на

ρ1, . . . , ρn. Дефинираме dij, i ≤ j чрез σ2
i = (−1)dii и σiσj = (−1)dijσjσi, i < j. Тогава

задачата за вложимост (K/k,G, µ2), зададена с (3.10) е разрешима тогава и само то-

гава, когато
∏

i≤j(ai, aj)
dij = 1 в Br(k) (виж [Le1]). Ако k2 = k(

√
c) е неразклонимото

разширение от степен 2 над k, тогава (ai, aj) = (c, bij) за някои bij ∈ k∗. Следователно,∏
i≤j(ai, aj)

dij = (c, b), където b =
∏

i≤j b
dij
ij и

inv(c, b) =
ν(b)

2
+ Z ∈ 1

2
Z/Z.
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3.2 Групи от ред 32 като групи на Галоа

В компютърната алгебна GAP 3+ се съдържа подробна информация за групите от

ред 2n, n ≤ 8. В таблицата, намираща се в приложението, сме дали следната инфор-

мация за групите от ред 32: система пораждащи с техните съотношения, ранга (т.е.

минималният брой на пораждащи на фактор-групата по подгрупата на Фратини),

централните елементи и експонентата на групата. Имаме общо 51 групи, които са

означени с Gi (i = 1, . . . , 51). Те се пораждат от 5 елемента a1, . . . , a5 (разбира се, не

винаги това е минимално пораждащо множество). Означаваме [ai, aj] = a−1
i a−1

j aiaj

– комутаторът на двата елемента ai и aj. Появата на някакъв израз в колоната за

съотношенията в таблицата означава, че той е равен на 1. За краткост, ще пропуснем

комутаторите, за които един от елементите лежи в центъра. Например, елементът

a5 е в центъра на всяка група, така че няма да пишем комутаторите от вида [ai, a5].

За 24 групи не е нужно да пресмятаме препятствията. Това са абеловите групи

– G1, G3, G16, G21, G36, G45, G51; неабеловите групи с експонента 16 – G17, G18, G19 и

G20; неабеловите групи от вида H × C2 – G22, G23, G37, G39, G40, G41, G46, G47 и G48;

неабеловите групи от вида H × C4 – G24 and G25; и екстра-специалните групи G49 и

G50 (виж [Sm]).

Ще използваме съществено следните критерии, които се получават като след-

ствия от теорема 2.2.1.

Теорема 3.2.1. Нека K/k = k(
√
a1, . . . ,

√
an)/k е Cn

2 разширение, и нека σ1, . . . , σn ∈
Cn

2 се задават чрез σi(
√
aj) = (−1)δij

√
aj. Нека

(3.11) 1 −→ µ2 −→ G −→ Cn
2 −→ 1

е неразцепимо разширение, и да изберем про-образи s1, . . . , sn ∈ G на σ1, . . . , σn. Де-

финираме dij, i ≤ j, чрез s2
i = (−1)dii и sisj = (−1)dijsjsi, i < j. Тогава препятствие-

то на задачата за вложимост зададена чрез K/k и (3.11) е

∏
i≤j

(ai, aj)
dij ∈ Br(k).

Теорема 3.2.2. Нека K/k е Cr
4 × Cs

2 разширение. Можем да запишем:

K = k(
√
q1(a1 +

√
a1), . . . ,

√
qr(ar +

√
ar),
√
ar+1, . . . ,

√
ar+s),
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където a1, . . . , ar+s ∈ k∗ са квадратично независими, ai = 1 + c2
i за i ≤ r, и qi ∈ k∗.

Нека ρ1, . . . , ρr+s ∈ Gal(K/k) са такива, че ρi(
√
aj) = (−1)δij

√
aj. Нека

(3.12) 1 −→ µ2 −→ G −→ Cr
4 × Cs

2 −→ 1

е неразцепимо разширение, и да изберем про-образи t1, . . . , tr+s ∈ G на ρ1, . . . , ρr+s.

Тогава препятствието на задачата за вложимост зададена чрез K/k и (3.12) е:

r+s∏
i=r+1

(ai, ai)
di ·

r∏
i=1

[(ai, 2)(−1, qi)]
di ·
∏
i<j

(ai, aj)
dij ,

където t2i = (−1)di за i > r, t4i = (−1)di за i ≤ r, и titj = (−1)dij tjti.

Теорема 3.2.3. Нека K/k е D8 разширение както в началото на главата, нека

(3.13) 1 −→ µ2 −→ G −→ D8 −→ 1

е неразцепимо разширение, и да изберем про-образи s и t в G на σ и τ , съответно.

Тогава препятствието на задачата за вложимост зададена чрез K/k и (3.13) е:

[(a,−2)(−b, 2α1r)]
i(b,−1)j(a,−1)k ∈ Br(k),

където s4 = (−1)i, t2 = (−1)j и ts = (−1)ks3t.

Сега ще приложим горния критерий за групата D8 × C2, породена от σ, τ и ρ

със съотношения σ4 = τ 2 = ρ2 = 1, τσ = σ3τ и ρ е централен.

Теорема 3.2.4. Нека K/k = k(
√
rα,
√
b,
√
c)/k е D8 × C2 разширение, нека

(3.14) 1 −→ µ2 −→ G −→ D8 × C2 −→ 1

е неразцепимо разширение, и да изберем про-образи s, t и p на σ, τ и ρ съответно.

Тогава препятствието на задачата за вложимост зададена чрез K/k и (3.14) е:

[(a,−2)(−b, 2α1r)]
i(b,−1)j(a,−1)k(clad1bd2 , c),

където s4 = (−1)i, t2 = (−1)j, ts = (−1)ks3t, p2 = (−1)l, ps = (−1)d1sp, pt = (−1)d2tp.
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3.2.1 Директно произведение с обединена фактор-група

Нека ϕ′ : G′ → F и ϕ′′ : G′′ → F са хомоморфизми с ядра N ′ и N ′′, съответно. Пулбек

на двойка хомоморфизми ϕ′ и ϕ′′ наричаме подгрупата в G′×G′′ на всички наредени

двойки (σ′, σ′′), за които ϕ′(σ′) = ϕ′′(σ′′). Пулбекът се означава с G′ f G′′. Той се

нарича още директно произведение на групите G′ и G′′ с обединена фактор-група F

и се означава с G′ ∗F G′′.
Нека сега N1 = N ′×{1} и N2 = {1}×N ′′. Тогава N1 и N2 са нормални подгрупи

на G′ fG′′, за които N1 ∩N2 = {1}. Обратното също е вярно (виж [ИЛФ, §1.12]):

Лема 3.2.5. Нека N1 и N2 са две нормални подгрупи на групата G такива, че

N1 ∩ N2 = {1}. Тогава G е изоморфна на пулбека (G/N1) f (G/N2). Също така,

имаме комутативната диаграма:

1 1y
y

N2 N2y
y

1 −−−→ N1 −−−→ G
ϕ1−−−→ G/N1 −−−→ 1∥∥∥

yϕ2

yϕ∗2
1 −−−→ N1 −−−→ G/N2

ϕ∗1−−−→ G/N1N2 −−−→ 1y
y

1 1
където хомоморфизмите на групите в техните фактор-групи са естествени.

Приложението за задачите за вложимост се дава от следната:

Теорема 3.2.6. Нека K/k е разширение на Галоа с група на Галоа F . В означени-

ята на лема 3.2.5, нека F ∼= G/N1N2 и G ∼= (G/N1) f (G/N2). Тогава задачата за

вложимост (K/k,G,N1×N2) е разрешима тогава и само тогава, когато задачите

за вложимост (K/k,G/N1, N2) и (K/k,G/N2, N1) са разрешими.

Тъй като ще разглеждаме групи от ред 32, ще търсим нормални подгрупи N1 и

N2 от ред 2. В този случай, групата G е пулбек тогава и само тогава, когато центърът

Z(G) има поне два елемента от ред 2 (с други думи, Z(G) не е циклична група).

Пулбеците, които ще дискутираме са 18: G2, G4, G5, G9, G10, G12, G13, G14, G26 −G35.
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Да започнем с групата G2. Ще дадем всички детайли, които да послужат като

образец за останалите групи.

Групата G2.

Центърът Z(G2) = 〈a3, a4, a5〉 е изоморфен на C3
2 . Нека N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉 и

N = N1N2 = N1 ×N2. Тогава фактор-групата G2/N е изоморфна на D8. Да разгле-

даме задачата за вложимост зададена чрез D8 разширение K/k, според описанието

в началото на тази глава, и груповото разширение

1 −→ N −→ G2 −→a1 7→σ1

a2 7→τ1
D8 −→ 1,

където σ2
1 = τ 2

1 = [σ1, τ1]2 = 1. Нека σ = σ1τ1 и τ = τ1. Тогава |σ| = 4, |τ | = 2 и

τσ = σ3τ .

Да разгледаме сега задачата за вложимост зададена чрез K/k и груповото раз-

ширение

1 −→ N2 −→ G2/N1 −→
b1b2 7→σ
b2 7→τ

D8 −→ 1.

Групата G2/N1 се поражда от елементи bi = ai〈a4〉 ∈ G2/N1, i 6= 4 такива, че b2
1 =

b2
3 = b2

5 = 1, b2
2 = b5, [b2, b1] = b3, b3 е централен. Тогава G2/N1 е изоморфна на D f C.

Също така, имаме съотношенията (b1b2)2 = b5b3, (b1b2)4 = 1 и b2(b1b2) = (b1b2)3b2b5 =

−(b1b2)3b2. Според теорема 3.2.3 препятствието на тази задача е (ab,−1) ∈ Br(k).

Да разгледаме сегаG2/N2, която се поражда от елементи bi = ai〈a5〉 ∈ G2/N2, i =

1, . . . , 4, със съотношения b4
1 = b2

2 = b2
3 = b2

4 = 1, b4 = b2
1, [b1, b2] = b3, b3 е централен.

СледователноG2/N2 е изоморфна наDfC. Имаме равентството b2(b1b2) = −(b1b2)3b2.

Тогава препятствието на задачата зададена чрез K/k и груповото разширение

1 −→ N1 −→ G2/N2 −→
b1b2 7→σ
b2 7→τ

D8 −→ 1.

е (a,−1) ∈ Br(k).

По този начин получихме, че задачата (K/k,G2, N) е разрешима тогава и са-

мо тогава, когато (ab,−1) = (a,−1) = 1 ∈ Br(k), където a, b ∈ k∗ са квадратично

независими такива, че (a, ab) = 1 ∈ Br(k) (това е необходимо условие).

Останалите групи могат да се изследват по същия начин. Ние ще запишем само

основните моменти в нашите пресмятания.
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Групата G4:

Z(G4) = 〈a3, a4, a5〉 = 〈a3, a4〉 ∼= C4 × C2, N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉, N = N1 × N2, G4/N1
∼=

M16, G4/N2
∼= C4 × C4. Задачата за вложимост (K/k,G4, N) зададена чрез C4 × C2

разширение K/k и груповото разширение

1 −→ N −→ G4 −→a1 7→ρ1

a2 7→ρ2

C4 × C2 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (a, 2b)(−1, r) = (b, b) = 1 ∈ Br(k), където

(a, a) = 1 е необходимо условие за съществуването на C4 разширение.

Групата G5:

Z(G5) = 〈a3, a4, a5〉 = 〈a3, a4〉 ∼= C2 × C4, N1 = 〈a3〉, N2 = 〈a5〉, N = N1 × N2, G5/N1
∼=

C8 ×C2, G5/N2
∼= DfC. Задачата за вложимост (K/k,G5, N) зададена чрез C4 ×C2

разширение K/k и груповото разширение

1 −→ N −→ G5 −→a1 7→ρ1

a2 7→ρ2

C4 × C2 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (a, 2)(−1, r) = (a, b) = 1 ∈ Br(k), където

(a, a) = 1 е необходимо условие.

Групата G9:

Z(G9) = 〈a4, a5〉 ∼= C2
2 , N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉, N = N1×N2, G9/N1

∼= D16, G9/N2
∼= DfC.

Задачата за вложимост (K/k,G9, N) зададена чрез D8 разширение K/k и груповото

разширение

1 −→ N −→ G9 −→a1a2 7→σ
a2 7→τ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (ab, 2)(−b, α1r) = (a, a) = 1 ∈ Br(k), където

(a, ab) = 1 е необходимо условие.

Групата G10:

Z(G10) = 〈a4, a5〉 ∼= C2
2 , N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉, N = N1 × N2, G10/N1

∼= SD16, G10/N2
∼=

D f C. Задачата за вложимост (K/k,G10, N) зададена чрез D8 разширение K/k и

груповото разширение

1 −→ N −→ G10 −→a1a2 7→σ
a2 7→τ

D8 −→ 1

89



е разрешима тогава и само тогава, когато (a,−2)(−b, 2α1r) = (a, a) = 1 ∈ Br(k),

където (a, ab) = 1 е необходимо условие.

Групата G12:

Z(G12) = 〈a3, a4, a5〉 = 〈a3, a4〉 ∼= C2×C4, N1 = 〈a3〉, N2 = 〈a5〉, N = N1×N2, G12/N1
∼=

C8×C2, G12/N2
∼= QfC. Задачата за вложимост (K/k,G12, N) зададена чрез C4×C2

разширение K/k и груповото разширение

1 −→ N −→ G12 −→a1 7→ρ1

a2 7→ρ2

C4 × C2 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (a, 2)(−1, r) = (ab, b) = 1 ∈ Br(k), където

(a, a) = 1 е необходимо условие.

Групата G13:

Z(G13) = 〈a4, a5〉 ∼= C2
2 , N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉, N = N1 × N2, G13/N1

∼= SD16, G13/N2
∼=

Q f C. Задачата за вложимост (K/k,G13, N) зададена чрез D8 разширение K/k и

груповото разширение

1 −→ N −→ G13 −→a1 7→τ
a2 7→σ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (a,−2)(−b, 2α1r) = (b, b) = 1 ∈ Br(k),

където (a, ab) = 1 е необходимо условие.

Групата G14:

Z(G14) = 〈a4, a5〉 ∼= C2
2 , N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉, N = N1 × N2, G14/N1

∼= D16, G14/N2
∼=

Q f C. Задачата за вложимост (K/k,G14, N) зададена чрез D8 разширение K/k и

груповото разширение

1 −→ N −→ G14 −→a1 7→τ
a2 7→σ

D8 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (ab, 2)(−b, α1r) = (b, b) = 1 ∈ Br(k), където

(a, ab) = 1 е необходимо условие.

За всяка от останалите групи G26 − G35 полагаме N1 = 〈a4〉, N2 = 〈a5〉 и N =

N1×N2. Фактор-групатаGi/N е изоморфна на C3
2 . Затова ние ще разгледаме задачите
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за вложимост зададени чрез C3
2 разширение K/k = k(

√
a,
√
b,
√
c)/k и груповото

разширение

1 −→ N −→ Gi −→
a1 7→ σ1

a2 7→ σ2

a3 7→ σ3

C3
2 −→ 1,

за i = 26, . . . 35. Прилагаме теорема 3.2.1. Препятствията за разрешимост на задачите

за вложимост (K/k,Gi, N) са дадени в таблица 1:

Таблица 1

i препятствия
26 (ac, ac), (ab, b)(c, c)
27 (a, c), (a, b)
28 (a, c), (b, ab)
29 (a, c), (a, ab)(b, b)
30 (a, c), (c, c)(a, b)
31 (b, b)(a, c), (c, c)(a, b)
32 (b, b)(a, c), (a, a)(c, c)(a, b)
33 (b, b)(a, c), (b, b)(c, c)(a, b)
34 (ac, c), (ab, b)
35 (ac, c), (a, ab)(b, b)

3.2.2 Групи, притежаващи фактор-група от вида H × C2

Групите, които при факторизиране с централен елемент от ред 2 имат фактор-група

от вида H × C2 са четири: G38, G42, G43 и G44.

Групата G38.

Центърът Z(G38) = 〈a1, a4, a5〉 = 〈a1〉 е изоморфен на цикличната група C8, а фактор-

групата G38/〈a5〉 е изоморфна на C4 × C2
2 . Нека a, b и c са квадратично независими

и (a, a) = 1 ∈ Br(k). Тогава K/k = k(
√
r(a+

√
a),
√
b,
√
c)/k е C4 ×C2

2 разширение за

всяко r ∈ k∗. От теорема 3.2.2 следва, че задачата за вложимост зададена чрез K/k

и груповото разширение

1 −→ µ2
∼= 〈a5〉 −→ G38 −→

a1 7→ ρ1

a2 7→ ρ2

a3 7→ ρ3

C4 × C2
2 −→ 1
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е разрешима тогава и само тогава, когато

(a, 2)(−1, r)(b, c) = 1 ∈ Br(k).

За останалите три групи имаме, че фактор-групата по цикличната подгрупа

µ2
∼= 〈a5〉 е изоморфна на групата D8 × C2

∼= 〈σ, τ〉 × 〈ρ〉, значи можем да приложим

теорема 3.2.4. Сега ще разгледаме следните три задачи за вложимост зададени чрез

D8 × C2 разширение K/k и груповите разширения

1 −→ µ2
∼= 〈a5〉 −→ Gi −→

a2a1 7→ σ
a2 7→ τ
a3 7→ ρ

D8 × C2 −→ 1,

за i = 42, 43, 44. Във всичките три случая имаме, че (a, ab) = 1 е необходимо усло-

вие за образуването на задачите за вложимост. Препятствията за разрешимост на

задачите за вложимост (K/k,Gi, 〈a5〉) са дадени в таблица 2:

Таблица 2

i препятствия
42 (a, 2)(−b, 2α1r)(c, c)
43 (a, 2c)(−b, 2α1r)
44 (a,−2c)(−b, 2α1r)(b, b)

Да забележим, че препятствието за i = 43 е произведение на две кватернионни

алгебри. По тази причина ние можем да опишем в явен вид всички разширения на

Галоа реализиращи групата G43. Първо, ще направим параметризация на всички G43

разширения в общия случай, когато b 6=2 −1, т.е. b и −1 са независими mod k∗2 (за

краткост ще използваме символа =2 за да означим, че два елемента са квадратично

зависими, и ще пишем 6=2 ако те са независими).

Преди да продължим с описанието на G43 разширенията, ще дадем някои озна-

чения, следвайки [Le3]. За a, b ∈ k∗, кватернионната алгебра (a, b/k) е k-алгебрата,

породена от елементи α и β със съотношения α2 = a, β2 = b и βα = −αβ. Класът на

еквивалентност като елемент в групата на Брауер Br(k) бележим с (a, b). С тази ква-

тернионна алгебра асоциираме квадратичната форма в каноничен вид 〈a, b,−ab〉 =

ax2 + by2 − abz2. Тогава (a, b/k) се разпада тогава и само тогава, когато 〈a, b,−ab〉
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е изотропна (т.е. представя 0). Две кватернионни алгебри (a, b/k) и (c, d/k) са изо-

морфни тогава и само тогава, когато квадратичните форми 〈a, b,−ab〉 и 〈c, d,−cd〉 са
еквивалентни. За удобство, ще означаваме с 〈a, b,−ab〉 също така диагоналната мат-

рица diag(a, b,−ab). Тогава еквивалентността на квадратичните форми 〈a, b,−ab〉 и
〈c, d,−cd〉 се изразява чрез матричното уравнение Pt〈a, b,−ab〉P = 〈c, d,−cd〉, за ня-

коя неособена 3× 3 матрица P над k.

Теорема 3.2.7. ([Mi7, Theorem 5.1]) Нека K/k е D8 × C2 разширение както по-

горе, и нека α1 6= 0. Тогава задачата за вложимост (K/k,G43, 〈a5〉) е разрешима

тогава и само тогава, когато квадратичните форми 〈b, rα1c, brα1c〉 и 〈ab, 2ca, 2bc〉
са еквивалентни над k. Ако тази еквивалентност се изразява чрез матрицата Q,

т.е. ако

Qt〈b, rα1c, brα1c〉Q = 〈ab, 2ca, 2bc〉,

можем да считаме, че det Q = 2a/α1r и да получим решенията

K(
√
sω)/k = k(

√
sω,
√
b,
√
c)/k, s ∈ k∗,

където

ω = 1− q11/
√
a+

1

2
(q32 + q23/

√
a)
√
rα +

1

2
(q22/b− q33/

√
a)
√
rα′/
√
a.

Доказателство: Препятствието на задачата за вложимост е (a, 2c)(−b, 2rα1),

което е еквивалентно на (−ab,−2ca)(−b,−rα1c) ∈ Br(k). Това доказва първата част

на условието.

Да разгледаме сега задачата за вложимост зададена чрез K/k(
√
c) и груповото

разширение

1 −→ µ2
∼= 〈a5〉 −→ D16

∼= 〈a2a1, a2〉 −→a2a1 7→σ
a2 7→τ

D8 −→ 1.

Дефинираме матрицата P с елементи от k(
√
c) по следния начин:

P = 〈1,√c,√c〉Q〈1, 1/√c, 1/√c〉,

така че получаваме

Pt〈b, rα1, brα1〉P = 〈ab, 2a, 2b〉.

Тъй като подгрупата породена от a2a1 и a2 е изоморфна на D16, получаваме крите-

рият даден в [Le3]. Тогава K(
√
sω)/k(

√
c), за s ∈ k∗ са всички решения на задачата
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за вложимост (K/k(
√
c), D16, µ2), където

ω = 1− p11/
√
a+

1

2
(p32 + p23/

√
a)
√
rα +

1

2
(p22/b− p33/

√
a)
√
rα′/
√
a.

(Елементите на P и Q са pij и qij, i, j = 1, 2, 3.) Лесно се показва, че p11 = q11, p23 =

q23, p32 = q32, p22 = q22 и p33 = q33. Нататък, K(
√
sω)/k е разширение на Галоа, понеже

ρω = ω. Остава само да се покаже, че това е точно G43 разширение, като се проверят

съотношенията в групата.

Сега ще дадем описание на G43 разширенията в частия случай, когато b и −1

са квадратично зависими.

Теорема 3.2.8. ([Mi7, Theorem 5.2]) Нека K/k = k( 4
√
a, i,
√
c)/k е D8×C2 разширение.

Тогава задачата за вложимост (K/k,G43, 〈a5〉) е разрешима тогава и само тогава,

когато

∃p, q ∈ k : p2 − aq2 = 2c.

В този случай, всички решения са

K(
√
sω)/k, s ∈ k∗,

където ω = (p+ q
√
a) 4
√
a.

Доказателство: Препятствието на задачата за вложимост е (a, 2c) ∈ Br(k),

значи съществуват p, q ∈ k такива, че p2 − aq2 = 2c. Полагаме ω = (p + q
√
a) 4
√
a.

Тогава имаме σω/ω = a2
σ, където

aσ =

√
c(1 + i)

p+ q
√
a
∈ K;

τω/ω = 1 и ρω/ω = 1. Следователно K(
√
sω)/k е разширение на Галоа. Тук е лес-

но да се покаже, че това е точно G43 разширеине. Очевидно, a2
2 = 1 и a2

3 = 1.

Нататък, aσσaσσ2aσσ
3aσ = −1, откъдето a2a1 има ред 8. Също така, a2a1

√
sω =

aσ
√
sω, a2

√
sω = ±√sω и a3

√
sω = ±√sω. Тогава [a2, a3]

√
sω =

√
sω, откъдето

[a2, a3] = 1; и [a1, a3]
√
sω = −√sω, откъдето [a1, a3] 6= 1, но [a1, a3]2 = 1.

За нашите разглеждания по-нататък се нуждаем от така нареченото свойство

на общия слот (виж [La, Ch. III, Exercise 12]).

Лема 3.2.9. Нека a, b, c, d ∈ k∗. Тогава (a, b)(c, d) = 1 ∈ Br(k) ⇐⇒ ∃x ∈ k∗, така че

(a, bx) = (c, dx) = (ac, x) = 1.
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Теорема 3.2.10. ([Mi7, Theorem 5.4]) От реализирането на G44 като група на Галоа

над k следва реализирането на G43 (т.е. имаме автоматичната реализация G44 ⇒
G43).

Доказателство: В зависимост от поведението на елементите −1 и 2 имаме

следните случаи.

1. −1 и 2 са квадратично независими над k. Ако ни е дадено, че G44 се реализира

като група на Галоа, ще имаме, че |k/k∗2| ≥ 8. Полагаме b = −1 и c = 2 :

(a, 1) = (a, 4)(1, 2α1r) = 1 за всяко a – квадратично независимо с −1 и 2. По

този начин, получаваме нещо повече в този случай: ако |k/k∗2| ≥ 8, групата G43

се реализира.

2. −1 ∈ k∗2. Тогава препятствията за реализирането на групите G43 и G44 са иден-

тични: (a, 2c)(b, 2α1r) ∈ Br(k).

3. −1 /∈ k∗2, 2 ∈ k∗2 и −2 /∈ k∗2. Тогава G43 се реализира тогава и само тогава,

когато

(a,−b) = (a, c)(−b, α1r) = 1;

и G44 се реализира тогава и само тогава, когато

(a,−b) = (a,−c)(−b, α1r)(b,−1) = 1.

Нека сега G44 се реализира за някои a, b и c. Разглеждаме следните под-случаи.

Ако a =2 −b, то (a, c)(−b, α1r) = (−b, α1rc) = 1 за r = α1c, значи G43 се

реализира.

Ако a =2 −1, то (−1,−b) = 1 и (b,−1) = (−1,−1). Оттук

(a,−c)(−b, α1r)(b,−1) = (−1, c)(−1,−1)(−b, α1r)(b,−1) =

= (−1, c)(−b, α1r) = 1.

Ако b =2 −1, то (a,−c)(−1,−1) = 1. Използваме свойството на общия слот:

(a,−c)(−1,−1) = 1 ⇐⇒ ∃y ∈ k∗, така че (a,−cy) = (−1,−y) = (−a, y) = 1.

Ако (a, a) = 1, то можем да положим b′ = −a (квадратично независимо с a):

(a,−b′) = (a, a) = 1 и (a, c)(−b′, α1r) = (a, α1rc) = 1 за r = α1c. Сега имаме

няколко възможности:

Ако −cy =2 a, то (a, a) = 1 и G43 се реализира, както току що показахме.
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Ако −cy =2 −1, то отново (a, a) = 1.

Ако −cy ∈ k∗2, то y =2 −c, (−1,−y) = (−1, c) = 1 и (−a, y) = (−a,−c) = 1.

В този случай можем да положим a′ = −a и c′ = −c. Тогава a′,−1 и c′ са отново

квадратично независими. По този начин, (a′, 1) = (a′, c′)(1, α1r) = 1.

Ако −cy =2 −a, то y =2 ca, (−1,−y) = (−1,−ca) = 1 и (−a, ca) = (−a, c) =

1. Можем да положим a′ = −a и да получим (a′, 1) = (a′, c)(1, α1r) = 1.

Ако −1, a и −cy са квадратично независими, то можем да положим c′ =

−cy : (a, c′) = 1, откъдето G43 отново се реализира.

Ако a, b и −1 са квадратично независими, можем да положим c = −b :

(a,−b) = (a,−b)(−b, α1r) = 1 за r = α1.

Последният случай е:

4. −1 /∈ k∗2, 2 /∈ k∗2 и −2 ∈ k∗2. Тогава G43 се реализира тогава и само тогава,

когато

(a,−b) = (a,−c)(−b,−α1r) = 1;

и G44 се реализира тогава и само тогава, когато

(a,−b) = (a, c)(−b,−α1r)(b,−1) = 1.

Нека сега G44 се реализира за някои a, b и c. Да разгледаме следните под-случаи.

Ако a =2 −b, то (a,−c)(−b,−α1r) = (−b, α1rc) = 1 за r = α1c, значи G43 се

реализира.

Ако a =2 −1, то (−1,−b) = 1 и (b,−1) = (−1,−1). Оттук

(a, c)(−b,−α1r)(b,−1) = (−1,−c)(−1,−1)(−b,−α1r)(b,−1) =

= (−1,−c)(−b,−α1r) = 1.

Ако b =2 −1, то (a, c)(−1,−1) = 1. Аналогично на съответния подслучай на

случай 3, получаваме, че G43 се реализира.

Накрая:

Ако a, b и−1 са квадратично независими, полагаме c =2 −1 : (a,−c)(−b,−α1r) =

1 за r = −α1.
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Теорема 3.2.11. ([Mi7, Theorem 5.5]) Нека K/k е D8 × C2 разширение както в те-

орема 3.2.7 или 3.2.8, и нека (ab, ab) = 1 ∈ Br(k). В този случай съществуват

γ1, γ2 ∈ k такива, че γ2
1 − abγ2

2 = ab. Тогава препятствията за разрешимост на за-

дачите за вложимост (K/k,G44, 〈a5〉) и (K/k,G43, 〈a5〉) са идентични и решенията

на задачата за вложимост (K/k,G44, 〈a5〉) са

K(

√
s(γ1 +

√
abγ2)ω)/k, s ∈ k∗,

където ω е както в теорема 3.2.7 или 3.2.8.

Доказателство: Полагаме γ = γ1+
√
abγ2. Тогава σ(γω)/(γω) = a2

σ, τ(γω)/(γω) =

a2
τ , ρ(γω)/(γω) = 1, където aσσaσσ2aσσ

3aσ = −1, aττaτ = −1. Оттук |a2a1| = 8, |a2| = 4

и |a3| = 2. Следователно K(
√
sγω)/k е разширение на Галоа.

3.2.3 Групите G6, G7 и G8

Групата G6

Първо, да вземем групата от ред 64 с номер 32 в библиотеката на 2-групите в GAP

[GAP] и да я означим с G(64,32). Тя има ранг 2 и се поражда от елементи b1, . . . , b6

такива, че b2
1 = b4, b

2
2 = 1, [b2, b1] = b3, b

2
3 = 1, [b3, b1] = b5, [b3, b2] = 1, b2

4 = 1, [b4, b2] =

b5, [b4, b3] = b6, b
2
5 = 1, [b5, b1] = b6, b

2
6 = 1, [b5, b2] = [b5, b3] = [b5, b4] = 1 и 〈b6〉 е центърът

на G(64,32). Пулбекът G = D f C се поражда от елементи x и y такива, че x4 = y2 =

1, [y, x] = z, z2 = 1 и z е централен. Полагаме E4 = 〈b5, b6〉 ∼= C2
2 . Да забележим, че

b1b5b
−1
1 = b5b6 и bib5b

−1
i = b5 за i = 2, . . . , 6. Да разгледаме груповото разширение

(3.15) 1 −→ E4 −→ G(64,32) −→
b1 7→x
b2 7→y

G ∼= D f C −→ 1.

Нататък, полагаме H = 〈x2, y, z〉 ∼= C3
2 и H = 〈b2, . . . , b6|b2

2 = · · · = b2
6 = 1, [b4, b2] =

b5, [b4, b3] = b6〉 – про-образът на H в G(64,32). Очевидно, H лежи в централизатора на

E4 в G(64,32). Имаме груповото разширение 1 −→ E4 −→ H −→ H −→ 1. Означаваме

с c1 2-кокласа в H2(G,µ2), представен от груповото разширение

1 −→ E4/〈b6〉 ∼= µ2 −→ G(64,32)/〈b6〉 −→a1 7→x
a2 7→y

G ∼= D f C −→ 1,

където G(64,32)/〈b6〉 е изоморфна на групата G(32,6), означена в таблица 1 като G6.

Означаваме с c2 2-кокласа в H2(H,µ2), представен от груповото разширение
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1 −→ E4/〈b5〉 ∼= µ2 −→ H/〈b5〉 −→a4 7→σ
a2 7→τ

H −→ 1,

където H/〈b5〉 е изоморфна на директното произведение D8×C2. Според точка 3.1.1,

всички D f C-разширения L/F могат да се опишат по следния начин:

L/F = F

(√
s(β1 + β2

√
b),

√
r(α1 + α2

√
a)

)
/F,

където α2
1 − aα2

2 = a и a = β2
1 − bβ2

2 за някои α1, α2, β1, β2, r, s ∈ F . Имаме, че
√
s(β1 + β2

√
b) =

1

2

(√
2s(β1 +

√
a)±

√
2s(β1 −

√
a)

)

√
r(α1 + α2

√
a) =

1

2

(√
2r(α1 +

√
a)±

√
2r(α1 −

√
a)

)
.

Оттук L може да се запише във вида

L = K

(√
b,

√
2r(α1 −

√
a),

√
2s(β1 +

√
a)

)
,

където K = F (
√
a) е неподвижното подполе на H ∼= C3

2 .

Както знаем, препятствието на задачата за вложимост (L/K,H/〈b5〉, µ2) зада-

дена чрез c2 е (2r(α1−
√
a), 2s(β1 +

√
a))K ∈ Br2(K). Нататък, от теореми 2.3.3 и 2.3.7

следва, че задачата за вложимост (L/F,G(64,32), E4) зададена чрез (3.15) е подходящо

разрешима тогава и само тогава, когато (2r(α1 −
√
a), 2s(β1 +

√
a))K = 1 ∈ Br2(K).

Да положим E = F (
√
a,
√
b) и γ = α1 + β1 + α2

√
a+ β2

√
b. Тогава за норменото

изображение N са в сила равенствата NE/F (
√
a)(γ) = dα и NE/F (

√
b)(γ) = dβ, където

d = 2(α1 + β1), α = α1 + α2

√
a, β = β1 + β2

√
b. От теорема 2.3.8 следва, че c1 =

corG/H(c2), така че можем да пресметнем препятствието на задачата (L/F,G(32,6), µ2)

съответстваща на c1, като приложим лема 2.3.10:

corK/F ((2r(α1 −
√
a), 2s(β1 +

√
a))K)

= (4r2(α2
1 − a),−2r(−2sβ12r − 2rα12s))F (4s2(β2

1 − a), 2s(4srβ1 + 4rsα1))F

= (4r2aα2
2, 2r4rs(α1 + β1))F (4s2bβ2

2 , 2s4rs(α1 + β1))F

= (a, sd)F (b, rd)F .

Тъй като препятствието е произведение на две кватернионни алгеби, можем да

опишем всички G(32,6) разширения.
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Теорема 3.2.12. ([Mi7, Theorem 6.1],[Mi5, Theorem 5.1]) Препятствието за разре-

шимост на задачата за вложимост (L/F,G(32,6), µ2) е (b, dr)(a, ds) ∈ Br2(F ). Ако

(b, dr)(a, ds) = 1 ∈ Br2(F ), то съществуват елементи δ1, δ2, δ3 ∈ E и v ∈ F ∗ такива,

че drv = NE/F (
√
a)(δ1), dsv = NE/F (

√
b)(δ2), v = NE/F (

√
a)(δ3) = NE/F (

√
b)(δ3), и

M/F = E(
√
rα,
√
sβ,
√
tδ1δ2δ3)/F, t ∈ F ∗

са всички разширения на Галоа, решаващи задачата за вложимост (L/F,G(32,6), µ2).

Доказателство: Препятствието вече го пресметнахме. Нека (b, dr)(a, ds) = 1 ∈
Br(k). От свойството на общия слот (лема 3.2.9) следва, че съществува v ∈ k∗ такова,
че (b, drv) = (a, dsv) = (ab, v) = 1. Тогава трябва да съществуват елементи δ1, δ2, δ3 ∈
E и v ∈ k∗, както в условието на теоремата. Да припомним, че NE/k(

√
a)(γ) = dα и

NE/k(
√
b)(γ) = dβ. Полагаме δ = γδ1δ2δ3. Тогава

NE/k(
√
a)(δ) = d2v2δ2

2rα ∈ K∗2

и

NE/k(
√
b)(δ) = d2v2δ2

1sβ ∈ K∗2.
Следователно M/k = E(

√
rα,
√
sβ,
√
tδ)/k, t ∈ k∗ е разширение на Галоа.

Сега ще покажем, че M/k е G6 Разширение. За удобство, ще считаме, че t = 1.

Пресмятанията показват, че yδ/δ = a2
y, за ay = dv

√
rα/(γδ1δ3) и xδ/δ = a2

x, за ax =

dv
√
sβ/(γδ2δ3). Следователно, ayyay = 1, значи про-образът на y в Gal(M/k) има ред

2, и axxaxx2axx
3ax = 1, значи про-образът на x има ред 4. Означаваме про-образите

на x, y и z с a1, a2 и a3, съответно. Тъй като zδ/δ = [z, x]δ/δ = 1, получаваме, че a3 и

[a3, a1] имат ред 2. Допълнителната проверка установява, че останалите съотношения

в групата G6 също се удовлетворяват.

Групите G7 и G8

Тук ще разгледаме групите от ред 32 с номера 7 и 8 – G(32,7) и G(32,8). (В таблица

1 те са означени с G7 и G8.) Нека L/F е D f C разширение, според описанието от

точка 3.1.1. Да означим с OG(32,7)
и OG(32,8)

препятствията на задачите за вложимост

зададени съответно чрез груповите разширения

1 −→ 〈a5〉 ∼= µ2 −→ G(32,7) −→a1 7→x
a2 7→y

G ∼= D f C −→ 1
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и

1 −→ 〈a5〉 ∼= µ2 −→ G(32,8) −→a1 7→x
a2 7→y

G ∼= D f C −→ 1.

Сега можем да пресметнем тези препятствия.

Теорема 3.2.13. ([Mi5, Proposition 5.2]) OG(32,7)
= (b, dr)(a, 2ds)(−1, r) ∈ Br2(F ).

Доказателство: Да забележим, че {a1, a2} е минимално пораждащо множес-

тво за двете групи G(32,7) и G(32,6), и още, че G(32,7) = G
(8,x)
(32,6). Тъй като препятствието

на задачата за вложимост зададена с груповото разширение 1 −→ µ2 −→ C8 −→
C4 −→ 1 в нашата ситуация е (a, 2)(−1, r) ∈ Br2(F ), получаваме разлагането, дадено

в условието.

Теорема 3.2.14. ([Mi5, Proposition 5.3]) OG(32,8)
= (b,−dr)(a, 2ds)(−1, r) ∈ Br2(F ).

Доказателство: Тук отново {a1, a2} е минимално пораждащо множество за

групата G(32,8). Имаме, че G(32,8) = G
(4,y)
(32,7). Следователно, OG(32,8)

= OG(32,7)
(b,−1).

От последните две теореми може лесно да се докаже, че е в сила автоматичната

реализация G(32,8) =⇒ G(32,7).
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Глава 4
Препятствия за реализиране на
p-групи като групи на Галоа

В тази глава пресмятаме препятствията за реализирането на редица p-групи.

Даваме също така описание на разширенията на Галоа, които реализират тези групи.

В параграф 4.1 разглеждаме неабеловите групи от ред p3, в параграф 4.2 се спираме

на четири неабелови групи от ред p4. Най-важните резултати са изложени в параг-

раф 4.3, където задълбочено изследваме модулярната p-група, както и някои нейни

производни групи. Тези резултати са публикувани в работите [Mi3, Mi4].

4.1 Двете неабелови групи от ред p3 като групи на Галоа

В този параграф ще изследваме реализирането на двете неабелови групи от

ред p3 за p-нечетно просто число. Първата е групата на Хайзенберг с експонента p.

Означаваме я с G1, а нейните пораждащи с g1, g2 и g3, за които имаме съотношенията

gp1 = gp2 = gp3 = 1, g1g2 = g2g1g3 и g3 е централен. Групата на Хайзенберг е дискутирана

например в [JLY, Ma, MS2] и [Br]. Нека K = k( p
√
a1,

p
√
a2) е Cp×Cp разширение на k и

нека Ki = k( p
√
ai), i = 1, 2. Означаваме с H групата на Галоа на K/k и пораждащите

на H с σ1 и σ2 такива, че σi( p
√
aj)/ p
√
aj = ζδij , i = 1, 2.

Теорема 4.1.1. ([Mi3, Theorem 3.1]) Задачата за вложимост зададена чрез K/k и

груповото разширение

1 −→ 〈g3〉 ∼= Cp −→ G1 −→g1 7→σ1

g2 7→σ2

H −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато a2 ∈ NK1/k(K
∗
1). В този случай, за ω ∈ K∗1

такова, че N(ω) = a2 полагаме α = ωp−1σ1(ω)p−2 · · · σp−2
1 (ω). Тогава множеството

{K( p
√
fα) | f ∈ k∗} дава всички решения.
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Доказателство: От следствие 2.2.2 можем лесно да пресметнем препятстви-

ето: (a1, a2; ζ) ∈ Br(k). Следователно, задачата за вложимост е разрешима тогава и

само тогава, когато a2 ∈ NK1/k(K
∗
1).

Нека сега ω ∈ K∗1 е такова, че NK1/k(ω) = a2 и нека α е както в условието

на теоремата. Пресмятанията показват, че σ2(α) = α и σ1(α) = αxp, където x =

p
√
a2/ω ∈ K∗. Следователно, L = K( p

√
fα) е разширение на Галоа над k. Нататък,

xσ1(x) · · · σp−1
1 (x) = 1, значи про-образът на σ1 в Gal(L/k) има ред p. Същото важи

за σ2, откъдето Gal(L/k) ∼= G1.

Да разгледаме сега другата неабелова група от ред p3. Означаваме я с G2,

нейните пораждащи с g1 и g2, имащи съотношенията gp
2

1 = gp2 = 1 и g1g2 = g2g
p+1
1 .

Теорема 4.1.2. ([Mi3, Theorem 3.2]) Задачата за вложимост зададена чрез K/k и

груповото разширение

1 −→ 〈gp1〉 ∼= Cp −→ G2 −→g1 7→σ1

g2 7→σ2

H −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато a2ζ ∈ NK1/k(K
∗
1). В този случай, за

ω ∈ K∗1 такова, че N(ω) = a2ζ полагаме α = ωp−1σ1(ω)p−2 · · · σp−2
1 (ω). Тогава мно-

жеството {K( p

√
f p
√
a1
−1α) | f ∈ k∗} дава всички решения.

Доказателство: От следствие 2.2.2 получаваме, че препятствието е (a1, a2ζ; ζ) ∈
Br(k). Следователно, задачата за вложимост е разрешима тогава и само тогава, ко-

гато a2ζ ∈ NK1/k(K
∗
1).

Нека сега ω ∈ K∗1 е такова, че NK1/k(ω) = a2ζ, нека α е както в условието на

теоремата, и да означим α1 = p
√
a1
−1α. Пресмятанията показват, че σ2(α1) = α1 и

σ1(α1) = α1β
p, където β = p

√
a2/ω ∈ K∗. Следователно, L = K( p

√
fα1) е разширение

на Галоа над k за всяко f ∈ k∗. Нататък, βσ1(β) · · · σp−1
1 (β) = ζ−1, значи про-образът

на σ1 в Gal(L/k) има ред p2, откъдето Gal(L/k) ∼= G2.
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4.2 Четири неабелови групи от ред p4 като групи на Галоа

В този параграф ще анализираме задачи за вложимост, касаещи неабеловите

групи от ред p4, които притежават фактор-група от вида H × Cp за някоя група H

от ред p2. По принцип има 15 групи от ред p4 за всяко нечетно просто p. Описанието

на тези групи чрез пораждащи и съотношения може да бъде намерено като се изпол-

зва базата данни, която се намира в компютърната алгебра GAP 4 [GAP]. В някои

случаи, обаче описанието зависи от вида на простото число p, така че като цяло не

можем да разглеждаме въпроси за реализирането на тези групи за произволни стой-

ности на p. За щастие, споменатите четири неабелови групи притежават описание,

което не зависи от избора на p. Разбира се, няма да се спираме на групите G1 × Cp
и G2 × Cp, понеже тяхното реализиране като групи на Галоа зависи единствено от

реализирането на групите G1 и G2. Три от тези четири групи имат за фактор-група

Cp2 × Cp, а четвъртата има (Cp)
3 за фактор-група.

В началото, ще дадем описание на неабеловите групи, притежаващи фактор-

групата Cp2 × Cp, която се поражда от елементи σ1 и σ2 такива, че σp
2

1 = σp2 = 1 и

σ1σ2 = σ2σ1. Представянията на тези групи могат да се дадат чрез съотношенията

между техните пораждащи g1, g2, g3 и g4. Представянията не са минимални, но са

удобни за нашите цели. Със символа [a, b] по-надолу означаваме комутатора a−1b−1ab.

G3 : gp1 = g4, g
p
2 = gp3 = gp4 = 1, [g2, g1] = g3, g3 и g4 са централни,

G4 : gp1 = g4, g
p
2 = g3, g

p
3 = gp4 = 1, [g2, g1] = g3, g3 и g4 са централни,

G5 : gp1 = g3, g
p
3 = g4, g

p
2 = gp4 = 1, [g2, g1] = g4, g3 и g4 са централни.

В сила са следните централни групови разширения:

1 −→ 〈g3〉 ∼= µp −→ G3 −→g1 7→σ1

g2 7→σ2

Cp2 × Cp −→ 1,(4.1)

1 −→ 〈g3〉 ∼= µp −→ G4 −→g1 7→σ1

g2 7→σ2

Cp2 × Cp −→ 1,(4.2)

1 −→ 〈g4〉 ∼= µp −→ G5 −→g1 7→σ1

g2 7→σ2

Cp2 × Cp −→ 1.(4.3)

Последната група, която ще разгледаме се задава с представянето

G6 : gp1 = gp2 = 1, gp3 = g4, g
p
4 = 1, [g2, g1] = g4, g3 и g4 са централни.
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Ако групата (Cp)
3 се поражда от елементите ρ1, ρ2 и ρ3, получаваме централното

групово разширение:

(4.4) 1 −→ 〈g4〉 ∼= µp −→ G6 −→
gi 7→ρi

(Cp)
3 −→ 1.

4.2.1 Препятствия и разширения на Галоа

Нашата първа цел е да намерим препятствията за реализирането на тези чети-

ри групи като групи на Галоа с помощта на задачи за вложимост, асоциирани със

съответните централни групови разширения.

Нека k е поле с характеристика 6= p, нека ζ е примитивен p-ти корен на единица-

та в k за нечетно просто число p, и нека a1, a2 са елементи от k∗, линейно независими

по модул k∗p. Означаваме K = k( p
√
a1, p
√
a2) и Ki = k( p

√
ai), i = 1, 2. Нека да при-

емем, че задачата за вложимост (K1/k, Cp2 , µp) е разрешима. Тогава (a1, ζ; ζ) = 1,

значи съществува α ∈ K1, за което ζ = NK1/k(α). Да изберем някое Cp2 разширение

над k: L1 = K1( p
√
f1β), където f1 ∈ k∗ и β = p

√
a1(αp−1σ1(α)p−2 · · · σp−2

1 (α))−1. Тогава

имаме Cp2 × Cp разширение L = L1( p
√
a2). Ще намерим препятствията и ще опишем

разширенията в следващите три теореми.

Теорема 4.2.1. ([Mi3, Theorem 4.1]) Препятствието на задачата за вложимост

зададена чрез L/k и груповото разширение (4.1) е (a2, a1; ζ). Ако задачата е разре-

шима, т.е. a2 = NK1/k(ω) за ω ∈ K∗1 , можем да положим

γ = ωp−1σ1(ω)p−2 · · · σp−2
1 (ω).

Тогава всички разширения на Галоа, реализиращи G3 са {L( p
√
f2γ)/k | f2 ∈ k∗}.

Доказателство: Тъй като про-образът на групата Cp2 в G3 е изоморфен на

Cp2×Cp, алгебрата на кръстосаното произведение [L1, Cp2 , ζ] е тривиална в Br(k). От

теорема 2.2.1 тогава следва, че препятствието за разрешимостта на нашата задача е

(a1, a2; ζ−1) = (a2, a1; ζ).

Нека сега (a2, a1; ζ) = 1 ∈ Br(k) и нека γ е както в условието на теоремата.

Тогава σ2(γ)/γ = 1 и σ1(γ)/γ = NK1/k(ω)/ωp = a2/ω
p. Оттук σ1(γ) = γxp за x =

p
√
a2/ω ∈ K∗. Следователно M = L( p

√
γ) е разширение на Галоа над k.

Можем да положим за про-образите g1 и g2 на σ1 и σ2 в Gal(M/k), съответно,

g1( p
√
γ) = p

√
γx и g2( p

√
γ) = p

√
γ. Очевидно, ordg2 = p. От равенствата gp1( p

√
γ) =

p
√
γa2/NK1/k(ω) = p

√
γ следва, че ordg1 = ordσ1 = p2. Нататък, лесно може да се
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проверят равенствата g3( p
√
γ) = p

√
γζ и [g3, g1]( p

√
γ) = [g3, g2]( p

√
γ) = p

√
γ, откъдето

получаваме съотношенията ordg3 = p и [g3, g1] = [g3, g2] = 1. Така показахме, че M/k

е точно G3 разширение.

Теорема 4.2.2. ([Mi3, Theorem 4.2]) Препятствието на задачата за вложимост

зададена чрез разширението на Галоа L/k и груповото разширение (4.2) е (a2, a1ζ; ζ).

Ако задачата е разрешима, т.е. a1ζ = NK2/k(x) за x ∈ K∗2 , можем да положим

ω = p
√
a2(xp−1σ2(xp−2)σ2

2(xp−3) · · ·σp−2
2 (x))−1.

Тогава всички разширения на Галоа, реализиращи G4 са {L( p
√
f2ω)/k | f2 ∈ k∗}.

Доказателство: От теорема 2.2.1 намираме, че препятствието е (a2, a1ζ; ζ).

Нека сега (a2, a1ζ; ζ) = 1 и ω е както в условието. В този случай σ1(ω)/ω = 1 и

σ2(ω)/ω = xp/a1 ∈ K∗p, значи M/k = L( p
√
ω)/k е разширение на Галоа. Можем да

положим за про-образите g1 и g2 на σ1 и σ2 в Gal(M/k) : g1( p
√
ω) = p

√
ω и g2( p

√
ω) =

p
√
ωx/ p
√
a1. Не е трудно да се провери, че g3 = gp2 има ред p и g3 = [g2, g1], което

означава, че Gal(M/k) ∼= G4.

Теорема 4.2.3. ([Mi3, Theorem 4.3]) Препятствието на задачата за вложимост

зададена чрез разширението на Галоа L/k и груповото разширение (4.3) е [L1, Cp2 , ζ]

(a2, a1; ζ). Ако k съдържа примитивен корен на единицата ζp2 = p
√
ζ от степен p2,

то препятствието е (ζ−1
p2 a2, a1; ζ). Ако ни е дадено, че задачата за вложимост е

разрешима, т.е. ζ−1
p2 a2 = NK1/k(y), за някои y ∈ K1, можем да положим

ω = p2
√
a1y

p−1σ1(y)p−2 · · · σp−2
1 (y).

Тогава всички разширения на Галоа, които реализират G5 са {L( p
√
fω)/k | f ∈ k∗}.

Доказателство: Тук про-образът на Cp2 в G5 е изоморфен на цикличната

група Cp3 , а за тази група не е ясно как да изразим алгебрата на кръстосаното про-

изведение [L1, Cp2 , ζ] като произведение на кватернионни алгебри. Затова ще оставим

препятствието в този му вид: [L1, Cp2 , ζ](a2, a1; ζ). Когато, обаче ζ е в k∗p, от [Pi, Ch.

15, §15.1, Cor. b] следва, че [L1, Cp2 , ζ] = [K1, Cp, ζp2 ] = (a1, ζp2 ; ζ). В този случай

препятствието приема вида (a1, ζp2 ; ζ)(a2, a1; ζ) = (ζ−1
p2 a2, a1; ζ).

Нека сега да приемем, че (ζ−1
p2 a2, a1; ζ) = 1, L1 = k( p2

√
a1) и ω е както в условието.

В този случай σ1(ω)/ω = a2/y
p ∈ L∗p и σ2(ω)/ω = 1, значи M/k = L( p

√
ω)/k е разши-

рение на Галоа. Можем да положим за про-образите g1 и g2 на σ1 и σ2 в Gal(M/k)
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: g1( p
√
ω) = p

√
ω p
√
a2/y и g2( p

√
ω) = p

√
ω. Тогава gp

2

1 ( p
√
ω) = p

√
ωζ и [g2, g1]( p

√
ω) = p

√
ωζ,

откъдето gp
2

1 = [g2, g1] има ред p, значи имаме G5 разширение.

Сега ще спрем нашето внимание на групата G6. Да въведем следните означения:

Нека a1, a2, a3 ∈ k∗, Ki = k( p
√
ai) (i = 1, 2, 3), и нека K/k = k( p

√
a1, p
√
a2, p
√
a3)/k е C3

p

разширение с пораждащи ρ1, ρ2 и ρ3, за които ρj( p
√
ai)/ p
√
ai = ζδij (i, j = 1, 2, 3 и δij

както обикновено е делтата на Кронекер).

Теорема 4.2.4. ([Mi3, Theorem 4.4]) Препятствието на задачата за вложимост

зададена чрез разширението на Галоа K/k и груповото разширение (4.4) е (a3, ζ; ζ)

(a2, a1; ζ). Ако ни е дадено, че (a3, ζ; ζ) = (a2, a1; ζ) = 1, т.е. съществува x ∈ K3

такова, че ζ = NK3/k(x) и съществува y ∈ K2 такова, че a1 = NK2/k(y), можем да

положим

ω = p
√
a3(yp−1ρ2(y)p−2 · · · ρp−2

2 (y))−1(xp−1ρ3(x)p−2 · · · ρp−2
3 (x))−1.

Тогава всички разширения на Галоа, реализиращи G6 са {K( p
√
fω)/k | f ∈ k∗}.

Доказателство: Препятствието се получава веднага от следствие 2.2.2. Не-

ка сега ω е дефинирано както в условието. Тогава имаме ρ1(ω)/ω = 1, ρ2(ω)/ω =

yp/a1 ∈ Kp и ρ3(ω)/ω = xp ∈ Kp. Следователно K( p
√
ω)/k е разширение на Галоа.

Сега можем да положим за про-образите g1, g2 и g3 на ρ1, ρ2 и ρ3 в Gal(K( p
√
ω)/k)

: g1( p
√
ω) = p

√
ω, g2( p

√
ω) = p

√
ωy/ p
√
a1 и g3( p

√
ω) = p

√
ωx. Лесно се проверява, че

gp1( p
√
ω) = p

√
ω, gp2( p

√
ω) = p

√
ω, gp3( p

√
ω) = p

√
ωζ и [g2, g1]( p

√
ω) = p

√
ωζ, откъдето полу-

чаваме точно G6 разширение.

4.2.2 Автоматични реализации

В тази точка ще премахнем изискването примитивен p-ти корен на единицата да

се съдържа в основното поле k. Нашето намерение е да опишем както разширенията

на Галоа, така и да открием автоматични реализации, както е направено в [Br].

Например, в споменатата статия е доказана автоматичната реализация G1 =⇒ G2,

т.е. ако групата G1 се реализира над произволно поле k, то G2 също се реализира

над това поле. Ще покажем, че е в сила автоматичната реализация G3 =⇒ G4.

Обратната реализация G4 =⇒ G3 не е в сила, както ще видим в следващата точка.

Нека сега k е произволно поле с характеристика различна от p, и нека k не

съдържа примитивен p-ти корен на единицата. Да изберем и фиксираме един при-

митивен p-ти корен на единицата ζ. Тогава разширението k(ζ)/k е циклично от
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степен d, където d трябва да дели p − 1. Нека κ е пораждащият елемент на гру-

пата Gal(k(ζ)/k), която е изоморфна на цикличната група Cd. Тогава съществу-

ва e ∈ Z \ pZ, така че κ(ζ) = ζe. Нека K/k е p-разширение с група на Галоа

H = Gal(K/k). Тогава K(ζ)/k(ζ) също е H-разширение и можем да отъждест-

вим групите Gal(K/k) и Gal(K(ζ)/k(ζ)). Можем също така да отъждествим гру-

пите Gal(K(ζ)/K) и Gal(k(ζ)/k). Доказателството на следващата теорема може да

се разглежда като компилация на конструкциите, използвани в [Gi, Théorème 5], [Br,

Theorem 4] и [JLY, Theorem 6.6.4].

Теорема 4.2.5. ([Mi3, Theorem 5.1]) Нека

(4.5) 1 −→ Cp −→ G −→
π

H −→ 1

е неразцепимо групово разширение. Тогава задачата за вложимсост, зададена чрез

(4.5) и K/k е разрешима тогава и само тогава, когато задачата за вложимост

зададена чрез (4.5) и K(ζ)/k(ζ) е разрешима.

Доказателство: Ако задачата (K/k,G,Cp) е разрешима и L е едно нейно

решение, то очевидно L(ζ) е решение на задачата (K(ζ)/k(ζ), G, Cp).

Обратно, нека задачата (K(ζ)/k(ζ), G, Cp) е разрешима и нека K(ζ, p
√
β)/k(ζ) е

едно решение на тази задача за някое β ∈ K(ζ)∗. Тогава за всяко σ ∈ H съществу-

ва xσ ∈ K(ζ)∗ такова, че σ(β)/β = xpσ. Можем да продължим σ върху K(ζ, p
√
β) :

σ( p
√
β) = xσ

p
√
β. Тогава за всяко σ и τ в H ще имаме στστ−1( p

√
β)/ p
√
β = xσσ(xτ )x

−1
στ =

ζX(σ,τ), където X(σ, τ) е 2-коцикъл от H в Fp. (Да отбележим, че можем да отъждест-

вим групите Cp = Gal(K(ζ, p
√
β)/K(ζ)) и Fp, според теоремата на Кумер.) По този на-

чин, на епиморфизма π (т.е. на груповото разширение (4.5)) съответства 2-кокласът

[X] ∈ H2(H,Fp). Нека естественото число m е такова, че mded−1 ≡ 1 (mod p). Дефи-

нираме изображение Φ : K(ζ)→ K(ζ) чрез

Φ(x) = (xe
d−1

κ(xe
d−2

) · · ·κd−1(x))m,

за x ∈ K(ζ). Да отбележим, че Φ(ζ) = (ζde
d−1

)m = ζ. Ако положим ω = Φ(β) и

yσ = Φ(xσ), то σ(ω)/ω = ypσ. Нататък, κ(ω)/ωe = (β−m(ed−1)/p)p, значи K(ζ, p
√
ω)/k е

разширение на Галоа. Тогава

yσσ(yτ )y
−1
στ = Φ(xσσ(xτ )x

−1
στ ) = Φ(ζX(σ,τ)) = ζX(σ,τ).
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Следователно, получаваме същият 2-коцикъл и в частност изоморфизмът

Gal(K(ζ, p
√
ω)/k(ζ)) ∼= Gal(K(ζ, p

√
β)/k(ζ)).

Нека да продължим σ и κ върху K(ζ, p
√
ω) като положим σ̂( p

√
ω) = yσ p

√
ω и κ( p

√
ω) =

β−m(ed−1)/p p
√
ω
e, където κ е единственият про-образ от ред d. Тогава

κσ̂( p
√
ω) = κ(yσ)β−m(ed−1)/p p

√
ω
e

и

σ̂κ( p
√
ω) = β−m(ed−1)/px−m(ed−1)

σ yeσ
p
√
ω
e
,

но κ(yσ) = x
−m(ed−1)
σ yeσ, значи κσ̂ = σ̂κ. По този начин получаваме изоморфизмът

Gal(K(ζ, p
√
ω)/k) ∼= G × Cd, където G ∼= Gal(K(ζ, p

√
ω)/k(ζ)), и Cd се поражда от κ.

Неподвижното подполе L = K(ζ, p
√
ω)Cd на Cd тогава ни дава решение на задачата

за вложимост (K/k,G,Cp).

Сега ще докажем автоматичната реализация G3 =⇒ G4.

Теорема 4.2.6. ([Mi3, Theorem 5.2]) Нека k е произволно поле. Ако G3 се реализира

над k, то G4 също се реализира. Ако k има характеристика p или ако xp2 − 1 се

разлага в k(ζ), то обратната реализация също е в сила.

Доказателство: Ако k има характеристика p, реализирането на произволна

p-група над k зависи само от нейния ранг (виж [Wi, Satz p. 237]), и понеже G3 и G4

имат ранг две, теоремата е в сила.

Ще предполагаме от сега нататък, че k има характеристика различна от p. Ако

xp
2 − 1 се разлага в k, то препятствията, които са пресметнати в теореми 4.2.1 и

4.2.2 са еквивалентни, така че реализирането на едната група влече реализирането

на другата група. Да отбележим, че междинното поле L, описано в споменатите

теореми е еднакво и за двете групи.

Да предположим сега, че xp−1 се разлага на линейни множители в k, но xp2−1

не се разлага. Нека M е разширение на Галоа на k с Gal(M/k) изоморфна на G3,

и нека L е междинното (p2, p) разширение, както е описано преди теорема 4.2.1.

Образите на a1 и a2 в k∗/k∗p са линейно независими и затова не могат едновременно да

се съдържат в редицата, породена от образа на ζ. Ако ζ и a2 са линейно независими,

можем да положим a1 = ζ−1, откъдето (a1, ζ; ζ) = (a2, ζa1; ζ) = 1. В другия случай,

когато a1 и ζ са линейно независими, можем да положим a2 = ζ, така че отново
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(a1, ζ; ζ) = (a2, ζa1; ζ) = 1. По този начин се убеждаваме, че групата G4 се реализира

над k.

Нататък, ще се освободим от предположението, че xp − 1 се разлага в k. Нека

N/k е разширение на Галоа такова, че Gal(N/k) е изоморфна на G3. Тогава групата

Gal(N(ζ)/k(ζ)) също е изоморфна на G3. От доказаното по-горе следва, че съществу-

ва G4 разширениеM/k(ζ). Нещо повече, ако xp2−1 се разлага на линейни множители

в k(ζ), то можем да изберемM такова, че неговото междинно (p2, p) разширение е съ-

щото като това на N(ζ); както преди, означаваме това поле с L. Знаем, че L = L′(ζ),

където L′ е междинното (p2, p) разширение на N/k. От теорема 4.2.5 следва, че L′ се

съдържа в G4 разширение на k. Обратното следва аналогично. Ако xp2 − 1 не се раз-

лага в k(ζ), нека L1 и L2 са междинните (p2, p) разширения на N(ζ)/k(ζ) и M/k(ζ),

съответно. Нека K = k(ζ)( p
√
a1, p
√
a2) е междинното (p, p) разширение на L1/k(ζ) за

някои a1 и a2 в k(ζ). Имаме два случая.

Първо, ако a2 и ζ са линейно независими, можем да вземем k(ζ)( p
√
ζ−1, p
√
a2) в

ролята на междинно (p, p) разширение; полагаме L2 = k(ζ)( p2
√
ζ−1, p
√
a2) в ролята на

междинно (p2, p) разширение. Да отбележим, че L1 (което е композитът на k(ζ) и

на (p2, p) разширение на k) е абелово над k. В частност, k(ζ)( p
√
a2) е абелово над k.

Такова е и k(ζ)( p2
√
ζ−1) = k(ζp3). Следователно L2 също е абелово разширение на k, и

понеже p не дели [k(ζ) : k], трябва да съществува (p2, p) разширение L′2 на k такова,

че L2 = L′2(ζ). Тук отново можем да използваме теорема 4.2.5.

Второ, ако a1 и ζ са линейно независими, можем да вземем k(ζ)( p
√
a1,

p
√
ζ) в

ролята на междинно (p, p) разширение на L2/k(ζ). Имаме (p2, p) разширението L1 =

k(ζ)( p
√
f1β, p
√
a2) дадено над теорема 4.2.1. (Можем да забележим, че има леко несъ-

ответствие между описанието на L и L1, дадено преди теорема 4.2.1 и това дадено

тук, което е трудно да се избегне.) Тогава L1, бивайки композитът на k(ζ) и на (p2, p)

разширение на k, е абелово над k. В частност, k(ζ)( p
√
f1β) е абелово над k и същото

важи за k(ζ)( p
√
ζ) = k(ζp2). Следователно, L2 също е абелово разширение над k. Тъй

като p не дели [k(ζ) : k], съществува (p2, p) разширение L′2 на k такова, че L2 = L′2(ζ).

Така отново можем да използваме теорема 4.2.5.

В следващата точка ще покажем, че обратната реализация не е в сила, когато

xp
2 − 1 не се разлага в k(ζ).
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4.2.3 Локални полета

Нека k е локално поле, т.е. локално компактно по отношение на някое нетри-

виално нормиране. Така то е едно от следните видове

(a) крайно разширение на Qp, за някое просто число p;

(b) крайно разширение на Fp((T )), където Fp е поле с p елемента;

(c) R или C.

Означаваме с v регулярното нормиране на k, с π конформният елемент на v

(също наричан униформиращ или прост елемент на k), и с U групата на единиците

на k. Тогава всеки елемент на k∗ може да бъде еднозначно записан във вида a =

πmu с u ∈ U и m = ordk(a). Полето от класове k на k има q елемента, и неговата

характеристика е p. За всяко естествено число n съществува единствено неразклонено

разширение kn от степен n над k. Полето kn е полето на разлагане на полинома

xq
n−1−1. Означаваме с Hn групата на Галоа на разширението kn/k, която е циклична

от ред n, породена от някакъв елемент ϕn. Тогава имаме изоморфизмът

(4.6) INV : H2(Hn, k
∗
n) ∼= 1

n
Z/Z.

Ако ни е дадено произволно x ∈ k∗n, можем да дефинираме кръстосаният хомо-

морфизъм f ∈ Z2(Hn, kn) чрез

(4.7) f(ϕin, ϕ
j
n) =

{
1, 0 ≤ i, j, i+ j < n
x, 0 ≤ i, j < n ≤ i+ j

Означаваме с [f ] 2-кокласът породен от f в H2(Hn, k
∗
n). Тогава изоморфизмът

(4.6) се задава чрез

INV : [f ] 7→ v(x)

n
+ Z.

Означаваме с G(k) множеството на всички крайно мерни централни прости

алгебри над k. Нека алгебрата A ∈ G(k) има степен n над k. Тогава [A] = [(kn, Hn, f)],

където kn, Hn и f са както преди. Следователно, INV([A]) = v(x)
n

+ Z ∈ 1
n
Z/Z. Нека

A,B ∈ G(k). Ще запишем някои известни свойства на изоморфизма INV:

• A ∼ B (т.е. [A] = [B]) ⇐⇒ INV(A) = INV(B);
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• A ∼ k (т.е. [A] = 1) ⇐⇒ INV(A) = 0;

• INV(A⊗B) = INV(A) + INV(B).

Нататък, да разгледаме цикличната алгебра B = (kn, Hn, f). Тя се описва на-

пълно чрез следните свойства:

• B =
⊕

0≤j<n u
jkn;

• u−1du = ϕn(d),∀d ∈ kn, където ϕn а автоморфизмът на Фробениус на разшире-

нието kn/k;

• un = x ∈ k∗.

Системата фактори f се дефинира чрез

uϕinuϕjn = f(ϕin, ϕ
j
n)uϕi+jn

.

Може да се покаже, че f удовлетворява формулата (4.6). Полагаме uϕn = u, uϕin =

ui, u1 = un = x.

Отсега нататък ще считаме, че k съдържа примитивен n-ти корен на единицата

ζ. Означаваме с p простият идеал породен от конформния елемент π ∈ k. Нека q = Np

е броят на елементите в полето от класове k. Тогава F∗q е циклична група от ред q−1,

значи n|q − 1 и u
q−1
n ∈ 〈ζ〉 = µn ∈ F∗q. За a ∈ k∗ означаваме с (a|p) единственият n-ти

корен на единицата такъв, че (a|p) ≡ a
q−1
n (mod p).

Теорема 4.2.7. За a ∈ k∗ такова, че ordka = 0, следните условия са еквивалентни:

(a) (a|p) = 1;

(b) a е n-та степен в k;

(c) a е n-та степен в k.

Да дефинираме сега символът на Хилберт (a, b)v за локалното поле k:

(a, b)v = ζnINVv(a,b;ζ).
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Инвариантата на обобщената кватернионна алгебра (a, b; ζ) е елемент на 1
n
Z/Z, и

оттук nINVv(a, b; ζ) е елемент на Z/nZ. Така ние получаваме билинейно изображе-

ние k∗/k∗n × k∗/k∗n −→ µn = 〈ζ〉. Може лесно да се покаже, че произведението на

кватернионни класове в групата на Брауер се разпада тогава и само тогава, когато

произведението на символите на Хилберт е 1.

Да предположим сега, че (a, b; ζ) е алгебра с деление, породена от елементи α

и β такива, че αn = a, βn = b и βα = ζαβ. Да припомним, че за да пресметнем

инвариантата на централна алгебра с деление D над локално поле k, ние трябва да

извършим следното:

(a) избираме максимално неразклонено поле L = k(i) в D, където in = c ∈ k;

(b) намираме елемент j ∈ D, за който x 7→ jxj−1 е автоморфизмът на Фробениус на

L чрез теоремата на Ньотер-Сколем;

(c) прилагаме формулата INVv([D]) = v(j) + Z.

Да изберем неразклоненото разширение L = k(α) = k( n
√
a). Нека (a|p) = ζr, така

че (p, L/k)(α) = ζrα, където (p, L/k) е елементът на Фробениус за p, съответстващ

на автоморфизма на Фробениус в Gal(k(α)/k). Тъй като βαβ−1 = ζα, виждаме, че

можем да вземем j = βr. Тогава jn = br, значи v(j) = r
n
v(b). Следователно,

(a, b)v = ζnINVv(a,b;ζ) = ζrv(b) = (a|p)v(b).

Нека сега k = Ql, където l е нечетно просто число такова, че l ≡ 1 (mod p), но l 6≡
1 (mod p2). Тогава ζ ∈ k, но p

√
ζ = ζp2 /∈ k. Неразклоненото разширение на k е полето

на разлагане на полинома g(x) = xl
p−1−1 над k. Тъй като p2 дели lp−1 = (l−1)(lp−1+

lp−2 + · · ·+ l+ 1), ζp2 е корен на g(x), следователно k(ζp2) е неразклонено разширение.

Получаваме, че dimFpQ∗l /Q
∗p
l = 2, т.е. Q∗l /Q

∗p
l има p2 елемента. Следователно l и ζ

пораждат Q∗l /Q
∗p
l над Fp. Сега можем да опишем напълно символът на Хилберт:

(ζ, b)l = (ζ|l)v(b) = ζ
l−1
p
v(b). В частност, (ζ, b)l = 1 ⇐⇒ v(b) = 0, т.е. b ∈ U . Оттук

получаваме, че има само две задачи за вложимост зададени с груповото разширение

1 −→ 〈ε〉 ∼= µp −→ Cp2 −→ Cp −→ 1. Едната от тези задачи е разрешима, именно,

когато a се съдържа в редицата, породена от ζ.

Нека сега да разгледаме групите G1 и G2. За да имаме (a1, a2)l = 1, елементите

a1 и a2 трябва да се съдържат в редицата, породена от ζ, което е противоречие с
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предположението, че те са линейно независими по модул (Ql)
p. Следователно, G1 не

се реализира над Ql. За a2 = ζ−1, получаваме (a1, a2ζ)l = 1, значи G2 се реализира

над Ql.

За да можем да конструираме задачи за вложимост зададени чрез груповите

разширения (4.1) и (4.2), трябва да имаме (a1, ζ)l = 1, т.е. a1 и ζ трябва да се съдър-

жат в една и съща редица. Тогава (a2, a1) 6= 1, понеже a1 и a2 не могат едновременно

да се съдържат в редицата, породена от ζ. Следователно, G3 не се реализира над Ql.

За a1 = ζ−1, получаваме (a2, a1ζ)l = 1, значи задачата за вложимост, зададена чрез

(4.2) е разрешима, и групата G4 се реализира над Ql. Това показва, че автоматичната

реализация G4 =⇒ G3 не е в сила.

За да построим задача за вложимост, зададена чрез груповото разширение (4.4),

трябва да имаме dimFpQ∗l /Q
∗p
l ≥ 3, което е невъзможно, значи групата G6 не се

реализира над Ql.

Накрая, нека да разгледаме p-адичното циклотомно поле k = Qp(ζ) за примити-

вен p-ти корен на единицата ζ. Символът на Хилберт може да бъде напълно описан,

както е направено например в [Ив] и [CF]. Ние ще дадем някои от свойствата му.

Елементът π = 1− ζ е конформен за полето k, което е напълно разклонено разшире-

ние над Qp от степен p − 1. Означаваме с Ui подгрупата на единиците ≡ 1 (mod πi)

в k∗ за i = 1, 2, . . . . Тогава образът на елемента ηi = 1− πi поражда групата Ui/Ui+1,

която е циклична от ред p. Елементите π, η1 = ζ, η2 = 1− π2, . . . , ηp = 1− πp пораж-

дат групата k∗/k∗p, която има ред pp+1 и има размерност p + 1 над Fp, така че тези

пораждащи елементи могат да бъдат избрани за базис. Тогава са в сила следните

леми.

Лема 4.2.8. За всеки i, j такива, че 1 ≤ i, j ≤ p − 1 имаме (ηj, ηi)π =
∏

r,s ζ
i/s,

където произведението е по всички r, s ∈ N такива, че ri+ sj = p.

Лема 4.2.9. Изображението на Хилберт

a, b 7→ (a, b)π : k∗ × k∗ −→ µp

е единственото анти-симетрично изображение, удовлетворяващо

(a) (ηi, ηj)π = (ηi, ηi+j)π(ηi+j, ηj)π(π, ηi+j)
j
π, за всички i, j ≥ 1;

(b)

(π, ηi)π =

{
1, 1 ≤ i ≤ p− 1
ζ, i = p
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(c) (∗, ∗)π = 1 върху Ui × Uj, ако i+ j ≥ p+ 1.

Да разгледаме отново задачата за вложимост зададена чрез груповото разши-

рение 1 −→ 〈ε〉 ∼= µp −→ Cp2 −→ Cp −→ 1. От лема 4.2.9 следва, че (a, ζ)π = 1 за

a = π, ζ и ηp, значи задачата е разрешима в тези случаи. Тъй като dimFpk
∗/k∗p = p+1,

имаме p + 1 съществено различни задачи за вложимост, зададени чрез груповото

разширение 1 −→ 〈ε〉 ∼= µp −→ Cp2 −→ Cp −→ 1. Тук възниква въпросът – кои

са стойностите на a такива, че задачата за вложимост е разрешима? С помощта на

лема 4.2.9 може да се покаже, че ако p−1
2
≤ j ≤ p − 1, то задачата за вложимост за

a = ηj не е разрешима. Прилагайки лема 4.2.8 получаваме, че ако p = 11 задачата за

вложимост е разрешима за a = η3. Не е трудно да се покаже, че за всяко a1 такова,

че можем да построим задачи за вложимост зададени чрез (4.1) и (4.2), съществува

a2 такова, че тези задачи са разрешими. Накрая за a1 = ζ, a2 = π и a3 = ηp има-

ме (a3, ζ)π = (a2, a1)π = 1, откъдето задачата за вложимост зададена чрез (4.4) е

разрешима.
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4.3 Модулярната p-група като група на Галоа

Означаваме модулярната p-група от ред pn с M(pn), за n ≥ 3. Тя се поражда от

два елемента α и β със съотношения αpn−1
= βp = 1 и βα = α1+pn−2

β, виж например

[Ha, Th. 12.5.1]. Поради честата употреба на простата степен pn−2 в този параграф, ще

положим q = pn−2. Модулярната група M(2n) е една от четирите неабелови групи от

ред 2n, които имат циклична подгрупа с индекс 2, за n ≥ 4. За нечетно p, модулярната

групаM(pn) е единствената неабелова група от ред pn, която има циклична подгрупа

с индекс p, за n ≥ 3. Да забележим, че подгрупата Cq × Cp = 〈αp, β〉 има индекс p в

модулярната група M(pn).

4.3.1 M(pn)-разширения на Галоа

Описанието на разширенията на Галоа е съществена част от теорията на пре-

пятствията. От една страна, прецизното пресмятане на едно препятствие често води

до описание на решенията на съответната задача за вложимост. От друга страна,

познаването на всички разширения на Галоа, които реализират дадена група може

да ни позволи да навлезем по-надълбоко в кохомологични разсъждения, които да

доведат до получаването на нови препятствия.

В тази точка ще опишем в явен вид модулярните p-разширения. Резултати-

те, които ще получим могат да бъдат получени по два начина: чрез ’елементарна’

Кумеровата теория, следвайки [Wa], или чрез ’висша’ Кумерова теория, развита в

работите [MS1, MS2, MSS1, MSS2].

Нека първо да въведем някои означения. Нека K1 = k( p
√
a1) за a1 ∈ k∗ \ k∗p, и

нека K/k е циклично Cq = 〈σ〉 разширение такова, че K1 ⊂ K.

За груповия пръстен Fp[Cq] съществуват точно q ненулеви фактор-пръстени,

именно Mj = Fp[Cq]/〈(σ − 1)j〉 за j = 1, 2, . . . , q. Всеки пръстен Mj е Cq модул,

понеже произведението в Fp[Cq] индуцира Fp[Cq]-действие върху Mj. Нататък, нека

J = K∗/K∗p е Fp[Cq] модул на p-ти степенни класове. Ще записваме елементите на

J като [γ], γ ∈ K∗. Цокъл сериите на J се задават чрез J1 = JCq - неподвижния

подмодул на J и Ji/Ji−1 = (J/Ji−1)Cq за i > 1. Имаме, че Ji = ker(σ − 1)i, където

(σ − 1)i го разглеждаме като ендоморфизъм на J . От [Wa] имаме съответствието на

Кумер над K на крайните подпространства на J и крайните абелови разширения на

K с експонента p.
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Тъй като αq е централен и α−1βα = αqβ, подгрупата породена от αq и β е

нормална в M(pn). Така получаваме груповото разширение:

(4.8) 1 −→ Cp × Cp ∼= 〈αq, β〉 −→M(pn) −→
α 7→σ Cq −→ 1.

Нашата първа цел е да опишем решенията на задачата за вложимост зададена чрез

by K/k и (4.8).

Теорема 4.3.1. ([Mi4, Proposition 3.1]) Нека L/K е разширение на Галоа с група на

Галоа изоморфна на Cp × Cp. Тогава L/k е неабелово разширение на Галоа тогава и

само тогава, когато L = K(b
1/p
0 , b

1/p
1 ), където b0 ∈ K∗ \K∗p, b1 = σ(b0)/b0 ∈ K∗ \K∗p

и b2 = σ(b1)/b1 ∈ K∗p. В този случай, G = Gal(L/k) е изоморфна или на M(pn), или

на полудиректното произведение Cq o (Cp)
2.

Доказателство: Според [MSS2], неабеловите разширения L/k са във взаим-

но еднозначно съответствие с неразложимите подмодули на J имащи размерност 2.

Освен това, групата на Галоа G = Gal(L/k) е изоморфна или на модулярната група,

или на полудиректното произведение Cq o (Cp)
2.

Сега вече можем да направим описание на всички M(pn) разширения, което е

целта на следната

Теорема 4.3.2. ([Mi4, Theorem 3.2]) L/k е M(pn) разширение, което е решение на

задачата за вложимост зададена чрез (4.8), тогава и само тогава, когато същес-

твуват b0 ∈ K∗ \K∗p, f ∈ k∗ \ k∗ ∩K∗p и x ∈ K∗ такива, че σ(b0)/b0 = fxp, L/k =

K( p
√
b0,

p
√
f)/k и c = f q/pNK/k(x) е p-ти корен на единицата, но c 6= 1.

Доказателство: ’⇒’: Нека L/k = K(b
1/p
0 , b

1/p
1 )/k е M(pn) разширение, за ко-

ето b0 ∈ K∗ \ K∗p, b1 = σ(b0)/b0 ∈ K∗ \ K∗p и σ(b1)/b1 = dp, където d ∈ K∗. Нека

α ∈ Gal(L/k) е про-образ на σ. Да положим ω0 = b
1/p
0 , ω1 = α(ω0)/ω0 = b

1/p
1 , ω2 =

α(ω1)/ω1 = d, . . . , ωq = α(ωq−1)/ωq−1. Имаме следното (в експоненциални означения):

ω1 = ωα−1
0 , ω2 = ω

(α−1)2

0 , . . . , ωq = ω
(α−1)q

0 . Биномното развитие на Xq = [(X − 1) + 1]q

ни показва, че

ωα
q

0 = ω
Pq
k=0(α−1)k( q

k
)

0 =

q∏

k=0

ω
(α−1)k( q

k
)

0 =

q∏

k=0

ω
( q
k

)

k .

Полагаме c = ωα
q−1

0 =
∏q

k=1 ω
( q
k

)

k . От ωp0 = b0 и αq(b0) = σq(b0) = b0 следва, че cp = 1.

Тогава имаме c = b
q/p
1 dγ, където γ = ( q

2
) + ( q

3
)(σ− 1) + · · ·+ ( q

q
)(σ− 1)q−2. Нека τ0, τ1 ∈
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Gal(L/K) са такива, че τ0(ω0) = ω0ζ, τ0(ω1) = ω1, τ1(ω0) = ω0 и τ1(ω1) = ω1ζ. Да

отбележим, че ατ0α
−1 = τ0 и ατ1α

−1 = τ1τ
−1
0 , което се вижда като сравним действията

върху ω0 и ω1. Елементът αq лежи в Gal(L/K) и е неподвижен под действието на σ.

Тогава αq трябва да бъде някаква степен на τ0, значи е тривиален само ако неговото

действие върху ω0 е тривиално.

Отчитайки, че L/k е модулярно разширение, получаваме, че αq не е тривиален,

откъдето c 6= 1. Да означим както е обичайно сNK/k : K → k норменото изображение.

От b1 = σ(b0)/b0 следва, че NK/k(b1) = 1, значи

NK/k(b1) = b1σ(b1) · · · σq−1(b1) = bq1(dp)q−1σ(dp)q−2 · · · σq−2(dp) = 1.

Оттук получаваме, че елементът h = b
q/p
1 dq−1σ(d)q−2 · · · σq−2(d) се намира в циклич-

ната група, породена от ζ. В частност, σ(h)/h = NK/k(d) = 1. Сега от теорема 90

на Хилберт следва, че съществува x ∈ K∗ такова, че d = σ(x)/x. Следователно,

σ(b1)/b1 = σ(xp)/xp и за някое f ∈ k∗ \ k∗ ∩ K∗p получаваме b1 = fxp. Нататък,

c = (fxp)q/p(σ(x)/x)γ = f q/pxδ, където δ = q+( q
2
)(σ−1)+· · ·+( q

q
)(σ−1)q−1 =

∑q−1
k=0 σ

k,

значи c = f q/pNK/k(x).

’⇐’: Нека b0, f и c са както в условието. Полагаме b1 = fxp и d = σ(x)/x.

От теорема 4.3.1 следва, че L/k = K(b
1/p
0 , b

1/p
1 )/k е или полудиректно, или M(pn)

разширение. С помощта на същите дефиниции на ω0, . . . , ωq както в доказателството

на другата посока ’⇒’, получаваме, че c = (fxp)q/p(σ(x)/x)γ = ωα
q−1

0 6= 1, т.е. αq 6= 1,

значи L/k е точно M(pn) разширение.

Забележка 4.3.3. В теорема 4.3.2 получихме, че b1 = bσ−1
0 /∈ K∗p, значи [b0] /∈ J1,

и b2 = b
(σ−1)2

0 ∈ K∗p, значи [b0] ∈ J2, т.е. [b0] ∈ J2 \ J1. По този начин явният вид на

елемента b0 се определя от структурата на модула J2, която не е съвсем ясна. Явният

вид на елемента b0, обаче няма особено значение за нашите цели.

Нататък, ще обобщим теорема 4.3.1 за неабелови разширения на Cq с ядро (Cp)
3.

Теорема 4.3.4. ([Mi4, Proposition 3.3]) Нека L/k е неабелово разширение на Галоа,

съдържащо K/k и нека Gal(L/K) е изоморфна на (Cp)
3. Тогава L = K(b

1/p
0 , b

1/p
1 , b

1/p
2 ),

където b0 ∈ K∗ \K∗p, b1 = σ(b0)/b0 ∈ K∗ \K∗p, b2 = σ(b1)/b1 и съществуват само две

възможности:

(i) b2 ∈ K∗ \K∗p и σ(b2)/b2 ∈ K∗p;
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(ii) b2 ∈ K∗p и σ(b2)/b2 ∈ K∗p.
Доказателство: Неабеловите разширения на Галоа L/k такива, че Gal(L/K)

е изоморфна на (Cp)
3 са в биективно съответствие с подмодулите на J с размерност

3, които не са изоморфни на F3
p. От теорията на модулите над области на цялост

следва, че съществуват само два класа такива модули с точност до изоморфизъм:

Fp[Cq]/〈(σ − 1)3〉 и Fp ⊕ Fp[Cq]/〈(σ − 1)2〉, даващи случаите (i) и (ii), съответно.

Нека да разгледаме сега двата случая по отделно. Първият ни дава подмодул

W ∼= Fp[Cq]/〈(σ − 1)3〉, значи за n > 3 има само два класа на изоморфност, които са

възможни за Gal(L/K), в зависимост от това дали индексът на W е тривиален или

не.

Теорема 4.3.5. ([Mi4, Proposition 3.4]) Нека L = K(b
1/p
0 , b

1/p
1 , b

1/p
2 ), където b0 ∈ K∗ \

K∗p, b1 = σ(b0)/b0 ∈ K∗ \K∗p, b2 = σ(b1)/b1 ∈ K∗ \K∗p и σ(b2)/b2 ∈ K∗p. Тогава L/k е

разширение на Галоа и групата на Галоа на L/k е изоморфна или на полудиректното

произведение Cq o (Cp)
3, или на група, породена от σ1, τ0, τ1 и τ2 такива, че σq1 =

τ0, σ1τ1σ
−1
1 = τ1τ

−1
0 , σ1τ2σ

−1
1 = τ2τ0τ

−1
1 , където τ0, τ1 и τ2 са пораждащи на Gal(L/K),

зададени чрез τi( p
√
bj) = p

√
bjζ

δij .

Вторият случай ни дава подмодул W ∼= Fp⊕Fp[Cq]/〈(σ− 1)2〉, значи имаме три

класа на изоморфност, които са възможни за Gal(L/K), в зависимост от индексите

на двете директни събираеми.

Да означим с M̃(pn+1) групата породена от елементите σ1, τ1 и ρ1 такива, че

|σ1| = pq, τ p1 = ρp1 = 1, τ1σ1 = σq+1
1 τ1ρ1 и ρ1 е централен. Полагаме N1 = 〈σp1〉, N2 = 〈ρ1〉.

Тогава N1 и N2 са нормални в M̃(pn+1) и N1∩N2 = {1}. Фактор-групата M̃(pn+1)/N1

е изоморфна на групата на Хайзенберг Hp3 , за p 6= 2, и на диедралната група D8

от ред 8, за p = 2. Фактор-групата M̃(pn+1)/N2 е изоморфна на модулярната група

M(pn). Групата M̃(pn+1) тогава е изоморфна на директното произведение на групите

M̃(pn+1)/N1 и M̃(pn+1)/N2 с обединена фактор-група M̃(pn+1)/N1N2
∼= (Cp)

2.

Теорема 4.3.6. ([Mi4, Proposition 3.5]) Нека L = K(b
1/p
0 , b

1/p
1 , b

1/p
2 ), където b0 ∈ K∗ \

K∗p, b1 = σ(b0)/b0 ∈ K∗ \K∗p, σ(b1)/b1 ∈ K∗p, b2 ∈ K∗ \K∗p и σ(b2)/b2 ∈ K∗p. Тогава
L/k е неабелово разширение на Галоа и групата на Галоа на L/k е изоморфна или

на (Cq o (Cp)
2)× Cp, или на M(pn)× Cp, или на M̃(pn+1).

Като илюстрация на теореми 4.3.2 и 4.3.6, ще конструираме M̃(2n+1) разшире-

ние над полето на рационалните числа в следния
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Пример 4.3.7. Нека p = 2, k = Q и нека ξ е примитивен корен на единицата от

степен 2n+1 за n ≥ 4. Добре известно е, че групата на Галоа на Q(ξ)/Q е изоморфна

на мултипликативната група Z∗2n+1 , която на свой ред е изоморфна на C2n−1 × C2 =

〈5〉 × 〈−1〉 (виж [ПСЧ]). Полагаме θk = ξk + ξ−k за k ≥ 1 и θ = θ1. Тогава за нечетно

k ще имаме, че θk са спрегнатите на θ, и Q(ξ) = Q(θ, i), където i =
√−1 = ξ2n−1 .

Действията на 5 и −1 са:

5 : θ 7→ θ5, i 7→ i; −1 : θ 7→ θ, i 7→ −i.

Следователно, групата на Галоа на K/k = Q(θ2)/Q е 〈5〉/〈52n−2〉, която е изоморфна

на цикличната група C2n−2 .

Сега можем да конструираме M(2n) разширение, прилагайки теорема 4.3.2.

Имаме, че θ2 = θ2 + 2 и
√

2 са в K, значи можем да положим b0 =
√

2θ2. Озна-

чаваме с σ пораждащият на C2n−2 . Тогава σ(b0)/b0 = −x2, където x = 5(θ)/θ =

θ5/θ = θ2
2 − θ2 − 1 ∈ K∗. Нататък, трябва да пресметнем нормата на x:

NK/k(x) = 5
2n−2

(θ)/θ = (ξ1+2n + ξ−1−2n)/θ = −1,

понеже 52n−2 ≡ 1+2n (mod 2n+1). По този начин, за f = −1 получаваме σ(b0)/b0 = fx2

и c = f q/2NK/k(x) = −1, откъдетоK( 4
√

2θ, i)/k = Q(θ2,
4
√

2θ, i)/Q еM(2n) разширение.

Да положим b1 = −x2 и b2 = θ2 (тук очевидно b1 и b2 са в K∗ \ K∗2). Тъй
като σ(

√
2)/
√

2 = −1, получаваме σ(b2)/b2 = x2, значи K( 4
√

2θ, i, θ)/k = Q( 4
√

2, ξ)/Q е

M̃(2n+1) разширение.

Описанието на модулярните p-разширения може да бъде направено в още по-

явен вид в някои частни случаи, които сега ще разгледаме.

Нека a1, a2 ∈ k∗ са независими mod k∗p и да означим Ki = k( p
√
ai), i = 1, 2. Както

преди, нека K/k е Cq = 〈σ〉 разширение такова, че K1 ⊂ K. Тогава L/k = K( p
√
a2)/k

е Cq × Cp разширение, с пораждащи елементи σ и τ такива, че σq = τ p = 1. Имаме

груповото разширение:

(4.9) 1 −→ µp ∼= 〈αq〉 −→M(pn) −→
α 7→σ
β 7→τ

Cq × Cp −→ 1.

Според теорема 2.2.1 препятствието на задачата за вложимост зададена чрез L/k и

(4.9) е

(4.10) [K,Cq, ζ](a2, a1; ζ) ∈ Br(k),
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където [K,Cq, ζ] е класът на еквивалентност на цикличната алгебра на кръстосаното

произведение (K, σ, ζ), зададено чрез ограниченото групово разширение

1 −→ µp ∼= 〈αq〉 −→ Cpq −→α 7→σ Cq −→ 1.

Сега ще дадем няколко примера на модулярни разширения, получени чрез ана-

лиз на препятствието (4.10).

Пример 4.3.8. Да предположим, че примитивен q-ти корен на единицата ζq се съ-

държа в k. Според [Pi, Corollary 15.1b], имаме

(K,σ, ζ) = (K,σ, ζq/pq ) = (K1, σ|K1 , ζq) = (a1, ζq; ζ) ∈ Br(k).

Препятствието тогава придобива вида:

[K,Cq, ζ](a2, a1; ζ) = (a1, ζq; ζ)(a2, a1; ζ) = (ζ−1
q a2, a1; ζ) ∈ Br(k).

Нека сега (ζ−1
q a2, a1; ζ) = 1, значи съществува y ∈ K1 такова, че NK1/k(y) =

ζ−1
q a2. Можем за простота още да считаме, че K = k( q

√
a1). Полагаме

ω = q
√
a1y

p−1σ(y)p−2 · · · σp−2(y).

Тогава имаме σ(ω)/ω = ζqNK1/k(y)/yp = a2/y
p ∈ L∗p и τ(ω)/ω = 1. Следователно,

L( p
√
ω)/k е разширение на Галоа. Нека g1 и g2 са автоморфизмите от Gal(L( p

√
ω)/k),

които се изобразяват, съответно в σ и τ . Можем да дефинираме тяхното действие

така: g1( p
√
ω) = p

√
ω p
√
a2/y и g2( p

√
ω) = p

√
ω. Релациите gpq1 = gp2 = 1 и gq1 = [g2, g1] =

g−1
2 g−1

1 g2g1 сега лесно се проверяват, откъдето L( p
√
ω)/k е точно M(pn) разширение.

Пример 4.3.9. Да предположим, че примитивен q-ти корен на единицата ζq е в

k∗, но не е в k∗p. Нека отново да приемем,че K/k = k( q
√
a1)/k е Cq разширение.

Полагаме b0 = q
√
a1 и b1 = ζq. Тогава имаме b1 = σ(b0)/b0 ∈ K∗ \K∗p, σ(b1)/b1 = 1 и

c = b
q/p
1 = ζ

q/p
q = ζ 6= 1. От теорема 4.3.2 тогава следва, че K( pq

√
a1, p
√
ζq)/k е M(pn)

разширение. Същият резултат може да получим, ако положим a2 = ζq и ω = q
√
a1,

понеже (ζ−1
q a2, a1; ζ) = (1, a1; ζ) = 1 .

Пример 4.3.10. Нека n > 3. Да предположим, че ζ ∈ NK/k(K
∗), т.е. съществува

ω ∈ K∗ такова, че ζ = NK/k(ω). Да вземем произволен елемент ω1 ∈ K∗1 \k∗. Тогава ще

имаме NK/k(ω1) = [NK1/k(ω1)]q/p = f q/p за f = NK1/k(ω1), и единственото ограничение
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върху избора на ω1, от което се нуждаем е f ∈ k∗ \K∗p1 ∩ k∗. Ако положим x = ω−1
1 ω

и b1 = fxp, имаме c = f q/pNK/k(x) = ζ. Тогава за всяко b0 такова, че σ(b0)/b0 = b1,

ние ще получим M(pn) разширение L/k = K(b
1/p
0 , (NK1/k(ω1))1/p)/k.

Да отбележим, че предположението ζ ∈ NK/k(K
∗) означава, че цикличната

алгебра [K,Cq, ζ] се разпада в Br(k), което води до препятствието (a2, a1; ζ) ∈ Br(k).

В този случай разпадането на препятствието е еквивалентно на a2 = f = NK1/k(ω1) ∈
k∗ \K∗p1 ∩ k∗.

4.3.2 Рестрикции, корестрикции и препятствия

Ще започнем с описанието на рестрикции на групови разширения, получени с

помощта на транзитивни влагания на някои 2-групи в симетричната група S2l .

Лема 4.3.11. ([Mi4, Lemma 4.1]) Да разгледаме изображението на рестрикция

res : H2(Sd, µ2) −→ H2(G,µ2),

където G се влага транзитивно в симетричната група Sd от степен d = 2l ≥ 4,

според медода описан в параграф 2.5 (с използването на примитивен елемент).

1. ([DEK, Lemma 2]) Нека G = C2×C2. Тогава res(s4) съответства на груповото

разширение

1 −→ µ2 −→ Q8 −→ C2 × C2 −→ 1.

2. Нека G = C2n−2 × C2 за n ≥ 4. Тогава res(s2n−1) съответства на груповото

разширение

1 −→ µ2 −→ ˜C2n−2 × C2 −→ C2n−2 × C2 −→ 1,

където ˜C2n−2 × C2 има представяне: x2n−2
= y2 = 1, yx = −xy.

3. Нека G = M(2n). Тогава res(s2n) съответства на груповото разширение

1 −→ µ2 −→ M̃(2n) −→M(2n) −→ 1,

където M̃(2n) ∼= M̃(2n+1) е групата описана преди теорема 4.3.6 за p = 2.

Доказателство: (1) Нека L/k = k(
√
a,
√
b)/k е C2 × C2 разширение. Тогава

θ =
√
a+
√
b е примитивен елемент на L/k. Спрегнатите на θ са: θ = θ1 =

√
a+
√
b, θ2 =

−√a+
√
b, θ3 =

√
a−
√
b и θ4 = −√a−

√
b. Тогава σ = (1, 2)(3, 4) и τ = (1, 3)(2, 4) са
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пораждащите на C2 × C2 = Gal(L/k). Тъй като произведението на две независими

транспозиции се повдига до елемент от ред 4 в S̃4, получаваме C̃2 × C2
∼= Q8.

(2) Нека L/k = k(α,
√
b)/k е C2n−2 × C2 разширение, и нека σ и τ са пораж-

дащите на последната група: σ2n−2
= τ 2 = 1, στ = τσ. Полагаме α1 = α, α2 =

σ(α1), . . . , α2n−2 = σ2n−2−1(α1). Тогава θ = α +
√
b е примитивен елемент на L/k и

спрегнатите на θ са

θ1 = θ, θ2 = α2 +
√
b, . . . , θ2n−2 = α2n−2 +

√
b,

θ2n−2+1 = α1 −
√
b, θ2n−2+2 = α2 −

√
b, . . . , θ2n−1 = α2n−2 −

√
b.

Следователно,

σ = (1, 2, . . . , 2n−2)(2n−2 + 1, 2n−2 + 2, . . . , 2n−1),

τ = (1, 2n−2 + 1)(2, 2n−2 + 2) · · · (2n−2, 2n−1).

Тъй като n ≥ 4 и про-образите (̃i, j) и (̃k, l) на две независими транспозиции антико-

мутират, получаваме σ̃2n−2
= τ̃ 2 = 1.

Да положим сега σ1 = (1, 2, . . . , 2n−2) и σ2 = (2n−2 + 1, 2n−2 + 2, . . . , 2n−1). Прес-

мятанията показват, че τσ1τ = σ2. Можем да запишем σ1 и σ2 като произведение на

транспозиции:

σ1 = (1, 2)(2, 3) · · · (2n−2 − 1, 2n−2),

σ2 = (2n−2 + 1, 2n−2 + 2)(2n−2 + 2, 2n−2 + 3) · · · (2n−1 − 1, 2n−1).

Очевидно, всички транспозиции от разлагането на σ1 са независими с онези от раз-

лагането на σ2, значи

σ̃1σ̃2 = (−1)(2n−2−1)2

σ̃2σ̃1 = −σ̃2σ̃1.

(3) Нека L/k = K(
√
b0,
√
f)/k еM(2n) разширение според описанието в теорема

4.3.2. Тогава θ =
√
b0 +

√
f е примитивен елемент на L/K. Да означим с σ и τ

пораждащите на M(2n) : σ2n−1
= τ 2 = 1, τσ = σ2n−2+1τ . С подобни разсъждения

както в (2), получаваме разлагането на σ и τ в S2n :

σ = (1, 2, . . . , 2n−1)(2n−1 + 1, 2n−1 + 2, . . . , 2n),

τ = (1, 2n−1 + 1)(2, 2n−1 + 2n−2 + 2)(3, 2n−1 + 3)(4, 2n−1 + 2n−2 + 4) · · ·
· · · (2n−1, 2n−1 + 2n−2).
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Следователно, σ̃2n−1
= τ̃ 2 = 1. Полагаме σ1 = (1, 2, . . . , 2n−1) и σ2 = (2n−1 + 1, 2n−1 +

2, . . . , 2n). Пресмятанията показват, че τσ1τ = σ2n−2+1
2 и τσ2τ = σ2n−2+1

1 . Тук отново

σ̃1σ̃2 = −σ̃2σ̃1, значи

τ̃ σ̃τ̃ = σ̃2n−2+1
2 σ̃2n−2+1

1 = −σ̃2n−2+1.

Сега ще опишем хомоморфизмът на корестрикция, запазвайки означенията на

предишната лема.

Теорема 4.3.12. ([Mi4, Theorem 4.2]) Нека G е крайна 2-група породена от два

елемента g и h2 такива, че g2 = h1, h
2
2 = 1 и h1h2 = h2h1. Нека H е подгрупата на

G породена от h1 и h2.

1. Нека G ∼= C4 × C2, H ∼= C2 × C2 и нека f ∈ Z2(H,µ2) представят груповото

разширение

1 −→ µ2 −→ Q8 −→ H −→ 1.

Тогава f = corG/H(f) ∈ Z2(G,µ2) представя груповото разширение

1 −→ µ2 −→ C̃4 × C2
∼= D f C −→ G −→ 1.

2. Нека G ∼= C2n−2 × C2, H ∼= C2n−3 × C2 за n ≥ 5 и нека f ∈ Z2(H,µ2) представя

груповото разширение

1 −→ µ2 −→ ˜C2n−3 × C2 −→ H −→ 1.

Тогава f = corG/H(f) ∈ Z2(G,µ2) представя груповото разширение

1 −→ µ2 −→ ˜C2n−2 × C2 −→ G −→ 1.

3. Нека G ∼= M(2n), H ∼= C2n−2 × C2 за n ≥ 4 и нека f ∈ Z2(H,µ2) представя

груповото разширение

1 −→ µ2 −→ ˜C2n−2 × C2 −→ H −→ 1.

Тогава f = corG/H(f) ∈ Z2(G,µ2) представя груповото разширение

1 −→ µ2 −→ M̃(2n) −→ G −→ 1.
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Доказателство: (1) Нека L/k = k(α,
√
b)/k е C4 × C2 разширение, където

α =
√
r(a+

√
a) за a = 1 + c2, c, r ∈ k∗. Тогава θ = α +

√
b е примитивен елемент за

L/k. Означаваме с K = k(
√
a) неподвижното подполе LH на H, и с

θ1 = α +
√
b, θ2 = −α +

√
b, θ3 = α−

√
b, θ4 = −α−

√
b

спрегнатите на θ над K. Тогава H се влага транзитивно в A4 ↪→ SO4(k):

h1 = (1, 2)(3, 4), h2 = (1, 3)(2, 4).

Нататък, полагаме α′ = g(α) и

θ5 = α′ +
√
b, θ6 = −α′ +

√
b, θ7 = α′ −

√
b, θ8 = −α′ −

√
b

– останалите спрегнати на θ над k. Индуцираното ортогонално представяне тогава

ни дава транзитивно влагане на G в S8:

g = (1, 5, 2, 6)(3, 7, 4, 8),

h2 = (1, 3)(2, 4)(5, 7)(6, 8).

Прилагайки лема 4.3.11(1), (2) и теорема 2.5.2, получаваме групата D f C.

Ще пропуснем доказателството на останалите случаи, понеже то е аналогично.

Забележка 4.3.13. Последната теорема може да бъде доказана също с прилагане

на явната формула от теорема 2.3.9. За групи с повече пораждащи и съотношения,

обаче става все по-трудно да се пресмятат корестрикциите на групови разширения.

Сега ще покажем, че двата вида транзитивни влагания в симетричната гру-

па, описани в края на параграф 2.5, могат да доведат до нееквивалентни групови

разширения.

Пример 4.3.14. Нека k съдържа примитивен корен на единицата ξ от степен 2n−2,

но ξ /∈ k2. Нека a ∈ k∗ \ k∗2 и нека M = k( 2n−1√
a,
√
ξ), т.е. M е полето на разлагане

на полинома f(x) = x2n−1 − a. От пример 4.3.9 знаем, че M/k е M(2n) разширение

(виж също [MR, KR]).

Ще покажем сега, че θ = 2n−1√
a +
√
ξ е примитивен елемент на M/k. Да пред-

положим, че σ ∈ Gal(M/k) оставя θ неподвижно. Тъй като σ( 2n−1√
a) = 2n−1√

a(
√
ξ)k
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и σ(
√
ξ) = (−1)l

√
ξ за някои k, l ≥ 0, получаваме, че 2n−1√

a +
√
ξ = 2n−1√

a(
√
ξ)k +

(−1)l
√
ξ. Следователно, 2n−1√

a(1 − (
√
ξ)k) =

√
ξ((−1)l − 1), значи a(1 − (

√
ξ)k)2n−1

=

((−1)l − 1)2n−1 , което е възможно само ако k = l = 0, т.е. σ = 1.

Нататък, ще вложим транзитивно M(2n) в симетричната група S2n както е

описано в лема 4.3.11 (3). От [MR] знаем, че формата следа trM/k < 1 > на M/k =

k(θ)/k е Вит-еквивалентна на формата на Пфистер � ξ, a �. Прилагайки теорема

2.4.6 можем да пресметнем, че препятствието (вторият клас на Стийфил-Уитни) на

груповото разширение

1 −→ µ2 −→ M̃(2n) −→M(2n) −→ 1.

е (a, ξ).

Нека сега L = k( 2n−1√
a). Пресмятанията показват, че формата следа trL/k <

1 > е Вит-еквивалентна на квадратичната форма < 2, 2a >. Тогава M(2n) се влага

транзитивно в S2n−1 и рестрикцията res(s2n−1) съответства на груповото разширение

1 −→ µ2 −→ M̃(2n)
′
−→M(2n) −→ 1,

чието препятствие се разпада. Наистина, 2 /∈ k2 за n = 4, значи препятствието е

(2, 2a)(2, a) = 1. Ако n > 4 то 2 ∈ k2 и препятствието е (1, a) = 1. Всичко това

показва, че двете групови разширения са нееквивалентни.

Нататък, ще покажем, че групата H2(Cq × C2, µ2) е изоморфна на µ3
2 за n ≥

4, групата H2(M(2n), µ2) е изоморфна на µ2
2, и хомоморфизмът на корестрикция

cor : H2(Cq × C2, µ2) → H2(M(2n), µ2) е сюрективен. Наистина, елементите cε1,ε2,ε3 ∈
H2(Cq × C2, µ2) за εi = ±1 се определят от нееквивалентните групови разширения

1 −→ µ2 −→ Gε1,ε2,ε3 −→eσ 7→σ
eτ 7→τ

Cq × C2 −→ 1,

където σ̃q = ε1, τ̃
2 = ε2, [τ̃ , σ̃] = ε3.

Аналогично, елементите cε2,ε3 ∈ H2(M(2n), µ2) за εi = ±1 се определят от гру-

повите разширения

1 −→ µ2 −→ Gε2,ε3 −→eα 7→α
eβ 7→β

M(2n) −→ 1,

където β̃2 = ε2, α̃
q[β̃, α̃] = ε3 и α̃2q = 1, понеже не съществува група с експонента 2n,

която има фактор-група изоморфна на модулярната група от ред 2n.
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Да припомним, че от теорема 4.3.12 (3) имаме, че корестрикцията на 2-кокласа

c1,1,−1 съответстващ на груповото разширение

1 −→ µ2 −→ ˜C2n−2 × C2 −→ C2n−2 × C2 −→ 1.

е 2-кокласът c1,−1, който представя груповото разширение

1 −→ µ2 −→ M̃(2n) −→M(2n) −→ 1.

Подобни разсъждения показват също, че cor(c−1,1,1) = c−1,−1 и cor(c−1,1,−1) =

c−1,1.

С помощта на някои кохомологични престмятания може да се покаже, че всяка

от горните групи има своите ’двойници’ за нечетно p, значи групата H2(Cq×Cp, µp) е
изоморфна на µ3

p за n ≥ 4 и групата H2(M(pn), µp) е изоморфна на µ2
p. Изненадващо,

обаче корестрикцията cor : H2(Cq × Cp, µp)→ H2(M(pn), µp) не е сюрективна, както

ще видим.

Нека първо да опишем кохомологичните групи. Да вземем групата M(pn) с

пораждащи α и β както в началото на параграф 4.3. Подгрупата породена от σ = αp

и τ = β е изоморфна на Cq × Cp. Елементите cε1,ε2,ε3 ∈ H2(Cq × Cp, µp) за εi = ζk се

определят от груповите разширения

1 −→ µp −→ Gε1,ε2,ε3 −→eσ 7→σ
eτ 7→τ

Cq × Cp −→ 1,

където σ̃q = ε1, τ̃
p = ε2, [τ̃ , σ̃] = ε3.

Аналогично, елементите cε2,ε3 ∈ H2(M(pn), µp) за εi = ζk се определят от гру-

повите разширения

1 −→ µp −→ Gε2,ε3 −→eα 7→α
eβ 7→β

M(pn) −→ 1,

където β̃p = ε2, α̃
q[β̃, α̃] = ε3 и α̃pq = 1.

Да изберем f = cε1,ε2,ε3 и нека f = corM(pn)/Cq×Cp(f). Ще пресметнем редът на β̃.

Да припомним, че αβα−1 = α−qβ = σ−q/pτ . Тогава, според теорема 2.3.9 получаваме

f(β, βp−1) =

p−1∏

k=0

f(αkβα−k, αkβp−1α−k) =

p−1∏

k=0

f(σ−kq/pτ, (σ−kq/pτ)p−1).

Тъй като всеки множител в горното произведение е равен на 1 за ε1 = ε2 = 1 и ε3 = ζ,

получаваме β̃p = 1. От друга страна, за ε1 = ζ, ε2 = 1 и ε3 = 1 имаме (σ̃−kq/pτ)p = ζ−k,
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значи f(β, βp−1) = ζ−1−2−···−(p−1) = ζ−p(p−1)/2 = 1, за разлика от случая p = 2, когато

стойността на ζ−p(p−1)/2 е −1. Това означава, че за нечетно p редът на β̃ е p, докато

за p = 2 редът му е 4.

Нататък, нека p е произволно просто число, да положим C̃q × Cp = G1,1,ζ и да

означим с f ∈ Z2(Cq × Cp, µp) 2-коцикълът съответстващ на груповото разширение

(4.11) 1 −→ µp ∼= 〈ζ〉 −→ C̃q × Cp −→eσ 7→σ
eτ 7→τ

Cq × Cp −→ 1.

Прилагайки явната формула от теорема 2.3.9, може да се покаже, че 2-коцикълът

f = corM(pn)/Cq×Cp(f) ∈ Z2(M(pn), µp) съответства на груповото разширение:

(4.12) 1 −→ µp ∼= 〈ζ〉 −→ M̃(pn+1) −→
eα7→α
eβ 7→β

M(pn) −→ 1.

Да вземем сега произволноM(pn) разширение L/k, според описанието дадено в

теорема 4.3.2: L/k = K( p
√
b0, p
√
a2)/k, където b0 ∈ K∗ \K∗p, a2 ∈ k∗ \ k∗ ∩K∗p и x ∈ K∗

са такива, че σ(b0)/b0 = a2x
p, и c = a

q/p
2 NK/k(x) е p-ти корен на единицата, но c 6= 1.

Нещо повече, имаме включването k( p
√
a1, p
√
a2) ⊂ L, където K1 = k( p

√
a1) = LCq×Cp .

От теорема 2.2.1 следва, че препятствието на задачата за вложимост зададена чрез

L/K и (4.11) е (a2, a
′
1; ζ) ∈ Brp(K1), където a′1 ∈ K∗1 \K∗p1 е такова, че NK1/k(a

′
1) = a1.

Теорема 4.3.15. ([Mi4, Proposition 4.3]) Препятствието на задачата за вложи-

мост зададена чрез L/k и (4.12) е (a2, a1; ζ) ∈ Brp(k).

Доказателство: За да получим препятствието, трябва само да приложим

проекционната формула: corK1/k(a2, a
′
1; ζ) = (a2, NK1/k(a

′
1); ζ) = (a2, a1; ζ).

Теорема 4.3.16. ([Mi4, Proposition 4.4]) Препятствието на задачата за вложи-

мост зададена чрез L/k и груповото разширение

1 −→ µp −→ Gζ,1 −→x 7→α
y 7→β

M(pn) −→ 1,

където Gζ,1
∼= 〈x, y | xpn−1

= yp
2

= 1, yp− централен, yx = xq+1y〉 е (a2, ζ; ζ) ∈ Brp(k).

Доказателство: Да разгледаме груповото разширение

(4.13) 1 −→ µp −→M(pn)× Cp −→α 7→α
β 7→β

M(pn) −→ 1.
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Да забележим, че според дефиниция 2.2.3 имаме, че Gζ,1 = (M(pn)× Cp)(p2,β) и сле-

дователно можем да приложим теорема 2.2.4. Тъй като препятствието на задачата

зададена чрез L/k и (4.13) е тривиално и препятствието на задачата зададена чрез

K2/k и груповото разширение 1 −→ µp −→ Cp2 −→ Cp −→ 1 е (a2, ζ; ζ) ∈ Brp(k),

получаваме желаният резултат.

Препятствието в следващата теорема сега се пресмята лесно, като се отчете

структурата на кохомологичната група H2(M(pn), µp).

Теорема 4.3.17. ([Mi4, Proposition 4.5]) Препятствието на задачата за вложи-

мост зададена чрез L/k и груповото разширение

1 −→ µp −→ Gζ,ζ −→x7→α
y 7→β

M(pn) −→ 1,

където Gζ,ζ
∼= 〈x, y | xpn−1

= yp
2

= 1, yp − централен, yx = xq+1yp+1〉 е (ζa1, a2; ζ) ∈
Brp(k).
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Глава 5
Препятствия за реализиране на
неабеловите 2-групи, имащи
циклична подгрупа с индекс 2

Неабеловите групи от ред 2n+3 (n ≥ 1), имащи циклична подгрупа с индекс 2 са

едни от най-често срещаните групи в работи разглеждащи въпроси от теорията на

Галоа. Намирането на необходими и достатъчни условия за реализирането на тези

групи, като групи на Галоа над произволни полета с характеристика различна от

2 представлява сериозно предизвикателство, като един все още нерешен напълно

проблем при n ≥ 3. Ако основното поле съдържа примитивен корен на единицата от

степен 2n+1, Фрьолих пресмята в [Fr] препятствията за реализирането на диедралната

и кватернионната групи от ред 2n+3 (n ≥ 1).

В тази глава пресмятаме препятствията на задачите за вложимост с циклично

ядро от ред 2n за четирите такива групи, като отслабваме изискването за корените

на едницата, предполагайки само, че за някой примитивен 2n-ти корен на единицата

ζ, елементите ζ + ζ−1 и i(ζ − ζ−1) едновременно се съдържат в основното поле k.

В параграф 5.4 даваме явно описание на разширенията на Галоа, които реали-

зират модулярната група от ред от ред 2n+3 при предположението, че примитивен

корен на единицата от степен 2n+2 се съдържа в квадратично разширение на основ-

ното поле.

Резултатите от тази глава са публикувани в работите [Mi1, Mi2].
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5.1 Препятствие за реализирането на цикличната 2-група

Да означим както обикновено с C2n цикличната група от ред 2n(n ≥ 1) породена

от елемента σ. Да разгледаме първо задачата за вложимост зададена с квадратич-

ното разширение k(
√
a)/k за a ∈ k∗ \ k∗2 и груповото разширение

(5.1) 1 −→ C2 = {±1} ↪→ C4 −→ C2 −→ 1.

Препятствието е добре известно: (a, a) ∈ Br(k). Нека сега (a, a) = 1 ∈ Br(k). Мо-

жем да предполагаме,че a = 1 + c2, c ∈ k∗. Множеството на всички решения на

(5.1) тогава се задава така: {k(
√
r(a+

√
a)) | r ∈ k∗}. Наистина, ако положим

ϕ =
√
r(a+

√
a), ψ =

√
r(a−√a) и K = k(ϕ), то Gal(K/k) се поражда от елемента

σ : ϕ 7→ ψ, ψ 7→ −ϕ, където ϕψ = rc
√
a.

Също така е извесно, че препятствието на задачата за вложимост (K/k,C8, C2)

зададена с груповото разширение

(5.2) 1 −→ C2 = {±1} ↪→ C8 −→ C4 −→ 1.

е (a, 2)(−1, r) ∈ Br(k). В термините на нормени изображения, задачата е разре-

шима тогава и само тогава, когато −1 ∈ NK/k(K
∗). Ако i ∈ k, то задачата за

вложимост зададена с k(
√
a)/k и (5.1) винаги е разрешима и всички решения мо-

гат да се опишат по този начин: K/k = k( 4
√
a′)/k, където a′ = [2r(1 − ic)]2a. В

този случай, препятствието на задачата за вложимост зададена с K/k и (5.2) е

(a, 2)(−1, r) = (a, 2) = (a, i) ∈ Br(k).

Лема 5.1.1. ([Mi2, Lemma 2.1]) Нека ζ ∈ k е примитивен 2n-ти корен на едини-

цата (n ≥ 1), нека K/k = k( 4
√
a)/k е C4 разширение, и нека σ ∈ C4 се задава с

σ( 4
√
a) = i 4

√
a. За да бъде задачата за вложимост (K/k,C2n+2 , µ2n) зададена с групо-

вото разширение

(5.3) 1 −→ µ2n ↪→ C2n+2 −→ C4 −→ 1

разрешима, е необходимо да съществуват α, β ∈ k, α 6= 0 такива, че α2 − aβ2 = ζ.

В този случай препятствието е (a, α)(ζ, αβ) ∈ Br(k).

Доказателство: Ще приложим математическа индукция по n. При n = 1 има-

ме i2 = −1 = ζ, така че можем да положим α = i, β = 0 за да получим препятствието

(a, i) ∈ Br(k).
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Нека сега да предположим, че задачата за вложимост зададена с K/k и

1 −→ µ2n−1 ↪→ C2n+1 −→ C4 −→ 1

е разрешима. Тогава можем да положим α = ζ, β = 0, откъдето препятствието е

(a, ζ)(ζ2, 0) = (a, ζ) ∈ Br(k). Да отбележим, че появата в даден централизатор на

елементи j и k 6= 0 със съотношения j2 = c2, k2 = 0 и jk = −kj означава, че той се

разпада.

Разрешимостта на съпътстващата задача (K/k,C4, µ2n−1), обаче е необходима

за разрешимостта на задачата (K/k,C2n+2 , µ2n). Тогава трябва да имаме (a, ζ) = 1 ∈
Br(k), значи съществуват α, β ∈ k такива, че α2 − aβ2 = ζ. Ние винаги можем да

получим α 6= 0 по следния начин: Тъй като i ∈ k, имаме ζ = x2 + y2, за някои x, y ∈
k, y 6= 0. Ако −aβ2 = ζ полагаме α′ = y(1 + x2/y2) 6= 0 и β′ = iβx/y. Следователно

α′2 − aβ′2 = y2(1 + x2/y2)2 + aβ2x2/y2 = ζ(1 + x2/y2)− ζx2/y2 = ζ.

Да разгледаме сега алгебрата Γ = k[ 4
√
a, u], u4 = ζ, ux = σ(x)u,∀x ∈ K, предста-

вяща препятствието. Следните две кватернионни алгебри се съдържат в Γ:

Q1 : i1 =
√
a, j1 = (α + β

√
a+ iu2)u,

Q2 : i2 = u2, j2 = 4
√
a(α + iβ

√
a+ u2).

Имаме i1j1 = −j1i1, i2j2 = −j2i2, i21 = a, j2
1 = ((α + iu2)2 − aβ2)u2 = (α2 + 2αiu2 − u4 −

aβ2)u2 = 2αiζ, i22 = ζ, j2
2 =
√
a((α+ iβ

√
a)2−u4) =

√
a(α2 +2αβi

√
a−β2a−ζ) = 2αβia.

Очевидно i1 комутира с Q2 и i2 комутира с Q1. Накрая, проверяваме равенството

j2j1 = j1j2:

j2j1 = 4
√
a(α2 + αβ

√
a+ αiu2 + αβi

√
a+ iβ2a− β√au2 + αu2 + β

√
au2 + iζ)u

= 4
√
a(α2 + αβ

√
a(1 + i) + α(1 + i)u2 + i(aβ2 + ζ))u

= 4
√
a(α2 + αβ

√
a+ αu2)(1 + i)u

и

j1j2 = (α + β
√
a+ iu2) 4

√
ai(α− iβ√a+ u2)u = 4

√
a(α + β

√
a− iu2)(α− iβ√a+

u2)iu = 4
√
a(α2 − αβi√a+ αu2 + αβ

√
a− iβ2a+ β

√
au2 − αiu2 − β√au2−

iζ)iu = 4
√
a(α2 − iβ2a− iζ + αβ

√
a(1− i) + αu2(1− i))iu = 4

√
a(α2+

αβ
√
a+ αu2)(1− i)iu = 4

√
a(α2 + αβ

√
a+ αu2)(1 + i)u.
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Следователно кватернионните алгеби комутират и получаваме разлагането

[Γ] = [Q1][Q2] = (a, 2αiζ)(ζ, 2αβia) = (a, α)(ζ, αβ) ∈ Br(k).

Сега ще насочим нашето внимание към случая когато за един примитивен 2n-

ти корен на единицата ζ имаме, че ζ + ζ−1 и i(ζ − ζ−1) едновременно се съдържат в

k. Оказва се, че препятствията за задачи с циклични групи играят важна роля при

пресмятанията на препятствията за диедралната, полудиедралната, кватернионната

и модулярната 2-групи, на които са посветени следващите два параграфа.

Ще разгледаме трите възможности за местоположението на i в K(i):

1. i ∈ k. Можем да запишемK/k = k( 4
√
a)/k, a ∈ k∗. Както видяхме в теорема 5.1.1,

препятствието на задачата за вложимост (K/k,C2n+2 , µ2n) е (a, α)(ζ, αβ) ∈ Br(k),

където съществуването на α, β ∈ k, α 6= 0, за които α2 − aβ2 = ζ е необходимо

условие за разрешимостта на тази задача. В частност, квадратичното разшире-

ние k(
√
a)/k може да се вложи в C2n+2 разширение, тогава и само тогава, когато

k(
4
√
r2a)/k може да се вложи в C2n+2 разширение за някое r ∈ k∗. Следователно,

задачата за вложимост зададена с k(
√
a)/k и груповото разширение

1 −→ C2n+1 ↪→ C2n+2 −→ C2 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато (a, ζ) = 1 ∈ Br(k) и (a, α)(ζ, rαβ) =

1 ∈ Br(k).

2. a = −1. Трябва да имаме −1 = u2 +v2, за някои u, v ∈ k и K = k(
√
r(1− iu)) за

някое r ∈ k∗. Според теорема 1.6.1 задачата за вложимост (k(
√
a′)/k, C2n+2 , C2n)

за a′ = r(1− iu) съответстваща на груповото разширение

(5.4) 1 −→ C2n ↪→ C2n+2 −→ C4 −→ 1

е разрешима тогава и само тогава, когато задачите за вложимост (k(
√
a′)/k(i),

C2n+1 , C2n) и (K/k,C8, C2) съответстващи на

(5.5) 1 −→ C2n ↪→ C2n+1 −→ C2 −→ 1

и

(5.6) 1 −→ C2 ↪→ C8 −→ C4 −→ 1.
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са разрешими. Но задачата за вложимост съответстваща на (5.5) е разрешима

тогава и само тогава, когато задачата (k(
4
√
r′2a′)/k, C2n+1 , C2n−1) е разрешима за

някое r′ ∈ k∗. Тъй като α′2 − a′r′2β′2 = ζ2 се удовлетворява за α′ = ζ, β′ = 0,

според теорема 5.1.1 препятствието е (a′, α′)(ζ2, α′β′) = (a′, α′) = (a′, ζ) = (r(1−
iu), ζ) ∈ Br(k(i)). Съответно, препятствието на задачата съответстваща на (5.2)

е (−1, r) ∈ Br(k). Следователно, задачата (k(
√
a′)/k, C2n+2 , C2n) е разрешима

тогава и само тогава, когато (−1, r) = 1 ∈ Br(k) и (r(1− iu), ζ) = 1 ∈ Br(k(i)).

В частност, k(i)/k може да се вложи в C2n+2 разширение тогава и само тогава,

когато (−1,−1) = 1 ∈ Br(k), (−1, r) = 1 ∈ Br(k) и (r(1 − iu), ζ) = 1 ∈ Br(k(i))

за някое r ∈ k∗, където u, v ∈ k∗ са такива, че −1 = u2 + v2.

3. a и−1 са квадратично независими. ТукK = k(
√
r(a+

√
a)) иK(i) = k(i, 4

√
a′) за

a′ = [2r(1−ic)]2a. Според следствие 1.6.3 задачата за вложимост (K/k,C2n+2 , C2n)

е разрешима тогава и само тогава, когато задачите (K(i)/k(i), C2n+2 , µ2n) и (K/k,

C8, C2) са разрешими. Следователно задачата (K/k,C2n+2 , C2n) е разрешима то-

гава и само тогава, когато (a, 2)(−1, r) = 1 ∈ Br(k) и (a, α′)(ζ, α′β′) = 1 ∈
Br(k(i)), където α′ ∈ k(i)∗, β′ ∈ k са такива, че α′2 − a′β′2 = ζ.

В частност, квадратичното разширение k(
√
a)/k може да се вложи в C2n+2 раз-

ширение тогава и само тогава, когато (a, a) = 1, (a, 2)(−1, r) = 1 ∈ Br(k) и

(a, α′)(ζ, α′β′) = 1 ∈ Br(k(i)) за някое r ∈ k∗, където x, y ∈ k∗ са такива, че

a = x2 + y2 и α′ ∈ k(i)∗, β′ ∈ k(i) са такива, че α′2 − [2r(x − iy)]2aβ′2 = ζ. Тук

имаме K(i) = k(i, 4
√
a′′) за a′′ = [2r(x− iy)]2a.

По този начин доказахме следната

Теорема 5.1.2. ([Mi2, Theorem 2.2]) Нека ζ е примитивен 2n-ти корен на единицата

такъв, че ζ+ ζ−1 ∈ k и i(ζ− ζ−1) ∈ k. Нека K/k = k(
√
r(a+

√
a))/k е C4 разширение

за a = 1 + c2, r ∈ k∗. Тогава задачата за вложимост зададена с K/k и груповото

разширение

(5.7) 1 −→ C2n ↪→ C2n+2 −→ C4 −→ 1

има следните препятствия за n ≥ 2 :

1. i ∈ k (т.е. ζ ∈ k) : (a, α)(ζ, rαβ) ∈ Br(k), където трябва да имаме α ∈ k∗, β ∈ k
такива, че α2 − aβ2 = ζ.
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2. a = −1 : (−1, r) ∈ Br(k) и (r(1 − iu), ζ) ∈ Br(k(i)), където трябва да имаме

−1 = u2 + v2 за някои u, v ∈ k и K = k(
√
r(1− iu)).

3. a и −1 са квадратично независими: (a, 2)(−1, r) ∈ Br(k) и (a, α)(ζ, r(1−ic)αβ) ∈
Br(k(i)), където трябва да имаме α ∈ k(i)∗, β ∈ k(i) такива, че α2 − aβ2 = ζ.

Аналогично на случая n = 2, разгледан в [Le2], може да се покаже, че задачата

за вложимост, съответстваща на (5.4) е разрешима тогава и само тогава, когато −1 ∈
NK/k(K

∗) и ζ ∈ NK(i)/k(i)(K(i)∗) – частен случай на [AFSS, Theorem 3].
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5.2 Препятствия за реализирането на диедралната, полудиед-
ралната и кватернионната 2-групи

В този параграф ще изследваме задачи за вложимост, касаещи диедралната

D2n , полудиедралната SD2n и кватернионната Q2n групи от ред 2n, n ≥ 4. Да при-

помним техните представяния

D2n
∼= 〈σ, τ |σ2n−1

= τ 2 = 1, τσ = σ−1τ〉
SD2n

∼= 〈σ, τ |σ2n−1

= τ 2 = 1, τσ = σ2n−2−1τ〉
Q2n

∼= 〈σ, τ |σ2n−1

= 1, τ 2 = σ2n−2

, τσ = σ−1τ〉

Като начало, нека да разгледаме случая n = 4. Нека K/k = k(
√
r(α + β

√
a),√

b)/k е D8 разширение, където a и b са квадратично независими, r ∈ k∗ и α, β ∈ k са

такива, че α2 − aβ2 = ab. Означаваме ϕ =
√
r(α + β

√
a) и ψ =

√
r(α− β√a). Тогава

ϕψ = r
√
ab, и D8 се поражда от елементи σ и τ , за които

σ : ϕ 7→ ψ, ψ 7→ −ϕ,
√
b 7→
√
b;

τ : ϕ 7→ ϕ, ψ 7→ −ψ,
√
b 7→ −

√
b.

Нека сега да разгледаме груповото разширение

1 −→ C2 = {±1} −→ G −→
s7→σ
t 7→τ

D8 −→ 1,

където s и t са про-образи в G на σ и τ , съответно, такива, че s4 = −1, t2 = ε1 и

ts = ε2s
3t за ε1 = (−1)m1 , ε2 = (−1)m2 ; m1,m2 ∈ {0, 1}.

Алгебрата на кръстосаното произведение Γ = (K,D8,−1), съответстваща на

груповото разширение, съдържа следните три кватернионни подалгебри:

Q1 : i1 = t, j1 =
√
b,

Q2 : i2 = (s+ s3)
√
b
m2
, j2 =

√
a,

Q3 : i3 = s2
√
b, j3 = (ϕ+ ψs)

√
a.

Виждаме, че i21 = (−1)m1 , j2
1 = b, i22 = −2bm2 , j2

2 = a, i23 = −b и j2
3 = 2rαa. Тъй като

Q1, Q2 и Q3 комутират две по две, получаваме

[Γ] = [Q1][Q2][Q3] = ((−1)m1 , b)(−2bm2 , a)(−b, 2rαa) ∈ Br(k).

Така доказахме следната
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Теорема 5.2.1. Препятствията на задачите за вложимост (K/k,G,C2) са след-

ните:

1. m1 = 0,m2 = 1 (G = D16) : (a, 2)(−b, 2rα) ∈ Br(k);

2. m1 = m2 = 1 (G = Q16) : (a, 2)(b, b)(−b, 2rα) ∈ Br(k);

3. m1 = m2 = 0 (G = SD16) : (a,−2)(−b, 2rα) ∈ Br(k);

4. m1 = 1,m2 = 0 (G = SD16) : (a,−2)(b, b)(−b, 2rα) ∈ Br(k).

Да отбележим, че имаме две различни препятствия за SD16, понеже двете съ-

ответни групови разширения са нееквивалентни. Подробно изложение на теорията

на препятствията за групите от ред 16 може да се намери в работите [GSS, Ki, Le1].

Нека сега K/k е D8 разширение и нека ζ ∈ K е примитивен 2n-ти корен на

единицата такъв, че ζ /∈ k, ζ + ζ−1 ∈ k и i(ζ − ζ−1) ∈ k. Тогава K/k = k( 4
√
a, i) за

някое a ∈ k \ k2, и D8 е породена от елементи σ и τ , зададени така:

σ : 4
√
a 7→ i 4

√
a, i 7→ i; τ : 4

√
a 7→ 4

√
a, i 7→ −i

(в частност σ(ζ) = ζ и τ(ζ) = ζ−1).

Ще спрем нашето внимание на случая, когато G е група породена от елементи

s и t такива, че s има ред 2n+2, t2 = ε1 и ts = ε2s
−1t, където ε2

1 = ε2
2 = 1. Тъй като

ts4 = s−4t, можем да положим s4 = ζ, и да получим груповото разширение

(5.8) 1 −→ µ2n −→
ζ 7→s4

G −→
s 7→σ
t 7→τ

D8 −→ 1,

където сме отъждествили цикличната група 〈s4〉 с групата µ2n на корените на еди-

ницата от степен 2n. Следователно имаме s4 = ζ, t2 = ε1 и ts = ε2ζ
−1s3t, където

ε1, ε2 ∈ {+1,−1}. Групата G има елемент от ред 2n+2, откъдето G е изоморфна или

на диедралната или на полудиедралната или на кватернионната група от ред 2n+3.

Нашият основен резултат в този параграф е следващата теорема, където пресмятаме

препятствието на задачата за вложимост (K/k,G, µ2n).

Теорема 5.2.2. ([Mi1, Theorem 3.2]) За разрешимостта на задачата за вложимост

(K/k,G, µ2n) при n ≥ 1, е необходимо да съществуват α1 ∈ k∗ и β1 ∈ k такива, че

α2
1 + aβ2

1 = 2− ζ − ζ−1. В този случай препятствието е

(−1, ε1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)

(
a, ε2α1

(
2α1 − ζ − ζ−1

i

))
∈ Br(k).
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Доказателство: Ще приложим математическа индукция по n. При n = 1

имаме ζ = −1, и нека α1 = 2, β1 = 0 : α1
2 + aβ1

2 = 2 − ζ − ζ−1 = 4. Тогава получа-

ваме препятствието (−1, ε1)(a, 2ε2) ∈ Br(k), което може още да бъде пресметното с

помощта на теорема 5.2.1 за b = −1.

Нека сега задачата за вложимост е разрешима за n−1. В частност, съпътстваща-

та задача (K/k,D2n+2 , µ2n−1) е разрешима (тук ε1 = ε2 = 1). Тогава ζ2 е примитивен

корен на единицата от степен 2n−1 и 2− ζ2 − ζ−2 = ( ζ−ζ
−1

i
)2, така че можем да поло-

жим α1 = ζ−ζ−1

i
и β1 = 0. Така според индукционното допускане, препятствието на

задачата (K/k,D2n+2 , µ2n−1) е

((ζ + ζ−1)2, 0)

(
a,
ζ − ζ−1

i

(
2
ζ − ζ−1

i
− ζ2 − ζ−2

i

))

=

(
a,
ζ − ζ−1

i

(
2
ζ − ζ−1

i
− ζ − ζ−1

i
(ζ + ζ−1)

))

=

(
a,

(
ζ − ζ−1

i

)2

(2− ζ − ζ−1)

)
= (a, 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k).

Нататък,

(2− ζ − ζ−1)(2 + ζ + ζ−1) = 4− (ζ + ζ−1)2

= 2− ζ2 − ζ−2 =

(
ζ − ζ−1

i

)2

∈ k2

и
(

1 +
ζ + ζ−1

2

)2

+

(
ζ − ζ−1

2i

)2

= 1 + ζ + ζ−1

+
ζ2 + ζ−2

4
+

1

2
− ζ2 + ζ−2

4
+

1

2
= 2 + ζ + ζ−1.

Следователно, 2 + ζ + ζ−1 и 2 − ζ − ζ−1 са едновременно суми на два квадрата в

k. Така получаваме (−a, 2 − ζ − ζ−1) = 1 ∈ Br(k) (или, еквивалентно, (−a, 2 + ζ +

ζ−1) = 1 ∈ Br(k)) е необходимо условие за разрешимостта на задачата за вложимост

(K/k,G, µ2n) при n > 1.

Нека сега α2 ∈ k∗ и β2 ∈ k са такива, че α2
2 + aβ2

2 = 2 + ζ + ζ−1. Връзката между

α2, β2 и α1, β1, съответно, се задава чрез

α2
1 + aβ2

1 = 2− ζ − ζ−1 =
2− ζ2 − ζ−2

2 + ζ + ζ−1
= (2 + ζ + ζ−1)

(
ζ − ζ−1

i(2 + ζ + ζ−1)

)2

.

Полагаме γ = ζ−ζ−1

i(2+ζ+ζ−1)
∈ k, α2 = α1

γ
, β2 = β1

γ
, и получаваме α2

2 + aβ2
2 = 2 + ζ + ζ−1.
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Нека Γ е алгебрата на кръстосаното произведение, която представя препятст-

вието. Тогава Γ се поражда от два елемента u и v над K, така че u4 = ζ, v2 = ε1, vu =

ε2u
−1v = ε2ζ

−1u3v, ux = σ(x)u и vx = τ(x)v за x ∈ K. Тогава Γ съдържа следните

три кватернионни подалгебри:

Q1 : i1 = i, j1 = v

Q2 : i2 = (1 + ζ−1)u2, j2 = 4
√
a(α2 + β2

√
a+ ε2(1 + ζ−1)u2)

Q3 : i3 =
√
a, j3 = [−(1 + i)(1 + ζ−1) + α2(1 + i) + (1− i)β2

√
a]u

+ ε2ζ
−1[−(1− i)(1 + ζ) + α2(1− i) + (1 + i)β2

√
a]u3.

Пресмятанията показват, че i21 = −1, j2
1 = ε1, i

2
2 = 2 + ζ + ζ−1, j2

2 = 2α2β2a, i
2
3 = a и

j2
3 = ε24α2(2α2 − 2− ζ − ζ−1). Също, isjs = −jsis, 1 ≤ s ≤ 3 и пораждащите на всяка

алгебра комутират с пораждащите на останалите две алгебри. Ние сме принудени,

обаче да пропуснем детайлите по тази обемиста проверка.

Така накрая получаваме:

[Γ] = [Q1][Q2][Q3] = (−1, ε1)(2 + ζ + ζ−1, α2β2)(a, ε2α2(2α2 − 2− ζ − ζ−1))

= (−1, ε1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)

(
a, ε2

α1

γ

(
2
α1

γ
− 2− ζ − ζ−1

))

= (−1, ε1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)

(
a, ε2α1

(
2α1 − ζ − ζ−1

i

))
∈ Br(k).

Забележка 5.2.3. Ако се случи така, че за n ≥ 3 да имаме α1 = 0 и aβ2
1 = 2−ζ−ζ−1,

то можем да положим α′1 = 2
3+ζ+ζ−1 ( ζ−ζ

−1

i
) и β′1 = 1+ζ+ζ−1

3+ζ+ζ−1β1, откъдето α′1
2 + aβ′1

2 =

2−ζ−ζ−1. За n = 2 това работи добре, ако k има характеристика 6= 3 – тогава имаме

α′1 = 4
3
и β′1 = 1

3
β1. Ако k има характеристика 3, можем да положим α′1 = a − 1/a и

β′1 = (a+ 1/a)β1, значи α′1
2 + aβ′1

2 = 2.

Забележка 5.2.4. За n ≥ 3 имаме, че ζ2s + ζ−2s ∈ k и 2 ∈ k2. От доказателството

получаваме още, че (a, 2 − ζ2s − ζ−2s) = 1 ∈ Br(k), 0 ≤ s ≤ n − 1, е необходимо за

разрешимостта на задачата за вложимост.

Да разгледаме сега груповото разширение

(5.9) 1 −→ C2n −→ G −→
x 7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,
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където G се поражда от елемент x от ред 2n+2 и елемент y. Тогава имаме четири

нееквивалентни групови разширения повдигащи елемент от ред 4 до елемент от ред

2n+2:

(5.10а) 1 −→ C2n −→ D2n+3 −→
x7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

(5.10б) 1 −→ C2n −→ Q2n+3 −→
x 7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

(5.10в) 1 −→ C2n −→ SD2n+3 −→
x 7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

(5.10г) 1 −→ C2n −→ SD2n+3 −→
x 7→σ
yx 7→τ

D8 −→ 1.

Да предположим отново, че ζ+ζ−1 ∈ k и i(ζ−ζ−1) ∈ k, така че положението на ζ вK/k

се определя от положението на i. Да припомним, че K/k = k(
√
r(α + β

√
a),
√
b)/k,

където r ∈ k∗ и α, β ∈ k са такива, че α2 − aβ2 = ab.

Ще пресметнем препятствията на задачите за вложимост съответстващи на

четирите групови разширения (5.10а)-(5.10г) във всичките пет възможни случая.

1. i ∈ k. Тогава ζ ∈ k, значи σζ = τζ = ζ, χσ = χ и χτ = χ−1. Следователно Fχ = 〈σ〉
и Kχ = k(

√
b). Според теорема 1.6.1 задачите за вложимост съответстващи на

груповите разширения (5.10а)-(5.10г) са разрешими ⇔ задачите за вложимост

зададени с K/k(
√
b) и (5.3), съответно с K/k и

1 −→ C2 ↪→ D16
∼= G/C2n−1 −→ D8 −→ 1

са разрешими. Тук K/k(
√
b) = k( 4

√
a′)/k(

√
b) за a′ = [2r(β − i

√
b)]2a. Според

теорема 5.2.1 и лема 5.1.1, препятствията за всяка задача за вложимост са:

(ab, 2)(−b, rα) ∈ Br(k) и (a, α′)(ζ, α′β′) ∈ Br(k(
√
b)), където трябва да имаме

α′ ∈ k(
√
b)∗, β′ ∈ k(

√
b), така че α′2 − aβ′2 = ζ.

2. a = −1. Тогава σζ = ζ−1, τζ = ζ, χσ = χτ = χ−1. Следователно, Fχ = 〈σ2, τσ〉 ∼=
C2 × C2 и Kχ = k(i

√
b). Задачата за вложимост (K/k,G,C2n) е разрешима ⇔

задачите (K/k(i
√
b), π−1C2

2 , µ2n) и (K/k,D16, µ2) са разрешими. Тогава трябва
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да имаме (−b, 2αr) = 1 ∈ Br(k) и препятствията на всяка задача се пресмятат

както следва:

(5.10а), π−1C2
2
∼= D2n+2 : задачата (k(

√
a′, i)/k(i

√
b), D2n+2 , µ2n) за a′ = (ϕ+ψ)2 =

2r(α+i
√
b) е разрешима⇔ задачата (k( 4

√
a′′, i)/k(i

√
b), D2n+2 , µ2n−1) е разрешима

за някое a′′ = r′2a′, r′ ∈ k(i
√
b). Така препятствието на задачата (K/k,D2n+3 , C2n)

е (a′′, 2− ζ − ζ−1) = (2r(α + i
√
b), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(i

√
b)).

(5.10б), π−1C2
2
∼= Q2n+2 : задачата (k(

√
a′, i)/k(i

√
b), Q2n+2 , µ2n) за a′ = 2r(α +

i
√
b) е разрешима ⇔ задачата (k( 4

√
a′′, i)/ k(i

√
b), Q2n+2 , µ2n−1) е разрешима за

някое a′′ = r′2a′, r′ ∈ k(i
√
b). Така препятствието на задачата (K/k,Q2n+3 , C2n) е

(−1,−1)(2r(α + i
√
b), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(i

√
b)).

(5.10в), π−1C2
2
∼= Q2n+2 : препятствието на задачата (K/k, SD2n+3 , C2n) е (−1,−1)

(2r(α + i
√
b), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(i

√
b)).

(5.10г), π−1C2
2
∼= D2n+2 : препятствието на задачата (K/k, SD2n+3 , C2n) е (2r(α +

i
√
b), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(i

√
b)).

3. b = −1. Този случай е разгледан в теорема 5.2.2. Можем да считаме, че r = β = 1

и α = 0. Трябва да съществуват α1 ∈ k∗, β1 ∈ k такива, че α2
1 +aβ2

1 = 2−ζ−ζ−1.

Тогава препятствията са:

(5.10а): (2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a, α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k).

(5.10б): (−1,−1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a, α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k).

(5.10в): (2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a,−α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k).

(5.10г): (−1,−1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a,−α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k).

4. ab = −1. Тогава σζ = ζ−1, τζ = ζ−1, χσ = χ−1 и χτ = χ. Следователно,

Fχ = 〈σ2, τ〉 ∼= C2 × C2 и Kχ = k(
√
a). Задачата за вложимост (K/k,G,C2n)

е разрешима ⇔ задачите (K/k(
√
a), π−1C2

2 , µ2n) и (K/k,D16, µ2) са разрешими.

Тогава трябва да имаме (−b, αr) = 1 ∈ Br(k) и препятствията на всяка задача

се пресмятат както преди:

(5.10а), π−1C2
2
∼= D2n+2 : препятствието на задачата (K/k, D2n+3 , C2n) е (r(α +

β
√
a), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(

√
a)).

(5.10б), π−1C2
2
∼= Q2n+2 : препятствието на задачата (K/k, Q2n+3 , C2n) е (−1,−1)

(r(α + β
√
a), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br((k(

√
a)).
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(5.10в), π−1C2
2
∼= D2n+2 : препятствието на задачата (K/k, D2n+3 , C2n) е (r(α +

β
√
a), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(

√
a)).

(5.10г), π−1C2
2
∼= Q2n+2 : препятствието на задачата (K/k, D2n+3 , C2n) е (−1,−1)

(r(α + β
√
a), 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k(

√
a)).

5. a, b и −1 са квадратично независими. Нека κ поражда Gal(K(i)/K), и да отъж-

дествим Gal(K/k) с Gal(K(i)/k(i)). Тогава задачата (K/k,G,C2n) е разрешима

⇔ задачата за вложимост зададена с K(i)/k(i) и

1 −→ C2n −→ G× C2 −→ D8 × C2 −→ 1

е разрешима. Тук (D8×C2)χ = 〈σ, τκ〉 ∼= D8 и K(i)χ = k(i
√
b). Тогава можем да

образуваме съпътстващата задача от втори тип, зададена с K(i)/k(i
√
b) и

1 −→ µ2n −→ G −→
x7→σ
y 7→τκ

D8 −→ 1.

Трябва да имаме (ab, 2)(−b, αr) = 1 ∈ Br(k), α1 ∈ k(i
√
b)∗, β1 ∈ k(i

√
b), така че

α2
1 + a′β2

1 = 2 − ζ − ζ−1, и K(i) = k(i
√
b)( 4
√
a′, i), където a′ = [2r(α + i

√
b)]2a.

Тогава препятствията са:

(5.10а): (2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a, α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k(i

√
b)).

(5.10б): (−1,−1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a, α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k(i

√
b)).

(5.10в): (2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a,−α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k(i

√
b)).

(5.10г): (−1,−1)(2 + ζ + ζ−1, α1β1)
(
a,−α1

(
2α1 − ζ−ζ−1

i

))
∈ Br(k(i

√
b)).

Нека сега k(
√
a,
√
b)/k е C2

2 разширение, породено от елементи ρ1 и ρ2 такива,

че

ρ1 :
√
a 7→ −√a,

√
b 7→
√
b; ρ2 :

√
a 7→ √a,

√
b 7→ −

√
b.

Да разгледаме задачата за вложимост зададена с k(
√
a,
√
b)/k и

(5.11) 1 −→ C2n+1 −→ G −→
x 7→ρ1

y 7→ρ2

C2
2 −→ 1,

където групата G се поражда от елементи x и y такива, че x има ред 2n+2, y2 = x2n+1

или y2 = 1, yx = x−1y или yx = x2n+1−1y. Следователно G е изоморфна на някоя
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от групите D2n+3 , Q2n+3 или SD2n+3 . Очевидно, тази задача е разрешима тогава и

само тогава, когато k(
√
a,
√
b)/k може да се вложи в D8 разширение K/k и задачата

(K/k/k,G,C2n) е разрешима.

Отново имаме, че груповото разширение (5.11) поражда четири групови раз-

ширения:

(5.12а) 1 −→ C2n+1 −→ D2n+3 −→
x7→ρ1

y 7→ρ2

C2
2 −→ 1,

(5.12б) 1 −→ C2n+1 −→ Q2n+3 −→
x7→ρ1

y 7→ρ2

C2
2 −→ 1,

(5.12в) 1 −→ C2n+1 −→ SD2n+3 −→
x7→ρ1

y 7→ρ2

C2
2 −→ 1,

(5.12г) 1 −→ C2n+1 −→ SD2n+3 −→
x7→ρ1

yx 7→ρ2

C2
2 −→ 1.

Ще напишем препятствията на Брауеровите задачи за b = −1, съответстващи на

разширенията (5.12а)-(5.12г).

Нека ζ е примитивен 2n+1-ти корен на единицата (n > 1), за който ζ + ζ−1 ∈ k
и i(ζ − ζ−1) ∈ k, така че можем да положим α1 = ζ−ζ−1

i
, β1 = 0 : α2

1 + aβ2
1 = ( ζ−ζ

−1

i
)2 =

2− ζ2 − ζ−2. Препятствията тогава са:

(5.12а): (a, 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k).

(5.12б): (−1,−1)(a, 2− ζ − ζ−1) ∈ Br(k).

(5.12в): (a,−2 + ζ + ζ−1) ∈ Br(k).

(5.12г): (−1,−1)(a,−2 + ζ + ζ−1) ∈ Br(k).

Ще продължим с изследване на задачата за вложимост зададена с k(
√
b)/k и

(5.13) 1 −→ C2n+2 −→ G −→ C2 −→ 1,

където групата G отново е изоморфна на някоя от групите D2n+3 , Q2n+3 или SD2n+3 .

Очевидно, тази задача е разрешима тогава и само тогава, когато съществува a ∈ k
такова, че a и b са квадратично независими, и задачата зададена с k(

√
a,
√
b)/k и

(5.11) е разрешима.

Нека ζ е примитивен 2n+2-ти корен на единицата (n > 1), така че ζ + ζ−1 ∈ k
и i(ζ − ζ−1) ∈ k, и нека |k/k2| ≥ 4. Можем отново да намерим препятствията на

Брауеровите задачи за b = −1.
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(5.12а): Имаме (a, 2− ζ2 − ζ−2) = 1 ∈ Br(k) за всяко a ∈ k такова, че a и −1 са

квадратично независими. Следователно, нямаме препятствие и е лесно да се провери,

че k( 2n+2√
a, i)/k е решение на задачата за вложимост (k(i)/k,D2n+3 , µ2n+2).

(5.12б): Препятствието е (−1,−1) ∈ Br(k).

(5.12в): (a,−1) ∈ Br(k).

(5.12г): (−a,−1) ∈ Br(k).

По този начин, задачата за вложимост (k(i)/k,D2n+3 , µ2n+2) е разрешима ⇔
|k/k2| ≥ 4; (k(i)/k,Q2n+3 , µ2n+2) е разрешима ⇔ |k/k2| ≥ 4 и (−1,−1) ∈ Br(k); и

(k(i)/k, SD2n+3 , µ2n+2) е разрешима ⇔ |k/k2| ≥ 4 и k не е квадратично затворено.

Накрая, за ζ = i можем да разгледаме груповите разширения

(5.14) 1 −→ C4 −→ G −→
x 7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

където G е изомофрна на някоя от групите D32, SD32 или Q32. Тогава препятствието

на Брауеровата задача е

(−1, ε1)(2, α1β1)(a, ε2α1(α1 − 1)) ∈ Br(k),

където α1 ∈ k∗, β1 ∈ k са такива, че α2
1 + aβ2

1 = 2. Това потвърждава резултата на

Ледет [Le2].

Груповото разширение (5.14) отново поражда четири разширения:

(5.15а) 1 −→ C4 −→ D32 −→x7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

(5.15б) 1 −→ C4 −→ Q32 −→x 7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

(5.15в) 1 −→ C4 −→ SD32 −→x 7→σ
y 7→τ

D8 −→ 1,

(5.15г) 1 −→ C4 −→ SD32 −→x 7→σ
yx 7→τ

D8 −→ 1.

Сега ще дадем някоко примера на Брауерови задачи съответстващи на групо-

вите разширения (5.15а)-(5.15г) над полето на рационалните числа Q.
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Пример 5.2.5. Да разгледаме задачата за вложимост (Q( 4
√

2, i)/Q, G, µ4). Полага-

ме α1 = 4
3
, β1 = 1

3
: α2

1 + 2β2
1 = 2, така че препятствието е (−1, ε1)(2, 4

9
)(2, ε2

4
9
) =

(−1, ε1) ∈ Br(Q). Следователно, задачите за вложимост зададени с (5.15а) и (5.15в)

са разрешими, но задачите задедени с (5.15б) и (5.15г) не са.

Пример 5.2.6. Да разгледаме задачата за вложимост (Q( 4
√

7, i)/Q, G, µ4). Полага-

ме α1 = β1 = 1
2

: α2
1 + 7β2

1 = 2, така че препятствието е (−1, ε1)(2, 1
4
)(7,−ε2

1
4
) =

(−1, ε1)(7,−ε2). Препятствията на останалите задачи за вложимост са:

(5.15а): (7,−1) 6= 1 ∈ Br(Q).

(5.15б): (−7,−1) 6= 1 ∈ Br(Q).

(5.15в): (−1, 1)(7, 1) = 1 ∈ Br(Q).

(5.15г): (−1,−1) 6= 1 ∈ Br(Q).

Следователно, задачите зададени с (5.15а), (5.15б) и (5.15г) не са разрешими,

но задачата зададена с (5.15в) е разрешима.

Разбира се, за произволно рационално число a е трудно да се определи дали

произведението на тези три кватернионни алгебри се разпада в Br(Q). Пресмятания

с помощта на компютър ни дават следващият пример, където задачата за вложимост

зададена с (5.15а) е разрешима, но останалите задачи не са.

Пример 5.2.7. Да разгледаме задачата за вложимост (Q( 4
√−27887, i)/Q, G, µ4). По-

лагаме α1 = 167, β1 = 1 : α2
1−27887β2

1 = 2. Както знаем от [Mi10], можем да свържем

разпадането на кватернионните алгебри в Br(Q) със символите на Льожандър. Тъй

като
(

2
167

)
= 1, получаваме (α1β1, 2) = (167, 2) = 1 ∈ Br(Q). Имаме −27887 = −79 ·353

и α1(α1−1) = 2·83·167, така че препятствието е (−1, ε1)(−79·353, ε22·83·167) ∈ Br(Q).

Да забележим, че 167 ≡ 7 (8), 79 ≡ 7 (8) и 353 ≡ 1 (8). Сега,
(

2
79

)
=
(

2
353

)
= 1, откъдето

(−79 · 353, 2) = 1;
(

83
79

)
=
(

167
79

)
= 1 и

(−79
83

)
=
(−79

167

)
= 1, откъдето (−79, 83 · 167) = 1.

Накрая,
(

167
353

)
=
(

353
167

)
= 1, откъдето (353, 167) = 1;

(
83
353

)
=
(

353
83

)
= 1, откъдето

(353, 83) = 1.

По този начин, ако ε2 = 1, то препятствието е (−1, ε1)(−79 · 353, 2 · 83 · 167) =

(−1, ε1)(353, 83 · 167) = (−1, ε1)(353, 83) = (−1, ε1) = 1 ∈ Br(Q) ⇔ ε1 = 1. Ако

ε2 = −1 и предположим, че (−1, ε1)(−79 ·353,−2 ·83 ·167) = 1 ∈ Br(Q), то в частност,

79 · 353 е сума на три целочислени квадрата, което е невъзможно, понеже 79 · 353 ≡
7 (8). Следователно, задачата (Q( 4

√−27887, i)/Q, D32, µ4) е разрешима, но останалите

задачи не са.
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5.3 Препятствия за реализирането на модулярната 2-група

Да припомним, че модулярната група от ред 2n (n ≥ 4) има следното предста-

вяне:

M2n = 〈x, y | x2n−1

= y2 = 1, yx = x2n−2+1y〉.
Нека K = k(ϕ) и нека L/k = k(ϕ,

√
b)/k е C4 × C2 разширение, където ϕ =√

r(a+
√
a), ψ =

√
r(a−√a) и a = 1 + c2; a, b, c, r ∈ k∗. Нека Gal(L/k) се поражда

от елементи σ и τ такива, че σ : ϕ 7→ ψ,
√
b 7→
√
b; τ : ϕ 7→ ϕ,

√
b 7→ −

√
b.

Лема 5.3.1. Препятствието на задачата за вложимост (L/k,M16, C2) съответс-

тваща на груповото разширение

(5.16) 1 −→ C2 = 〈x4〉 ↪→M16 −→ C4 × C2 −→ 1

е (a, 2b)(−1, r) ∈ Br(k).

Доказателство: Препятствието се представя от цикличната алгебра Γ =

(L,C4 × C2,−1) = L[u, v], където u4 = −1, v2 = 1, vu = −uv, ux = σ(x)u и vx =

τ(x)v, x ∈ L. Имаме следните три кватернионни подалгебри в Γ:

Q1 : i1 =
√
a, j1 = u+ u3,

Q2 : i2 = u2, j2 = (ϕ+ ψu2)
√
a,

Q3 : i3 =
√
b, j3 =

√
av.

Не е трудно да се провери, че Q1, Q2 и Q3 се централизират една друга, значи [Γ] =

[Q1][Q2][Q3] = (a,−2)(−1, 2ra2)(b, a) = (a, 2b)(−1, r) ∈ Br(k).

В термините на нормени изображения, задачата за вложимост (L/k,M16, C2) е

разрешима тогава и само тогава, когато −1/b2 ∈ NK/k(K
∗) (виж [Le1, Example 3.3]).

Както досега, ще разгледаме задачи за вложимост с циклично 2-ядро. За след-

ващата лема ще въведем някои означения: Нека ζ ∈ k е примитивен 2n-ти корен на

единицата (n ≥ 2), нека K = k( 4
√
a), и нека L/k = k( 4

√
a,
√
b)/k е C4 × C2 разшире-

ние, където C4 се поражда от σ, а C2 се поражда от τ , така че σ 4
√
a = i 4

√
a, σ
√
b =√

b; τ 4
√
a = 4
√
a, τ
√
b = −

√
b.

Лема 5.3.2. ([Mi2, Lemma 3.2]) За да бъде разрешима задачата за вложимост

(L/k,M2n+3 , µ2n), съответстваща на груповото разширение

(5.17) 1 −→ µ2n = 〈x4〉 ↪→M2n+3 −→ C4 × C2 −→ 1
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е необходимо да съществуват α ∈ k∗, β ∈ k такива, че α2 − aβ2 = ζ. В този случай

препятствието е (a, αb)(ζ, αβ) ∈ Br(k).

Доказателство: Ако задачата за вложимост, съответстваща на (5.17) е раз-

решима, то съпътстващата задача зададена с L/k и

1 −→ µ2n−1 ↪→ C2n+1 × C2 −→ C4 × C2 −→ 1

също е разрешима. Тъй като ζ2 е примитивен корен на единицата от степен 2n−1,

препятствието е (a, ζ) ∈ Br(k), според теорема 5.1.1. По този начин трябва да имаме

α2 − aβ2 = ζ за някои α ∈ k∗ и β ∈ k.
Препятствието на първоначалната задача се представя от алгебрата Γ = (L,C4×

C2, ζ) = k[ 4
√
a,
√
b, u, v], където u4 = ζ, v2 = 1, vu = −uv, ux = σ(x)u и vx = τ(x)v, ∀x ∈

L. Следните три кватернионни алгебри се съдържат в Γ:

Q1 : i1 =
√
a, j1 = (α + β

√
a+ iu2)u,

Q2 : i2 = u2, j2 = 4
√
a(α + iβ

√
a+ u2)

Q3 : i3 =
√
b, j3 =

√
av.

Тъй като Q1, Q2 и Q3 се централизират взаимно, получаваме

[Γ] = [Q1][Q2][Q3] = (a, 2αiζ)(ζ, 2αβia)(b, a) = (a, αb)(ζ, αβ) ∈ Br(k).

Да отбележим, че новополученото препятствие се съгласува при n = 1 с лема 5.3.1:

полагаме i ∈ k, α = i, β = 0, ζ = −1 и получаваме (a, αb)(ζ, αβ) = (a, ib) = (a, 2b) ∈
Br(k).

Нека сега ζ + ζ−1 и i(ζ − ζ−1) са в k. Ще разгледаме пет случая, според место-

положението на i в L(i). Елементите σ и τ действат тривиално на пораждащия на

ядрото x4, така че можем да приложим следствие 1.6.2.

1. i ∈ k. Според лема 5.3.2, препятствието на задачата за вложимост зададена с

L/k = k( 4
√
a,
√
b)/k и (5.17) е (a, αb)(ζ, αβ) ∈ Br(k), където α2 − aβ2 = ζ, за

някои α ∈ k∗ и β ∈ k.

2. a = −1. Трябва да имаме −1 = u2 + v2 за някои u, v ∈ k∗ и L = k(
√
a′,
√
b),

където a′ = r(1 − iu), r ∈ k∗. Тогава задачата (L/k,M2n+3 , C2n) съответстваща

на

(5.18) 1 −→ C2n ↪→M2n+3 −→ C4 × C2 −→ 1
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е разрешима тогава и само тогава, когато задачите (L/k(i), C2n+1 × C2, µ2n) и

(L/k, C8 × C2, C2) са разрешими. Препятствията са: (r(1 − iu), ζ) ∈ Br(k(i)) и

(−1, r) ∈ Br(k).

3. b = −1. Можем да запишем L/k = k(
√
r(a+

√
a), i)/k и L/k(i) = k( 4

√
a′, i)/k(i),

където a′ = [2r(1− ic)]2a. Тогава задачата зададена с L/k и (5.18) е разрешима

тогава и само тогава, когато задачите (L/k(i), C2n+2 , µ2n) и (L/k, C8 ×C2, C2) са

разрешими. Препятствията са: (a, α′)(ζ, α′β′) ∈ Br(k(i)) и (a, 2)(−1, r) ∈ Br(k),

където α′2 − a′β′2 = ζ за някои α′ ∈ k(i)∗ и β′ ∈ k(i).

4. ab = −1. Можем отново да запишем L/k = k(
√
r(a+

√
a), i)/k и L/k(i) =

k( 4
√
a′, i)/k(i), където a′ = [2r(1 − ic)]2a. Не е трудно да се види, че препятс-

твията са същите както в предишния случай.

5. a, b и−1 са квадратично независими. Според следствие 1.6.3 задачата зададена с

L/k и (5.18) е разрешима тогава и само тогава, когато задачите (L(i)/k(i),M2n+3 ,

C2n) и (L/k, C8 × C2, C2) са разрешими. Препятствията са: (a, α′b)(ζ, α′β′) ∈
Br(k(i)) и (a, 2)(−1, r) ∈ Br(k), където α′2 − a′β′2 = ζ за някои α′ ∈ k(i)∗ и

β′ ∈ k(i). Тук означаваме L(i)/k(i) = k( 4
√
a′, i)/k(i), където a′ = [2r(1 − ic)]2a и

K = k(ϕ).

Можем да обобщим препятствията на задачите за вложимост, съответстващи

на (5.18) в следната

Теорема 5.3.3. ([Mi2, Theorem 3.3]) Нека ζ е примитивен 2n-ти корен на единицата

такъв, че ζ + ζ−1 ∈ k и (ζ − ζ−1)/i ∈ k. Нека L/k = k(
√
r(a+

√
a),
√
b)/k е C4 × C2

разширение за a = 1 + c2, b, r ∈ k∗. Тогава задачата за вложимост зададена с L/k

и груповото разширение (5.18) има следните препятствия за n ≥ 2 :

1. i ∈ k (т.е., ζ ∈ k) : (a, αb)(ζ, rαβ) ∈ Br(k), където трябва да съществуват

α ∈ k∗, β ∈ k такива, че α2 − aβ2 = ζ.

2. a = −1 : (−1, r) ∈ Br(k) и (r(1 − iu), ζ) ∈ Br(k(i)), където трябва да имаме

−1 = u2 + v2 за някои u, v ∈ k и L = k(
√
r(1− iu),

√
b).

3. b = −1 или ab = −1 : (a, 2)(−1, r) ∈ Br(k) и (a, α)(ζ, r(1 − ic)αβ) ∈ Br(k(i)),

където трябва да съществуват α ∈ k(i)∗, β ∈ k(i) такива, че α2 − aβ2 = ζ.
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4. a, b и −1 са квадратично независими: (a, 2)(−1, r) ∈ Br(k) и (a, αb)(ζ, r(1 −
ic)αβ) ∈ Br(k(i)), където трябва да съществуват α ∈ k(i)∗, β ∈ k(i) такива,

че α2 − aβ2 = ζ.

Пример 5.3.4. Нека ζ ∈ k е примитивен корен на единицата от степен 2n+1. Тогава

можем да положим α = ζ, β = 0 : α2−aβ2 = ζ2, така че препятствието на задачата за

вложимост съответстваща на (5.18) е (a, αb)(ζ2, rαβ) = (a, ζb) ∈ Br(k). Ако b = ζ /∈ k2,

то задачата за вложимост съответстваща на (5.18) е разрешима и k( 2n+2√
a,
√
ζ) е едно

нейно решение.

Частният случай
√
ζ ∈ k ще разгледаме в следната

Теорема 5.3.5. ([Mi2, Proposition 3.4]) Нека ζ = ζ2n+2 ∈ k е примитивен корен

на единицата от степен 2n+2. Тогава препятствието на задачата за вложимост

(K/k,M2n+3 , µ2n) е (a, b) ∈ Br(k). Нека (a, b) = 1 ∈ Br(k) и да предположим, че

γ, δ ∈ k∗ са такива, че γ2 − bδ2 = a. Нека ω = γ +
√
bδ и θ = 4

√
a/ω2n−1. Тогава

M/k = K( 2n
√
θ)/k е разширение на Галоа, което е решение на задачата за вложи-

мост (K/k,M2n+3 , µ2n).

Доказателство: От предишния пример следва, че препятствието е (a, b) ∈
Br(k), понеже ζ2 ∈ k2 e примитивен корен на единицата от степен 2n+1. Нека сега

(a, b) = 1 ∈ Br(k) и да предположим, че γ, δ ∈ k∗ са такива, че γ2 − bδ2 = a. Нека

ω = γ +
√
bδ и θ = 4

√
a/ω2n−1 . Имаме

σ(θ)/θ = i = ζ2n

и

τ(θ)/θ =
(γ2 − bδ2)2n−1

(γ +
√
bδ)2n

= a2n

τ ,

където aτ =
√
a/(γ +

√
bδ) ∈ K. Сега можем да положим за пораждащите x и y

на M2n+3 : x( 2n
√
θ) = 2n

√
θζ и y( 2n

√
θ) = 2n

√
θaτ , така че x|K = σ и y|K = τ . Тога-

ва x2n+2
( 2n
√
θ) = 2n

√
θ и y2( 2n

√
θ) = 2n

√
θ, откъдето |x| = 2n+2 и |y| = 2. Нататък,

yx( 2n
√
θ) = 2n

√
θaτζ и x2n+1+1( 2n

√
θ) = x(− 2n

√
θ) = − 2n

√
θζ, откъдето x2n+1+1y( 2n

√
θ) =

2n
√
θaτζ, значи yx = x2n+1+1y. Следователно, M/k е разширение на Галоа, което е

решение на задачата за вложимост (K/k,M2n+3 , µ2n).

В горната теорема дадохме едно конкретно модулярно разширение от степен

2n+3 над k, при предположението, че примитивен корен на единицата от степен 2n+2
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се съдържа в k. В следващия параграф ще опишем всичкиM2n+3 и C2n+2×C2 разши-

рения, които съдържат квадратично разширение L/F такова, че примитивен корен

на единицата ζ от степен 2n+2 е в L (F е произволно поле с характеристика различна

от 2).
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5.4 Разширения на Галоа, реализиращи модулярната 2-група

Нека F е произволно поле с характеристика 6= 2. Нека n ≥ 1 е цяло число,

m = 2n+2 и да предположим, че ζ е примитивен m-ти корен на единицата, който се

съдържа в квадратичното разширение L = F (
√
a) на F . Нашата цел е да опишем

всички разширения на Галоа M , реализиращи групите M2m и Cm × C2 като групи

на Галоа над F , така че L ⊂ M и M е циклично над L. Ще използваме съществено

резултатите от [HLW].

Нека M е циклично разширение от степен m над L. Тогава M = L(α1/m) за

някое α ∈ L∗ според теорията на Кумер. Ако Gal(L/F ) = {1, σ}, то M е нормално

над F само когато σ(α) = αtβm, където β ∈ L∗ и t2 ≡ 1 (mod m). За да построим явно

всички такива разширения на Галоа M/F , трябва да направим детайлно описание

на всички елементи α, удовлетворяващи условието σ(α) = αtβm.

Нека сега G е групата породена от елементи σ и τ такива, че

1) |τ | = m, σ /∈ 〈τ〉;
2) στσ−1 = τ j, σ2 = τ l;(5.19)

3) j2 ≡ 1 (mod m) и l(j − 1) ≡ 0 (mod m).

По този начин можем да зададем всяка група от ред 2m, която има циклична подгру-

па от ред m. Например, ако j ≡ m/2+1 и l ≡ 0, получаваме модулярната групаM2m;

ако j ≡ 1 и l ≡ 0, получаваме групата Cm×C2. Добре известно е, че има четири таки-

ва неабелови групи – модулярната, диедралната, полудиедралната и кватернионната

групи; и две абелови групи – Cm × C2 и C2m.

Да означим с (G, j, l) групата описана с (5.19). Съществува само една група с

точност до изоморфизъм за j ≡ m/2 + 1 – групата M2m, и две групи за j ≡ 1 –

Cm × C2 и C2m. Групата Cm × C2 се появява само ако l е четно, а групата C2m се

появява само ако l е нечетно.

Когато пишем α1/m или m
√
α, за α ∈ L∗, ще предполагаме, че един конкретен

m-ти корен на α е бил избран и фиксиран. Тъй като L съдържа примитивен m-ти

корен на единицата ζ, то M = L( m
√
α) е полето на разлагане на xm − α над L и

оттук M/L е разширение на Галоа. Ако [M : L] = m, то Gal(M/L) ∼= Cm. Нататък,

σ(ζ) = ζr, където r е цяло число такова, че gcd(r,m) = 1. Това ни дефинира r (mod

m) такова, че r2 ≡ 1, понеже ζ = σ2(ζ) = ζr
2 .
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Ще казваме, чеM/F реализира (G, j, l) акоM/F е разширение на Галоа с група

на Галоа (G, j, l) = 〈τ, σ〉, L ⊂M , Gal(M/L) = 〈τ〉, където σ и τ имат съотношенията

στσ−1 = τ j и σ2 = τ l. (Тук със σ означаваме също така и разширението на σ ∈
Gal(L/F ) до автоморфизъм в Gal(M/F ).)

Сега ще изложим няколко леми, които са частни случаи на [HLW, Lemma 4.1,

Th. 3.4, Pr. 4.4, 4.5, 4.8].

Лема 5.4.1. Ако δ, δ′ ∈ L∗ и σ(δ)/δ = σ(δ′)/δ′, то δ′ = bδ където b ∈ F .

Лема 5.4.2. Да предположим, че ζ ∈ L. Нека M = L( m
√
α), където α ∈ L, и да

предположим, че [M : L] = m. Тогава следните твърдения са еквивалентни:

1. M/F реализира (G, j, l).

2. σ(α) = αtβm, където t ≡ jr (mod m) и α(t2−1)/mβtσ(β) = ζ l1, където l1 ≡ l (mod

gcd(j + 1,m)).

Лема 5.4.3. Ако a /∈ −F 2 (т.е. L = F (
√
a) 6= F (

√−1)), то F ∩ Lm = Fm ∪ am/2Fm.

Лема 5.4.4. Нека L = F (
√−1), и да предположим, че ζ ∈ L е примитивен корен

на единицата от степен 2n+2, n ≥ 0. Тогава F ∩ L2n+1
= F 2n+1 ∪ −F 2n+1.

Лема 5.4.5. L 6= F (
√−1) (т.е.

√−1 ∈ F ) тогава и само тогава, когато r ≡ 1 (mod

2n+1). В този случай, ζ2 ∈ F ; освен това, ζ ∈ F тогава и само тогава, когато r ≡ 1

(mod 2n+2).

Ние можем да ограничим стойностите на t, j и r върху множеството {1,−1, 2n+1+

1, 2n+1−1}. Модулярната групаM2m тогава се появява точно когато j ≡ 2n+1 +1 (n ≥
1), t2 ≡ 1 и t ≡ jr. Именно, стойностите на t и r са:

1. t = 1, r ≡ 2n+1 + 1;

2. t = −1, r ≡ 2n+1 − 1;

3. t = 2n+1 + 1, r ≡ 1;

4. t = 2n+1 − 1, r ≡ −1.

Групата Cm × C2 се появява точно когато j ≡ 1 (т.е. t ≡ r) и l е четно.
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5.4.1 L 6= F (
√−1)

От лема 5.4.5 следва, че L 6= F (
√−1) тогава и само тогава, когато r ≡ 1 (mod 2n+1),

така че модулярната група се появява само ако t = 1 и r ≡ 2n+1 + 1, или t = 2n+1 + 1

и r ≡ 1.

Както обикновено, когато се конструират разширения на Галоа, важна роля

играят нормените изображения. Норменото изображение N = NL/F : L −→ F ∗ де-

финираме чрез N(x) = xσ(x),∀x ∈ L∗. Следващата теорема ни дава явно описание

на всички M2m разширения в случая a 6=2 −1.

Теорема 5.4.6. ([Mi2, Theorem 6.1]) Нека α ∈ L∗. Тогава M/F = L( m
√
α)/F е M2m

разширение за a 6=2 −1 тогава и само тогава, когато

α =





c(1 + γm), ако r ≡ 2n+1 + 1; c ∈ F ∗, γ ∈ L∗, N(γ)m = 1, 1 + γm = bδ2,
b ∈ F ∗, δ ∈ L∗, и bc /∈ F 2 ∪ aF 2,

N(δ)η2/δ2n+1
, ако r ≡ 1; δ, η ∈ L∗, η ∈ F ∪√aF, и N(δ) /∈ F 2 ∪ aF 2.

Доказателство: Да предположим, че α се задава както в условието. Ако α =

c(1 + γm), то
√
α = ±

√
bcδ, значи L(

√
α) = F (

√
bc,
√
a) е биквадратично разширение

над F . Не е трудно да се провери, че [M : L] = m. Нататък, σ(α)/α = 1/γm = βm 6= −1

за β = 1/γ. Следователно, σ(α) = αβm, значи M/F = L( m
√
α)/F е M2m разширение.

Ако α = N(δ)η2/δ2n+1 , то
√
α = ±

√
N(δ)η/δ2n , значи L(

√
α) = F (

√
N(δ),

√
a) е

биквадратично разширение над F . Тук отново [M : L] = m. Нататък,

σ(α)/α2n+1

= αδ22n+2

/σ(δ2n+2

)η2n+2

= αβm,

където β = δ2n/σ(δ)η. Следователно, σ(α) = α2n+1+1βm, значи M/F е M2m разшире-

ние.

Нека сега M/F = L( m
√
α)/F е M2m разширение. Ако r ≡ 2n+1 + 1 и σ(α) = −α,

то σ(α) = −α = αβm за β ∈ L. Следователно, −1 = βm ∈ Lm и понеже σ(
√
a) = −√a,

от лема 5.4.1 следва, че α = b
√
a, b ∈ F ∗. Тогава L(

√
α) = F (

√
b
√
a,
√
a) е циклично

разширение над F . Но L(
√
α) е неподвижното подполе на τ 2, което трябва да бъде

биквадратично разширение над F – достигаме до противоречие.

Ако r ≡ 2n+1 + 1 и σ(α) 6= −α, то t = 1 и σ(α) = αβm, където 1 + βm 6= 0. Нека

γ = σ(β), значи 1+γm 6= 0. От βm = σ(α)/α следва, че βmσ(βm) = N(βm) = N(γm) =

1. Нататък,

σ(α)/α = βm =
1 + βm

1 + σ(βm)
=
σ(1 + γm)

1 + γm
,
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откъдето според лема 5.4.1 следва, че α = c(1 + γm) за някое c ∈ F ∗.
Ако r ≡ 1, то t = 2n+1 + 1 и σ(α) = α2n+1+1β2n+2 за β ∈ L. Нека k = 2n+1(k ≥ 4,

понеже n ≥ 1). Тогава σ(α) = αk+1β2k и σ(α)/α = (αβ2)k. Нека ω = N(αβ2). Тогава

ωk = N(σ(α)/α) = 1, значи ω е степен на ζ2. Тъй като ζ ∈ F за r ≡ 1, получаваме в

частност, че ω ∈ F 2. Нека γ = αβ2. Тогава

σ(αγk/2) = αγkσ(γk/2) = αγk/2N(γ)k/2 = αγk/2ωk/2.

От ωk = 1 следва, че ωk/2 = ±1. Ако ωk/2 = −1, получаваме αγk/2 ∈ √aF,N(αγk/2) ∈
−aF 2, N(α) ∈ −aF 2, N(αβ2) ∈ −aF 2, и ω ∈ −aF 2 = aF 2 6= F 2 (понеже −1 = ζk ∈ F 2)

– противоречие. Следователно ωk/2 = 1. Сега, от σ(αγk/2) = αγk/2 следва, че αγk/2 =

b ∈ F ∗ и αβ2 = bβ2γ−k/2 = bδ2, където δ = β/γk/4. Тъй като b2N(δ)2 = N(bδ2) =

N(αβ2) = ω, имаме, че bkN(δk) = ωk/2 = 1. Следователно,

σ(α)/α = (αβ2)k = δ2k/N(δ)k = δk/σ(δ)k

и σ(αδk) = αδk, значи αδk = d ∈ F . Сега, от σ(α)/α = (δ/σ(δ))k следва, че αβ2 =

ω′δ/σ(δ) = ω′c/σ(δ)2, където (ω′)k = 1 и c = N(δ). Нататък, α/d = δ−k ∈ L2 и

α/c = ω′/(σ(δ)2β2) ∈ L2, откъдето d/c ∈ L2 ∩ F . Нека η2 = d/c ∈ L2 ∩ F = F 2 ∪ aF 2,

следователно η ∈ F ∪√aF , и α = cη2/δk.

Останалото следва от факта, че неподвижното подполе F (
√
α,
√
a) на τ 2 трябва

да бъде биквадратично разширение над F .

Следващата теорема ни дава описание на всички Cm × C2 разширения.

Теорема 5.4.7. ([Mi2, Theorem 6.2]) Нека α ∈ L∗. ТогаваM/F = L( m
√
α)/F е Cm×C2

разширение за a 6=2 −1 тогава и само тогава, когато

α =





bγm, r ≡ 1; b ∈ F ∗, γ ∈ L∗, и b /∈ F 2 ∪ aF 2,

N(δ)η2/δ2n+1
, ако r ≡ 2n+1 + 1; δ, η ∈ L∗, η ∈ F ∪√aF, и
N(δ) /∈ F 2 ∪ aF 2.

Доказателство: Да предположим, че α се задава чрез формулата от услови-

ето. Ако α = bγm, където b ∈ F ∗, γ ∈ L∗ и r ≡ 1, то
√
α =

√
bγm/2, значи L(

√
α) е

биквадратично над F и [M : L] = m. Нататък, σ(α)/α = (σ(γ)/γ)m, т.е. σ(α) = αβm,

където β = σ(γ)/γ. Следователно, M/F = L( m
√
α)/F е или Cm × C2 или C2m разши-

рение. Лема 5.4.2 ни дава, че α(t2−1)/mβtσ(β) = ζ l1 , където l1 ≡ l (mod gcd(j + 1,m)).

В този случай, t = 1, βσ(β) = 1 и l ≡ 0 (mod gcd(j + 1,m)), следователно l е четно,

значи M/F е Cm × C2 разширение.
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Ако α = N(δ)η2/δ2n+1
, δ ∈ L∗, η ∈ F ∪ √aF и r ≡ 2n+1 + 1, получаваме с

аналогични разсъждения както в теорема 5.4.6, че M/F е нормално и [M : L] = m.

Нататък, σ(α) = α2n+1+1β2n+2 , където β = δ2n/σ(δ)η, следователно t = 2n+1 + 1 и

j ≡ 1. От ζ l1 = α2n+1β2n+1+1σ(β) = η/σ(η) = ±1 ∈ 〈ζ2〉 следва, че M/F е Cm × C2

разширение.

Да предположим сега, чеM/F = L( m
√
α)/F е Cm×C2 разширение. Ако r ≡ 1, то

t = 1, значи σ(α) = αβm, β ∈ L∗. Нататък, ζ l1 = βσ(β) = ζ2s, за някое s ≥ 1. Тогава

β/ζsσ(β/ζs) = 1 и от теорема 90 на Хилберт следва, че β/ζs = σ(γ)/γ, за някое

γ ∈ L∗. Следователно, βm = σ(γm)/γm = σ(α)/α и лема 5.4.1 ни дава, че α = bγm, за

някое b ∈ F ∗.
Ако r ≡ 2n+1 + 1, то t = 2n+1 + 1. Нека k = 2n+1. Тогава σ(α) = αk+1β2k,

за някое β ∈ L∗(k ≥ 4), откъдето σ(α)/α = (αβ2)k. Нека ω = N(αβ2). Тогава

ωk = N(σ(α)/α) = 1. Тъй като ω е степен на ζ2, имаме ω ∈ L2 ∩ F = F 2 ∪ aF 2.

Нека ρ = α(t2−1)/mβtσ(β) = ζ l1 , където l1 ≡ l (mod gcd(j + 1,m)). Тъй като l е чет-

но, ρ ∈ 〈ζ2〉. Следователно, ρ = αk/2+1βk+1σ(β) и N(α) = αk+2β2k = ρ2/N(β2) ∈ F 2,

понеже ζ2 ∈ L2 ∩ F = F 2 ∪ aF 2 и ζ4 ∈ F 2. Сега, ωk = 1 ни дава, че ωk/2 = ±1. Ако

ωm/2 = −1, получаваме аналогично на теорема 5.4.6, че N(α) ∈ aF 2 6= F 2 – проти-

воречие. Следователно, ωm/2 = 1. Останалата част на доказателството е аналогична

на теорема 5.4.6.

5.4.2 L = F (
√−1)

Лема 5.4.5 ни дава, че L = F (
√−1) точно когато r ≡ −1 (mod 2n+1), т.е. r ≡ −1 (mod

m) или r ≡ 2n+1− 1 (mod m), така че модулярната група се появява само ако t = −1

и r ≡ 2n+1 − 1, или t = 2n+1 − 1 и r ≡ −1.

Теорема 5.4.8. ([Mi2, Theorem 7.1]) Нека α ∈ L∗. Тогава M/F = L( m
√
α)/F е M2m

разширение за a =2 −1 тогава и само тогава, когато

α =

{ ±bm/2N(γ)/γ2, ако r ≡ 2n+1 − 1; b ∈ F ∗, γ ∈ L∗ и N(γ) /∈ F 2 ∪ −F 2,
c2n+1/δ2, ако r ≡ −1; c ∈ F ∗, δ ∈ L∗, N(δ) = ±c и c /∈ F 2 ∪ −F 2.

Доказателство: Да предположим, че α се задава чрез формулата от услови-

ето. Ако α = ±bm/2N(γ)/γ2, b ∈ F ∗, γ ∈ L∗ и r ≡ 2n+1 − 1, то
√
α = ±bm/4

√
N(γ)/γ

или ±ibm/4
√
N(γ)/γ, значи L(

√
α) е биквадратично над F и [M : L] = m. Нататък,

N(α) = bm, т.е. σ(α) = α−1bm. Следователно, M/F = L( m
√
α)/F е M2m разширение.
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Ако α = c2n+1/δ2, c ∈ F ∗, N(δ) = ±c и r ≡ −1, то отново [M : L] = m и

σ(α)/α2n+1

= α−1(δ/c2n−1

)2n+2

.

Нека β = δ/c2n−1 . Тогава σ(α) = α2n+1−1βm, откъдето M/F = L( m
√
α)/F е M2m

разширение.

Да предположим сега, чеM/F = L( m
√
α)/F еM2m разширение. Ако r ≡ 2n+1−1,

то t = −1, значи σ(α) = α−1βm, за някое β ∈ L∗. Тогава N(α) = βm ∈ F . От

N(α) = σ(N(α)) = [σ(β)]m следва, че [σ(β)]m = βm, така че σ(β) = βω, където

ωm = 1, т.е. ω ∈ 〈ζ〉. Нататък, σ2(β) = β = βωσ(ω), откъдето ωσ(ω) = 1. Сега, от

σ(ζ) = ζr следва, че 1 = ωσ(ω) = ωr+1 = ωm/2 = 1, т.е. ω ∈ 〈ζ2〉. Тогава имаме

σ(βm/2) = βm/2ωm/2 = βm/2 ∈ F , значи (α/βm/2)σ(α/βm/2) = N(α/βm/2) = 1. Теорема

90 на Хилберт тогава ни дава, че α/βm/2 = σ(γ)/γ, за някое γ ∈ L∗, откъдето α =

βm/2N(γ)/γ2. Остава да намерим конкретните стойности на β ∈ L∗. Имаме, че ω =

ζ2s, s ≥ 1, и σ(β) = βω = βζ2s. Тогава

βσ(β) = β2ζ2s = (βζs)2 ∈ L2 ∩ F = F 2 ∪ −F 2,

откъдето β2ζ2s = ±b2, b ∈ F . Следователно, βm/2 = bm/2(ζs)m/2 = ±bm/2.
Сега, ако r ≡ −1, то t = 2n+1 − 1. Нека k = 2n+1 (n ≥ 1). Имаме тогава

σ(α) = αk−1β2k и N(α) = (αβ2)k ∈ F ∩ Lk = F k ∪ −F k, според лема 5.4.4. Ако

(αβ2)k ∈ F k, то αβ2 = cω, където ωk = 1, c ∈ F , значи ω ∈ 〈ζ2〉. Ако заменим β с

βω−1/2, равенството σ(α) = αk−1β2k няма да се промени, така че ще предполагаме,

че αβ2 = c ∈ F . Нека δ = ck/4β. Тогава

α = c/β2 = ck/2+1/(ck/2β2) = ck/2+1/δ2

и

N(δ2) = N(ck/2β2) = ckN(c/α) = c2,

откъдето N(δ) = ±c. Ако (αβ2)k ∈ −F k, то αβ2 = ζcω, където c ∈ F и ωk = 1. Отново,

можем да заменим β с βω−1/2 и да предположим, че αβ2 = ζc. ТогаваN(α) = (αβ2)k =

−ck ∈ −F 2 6= F 2, следователно N(αβ2) ∈ −F 2, но N(ζc) = N(c) ∈ F 2 – противоречие.

По този начин, ако r ≡ −1, остава възможността α = ck/2+1/δ2, c ∈ F и N(δ) = ±c.
Останалото следва от факта, че неподвижното подполе F (

√
α,
√−1) на τ 2 тряб-

ва да бъде биквадратично разширение на F . Това доказва теоремата.

Накрая, следващата теорема ни дава описание на всички Cm×C2 разширения.
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Теорема 5.4.9. ([Mi2, Theorem 7.2]) Нека α ∈ L∗. ТогаваM/F = L( m
√
α)/F е Cm×C2

разширение за a =2 −1 тогава и само тогава, когато

α =




±bm/21 N(γ1)/γ2

1 , ако r ≡ −1; b1 ∈ F ∗, γ1 ∈ L∗ и N(γ1) /∈ F 2 ∪ −F 2,
c2n+1/γ2, ако r ≡ 2n+1 − 1; c ∈ F ∗, γ ∈ L∗, N(γ) = ±c и

c /∈ F 2 ∪ −F 2.

Доказателство: Да предположим, че α се задава с формулата от условието.

Ако α = ±bm/21 N(γ1)/γ2
1 , където b1 ∈ F ∗, γ1 ∈ L∗ и r ≡ −1, то [M : L] = m и

също N(α) = bm1 = βm, където β = b1. Следователно, σ(α) = α−1βm, значи M/F =

L( m
√
α)/F е или Cm×C2 или C2m разширение. Нека ρ = α(t2−1)/mβtσ(β) = ζ l1 , където

l1 ≡ l (mod gcd(j + 1,m)). Тогава имаме ρ = σ(β)/β = 1, откъдето l1 е четно и M/F

е Cm × C2 разширение.

Ако α = c2n+1/γ2, където c ∈ F ∗, γ ∈ L∗, N(γ) = ±c и r ≡ 2n+1−1, то [M : L] = m

и също σ(α) = αk−1β2k, където k = 2n+1 и β = γ/ck/4. Тъй като t = k − 1, то

M/F = L( m
√
α)/F е или Cm×C2 или C2m разширение. Тогава имаме t2− 1 = k/2− 1

и

ρ = αk/2−1βk−1σ(β) = (αβ2)k/2N(β)/(αβ2) = ±1 ∈ 〈ζ2〉,

откъдето M/F е Cm × C2 разширение.

Да предположим сега, че M/F = L( m
√
α)/F е Cm×C2 разширение. Ако r ≡ −1,

то t = −1 и σ(α) = α−1βm, където β ∈ L∗. Следователно, N(α) = βm ∈ Lm ∩ F .
Очевидно, σ(βm) = [σ(β)]m = βm, което ни дава σ(β) = βω, където ωm = 1, т.е.

ω ∈ 〈ζ〉. Тъй като σ(ζ) = ζr = ζ−1, получаваме N(ω) = 1. Тогава имаме ωm/2 =

±1. Ако ωm/2 = 1, аналогично на теорема 5.4.8 получаваме, че α = ±bm/21 N(γ1)/γ2
1 ,

където b1 ∈ F ∗ и γ1 ∈ L∗. Ако ωm/2 = −1, то ω /∈ 〈ζ2〉 и σ(βm/2) = −βm/2, откъдето
βm/2 = b3

√−1, за някое b3 ∈ F ∗. Тогава N(α/βm/2) = −1, N(α2/βm) = 1 и теорема

90 на Хилберт ни дава α2/βm = σ(γ2)/γ2, за някое γ2 ∈ L∗. Следователно, α2 =

βmσ(γ2)/γ2 = βmN(γ2)/γ2
2 , значи N(γ2) ∈ L2 ∩ F = F 2 ∪ −F 2, т.е. N(γ2) = ±δ2, за

някое δ ∈ F ∗. По този начин, α = ±βm/2δ/γ2, където γ2 ∈ L∗ и N(γ2) = ±δ2.

Сега трябва да конкретизираме стойностите на β, за които βm/2 = b3

√−1, b3 ∈
F ∗ и N(α) ∈ Lm. Имаме, че N(α) = b2

3δ
2/N(γ2), така че е нужно да разгледаме два

случая. АкоN(γ2) = δ2, тоN(α) = b2
3 = −βm ∈ Lm, откъдето−1 ∈ Lm. Следователно,√−1 ∈ Lm/2 и b3

√−1 ∈ Lm/2, значи b3 ∈ Lm/2 ∩ F = Fm/2 ∪−Fm/2 според лема 5.4.4,

т.е. b3 = ±bm/22 , за някое b2 ∈ F ∗. Получаваме α = ±bm/22

√−1δ/γ2. АкоN(γ2) = −δ2, то

N(α) = −b2
3 = βm ∈ Lm. Нататък, ρ = α(t2−1)/mβtσ(β) = σ(β)/β = ζ l1 , следователно
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ρm/2 = σ(βm/2)/βm/2 = −1 = (ζ l1)m/2, откъдето l1 е нечетно, което е противоречие.

Сега, от това, че L(
√
α) е биквадратично над F следва, че α трябва да изглежда по

същия начин, както в случая ωm/2 = 1.

Накрая, ако r ≡ 2n+1 − 1, то t = 2n+1 − 1. Нека k = 2n+1. Тогава имаме σ(α) =

αk−1β2k, значи N(α) = (αβ2)k ∈ F ∩ Lk = F k ∪ −F k. Ако (αβ2)k ∈ F k, то можем

по идентичен начин с теорема 5.4.8 да получим, че α = ck/2+1/γ2 и N(γ) = ±c. Ако
(αβ2)k ∈ −F k, то αβ2 = ζcω, където c ∈ F ∗, ωk = 1 и ние можем отново да заменим

β с βω−1/2 и да предполагаме, че αβ2 = ζc. Нататък, ρ = αk/2−1βk−1σ(β) = ζ l1 . Нека

γ = ck/4β. Тогава ρ = (αβ2)k/2σ(β)/(αβ) = ζk/2−1N(γ)/c. От N(γ2) = c2 следва, че

N(γ) = ±c. Следователно, ρ = ±ζk/2−1 = ζ l1 , значи l1 е нечетно – противоречие.

Останалото отново следва от това, че неподвижното подполе F (
√
α,
√−1) на τ 2

трябва да бъде биквадратично разширение на F .
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Глава 6
Препятствия за реализиране на
неабеловите 2-групи, имащи
циклична подгрупа с индекс 4

Крайните неабелови групи от ред 2n, които имат циклична подгрупа с индекс 4, но

нямат циклична с индекс 2 са класифицирани от Ниномия в [Ni, Theorem 2]. Техните

представяния са следните:

(I) n ≥ 4

G1 = 〈σ, τ : σ2n−2
= τ 4 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3〉,

G2 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2
= λ2 = 1, σ2n−3

= τ 2, τ−1στ = σ−1, σλ = λσ, τλ = λτ〉,
G3 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ−1, σλ = λσ, τλ = λτ〉,
G4 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, σλ = λσ, λ−1τλ = σ2n−3
τ〉,

G5 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2
= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, λ−1σλ = στ, τλ = λτ〉.

(II) n ≥ 5

G6 = 〈σ, τ : σ2n−2

= τ 4 = 1, τ−1στ = σ−1〉,
G7 = 〈σ, τ : σ2n−2

= τ 4 = 1, τ−1στ = σ−1+2n−3〉,
G8 = 〈σ, τ : σ2n−2

= 1, σ2n−3

= τ 4, τ−1στ = σ−1〉,
G9 = 〈σ, τ : σ2n−2

= τ 4 = 1, σ−1τσ = τ−1〉,
G10 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3

, σλ = λσ, τλ = λτ〉,
G11 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ−1+2n−3

, σλ = λσ, τλ = λτ〉,
G12 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, λ−1σλ = σ−1, λ−1τλ = σ2n−3

τ〉,
G13 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, λ−1σλ = σ−1τ, τλ = λτ〉,
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G14 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = 1, σ2n−3

= λ2, στ = τσ, λ−1σλ = σ−1τ, τλ = λτ〉,
G15 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3

, λ−1σλ = σ−1+2n−3

, τλ = λτ〉,
G16 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3

, λ−1σλ = σ−1+2n−3

,

λ−1τλ = σ2n−3

τ〉,
G17 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3

, λ−1σλ = στ, τλ = λτ〉,
G18 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = 1, λ2 = τ, τ−1στ = σ1+2n−3

, λ−1σλ = σ−1τ〉.

(III) n ≥ 6

G19 = 〈σ, τ : σ2n−2

= τ 4 = 1, τ−1στ = σ1+2n−4〉,
G20 = 〈σ, τ : σ2n−2

= τ 4 = 1, τ−1στ = σ−1+2n−4〉,
G21 = 〈σ, τ : σ2n−2

= 1, σ2n−3

= τ 4, σ−1τσ = τ−1〉,
G22 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, λ−1σλ = σ1+2n−4

τ, λ−1τλ = σ2n−3

τ〉,
G23 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, λ−1σλ = σ−1+2n−4

τ, λ−1τλ = σ2n−3

τ〉,
G24 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = λ2 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3

, λ−1σλ = σ−1+2n−4

, τλ = λτ〉,
G25 = 〈σ, τ, λ : σ2n−2

= τ 2 = 1, σ2n−3

= λ2, τ−1στ = σ1+2n−3

, λ−1σλ = σ−1+2n−4

,

τλ = λτ〉,

(IV) n = 5

G26 = 〈σ, τ, λ : σ8 = τ 2 = 1, σ4 = λ2, τ−1στ = σ5, λ−1σλ = στ, τλ = λτ〉.

6.1 Препятствията за групите G1, . . . , G17 и G26

6.1.1 Групата G17

Да вземем групата G породена от елементи b1, . . . , b6 такива, че b2n−3

1 = 1, b2
1 = b4, b

2
2 =

1, [b2, b1] = b3, b
2
3 = 1, [b3, b1] = b5, [b3, b2] = 1, b2n−4

4 = 1, [b4, b2] = b5, [b4, b3] = b6, b
2
5 =

1, [b5, b1] = b6, b
2
6 = 1, [b5, b2] = [b5, b3] = [b5, b4] = 1 и b6 е централен. Полагаме E4 =

〈b5, b6〉 ∼= C2
2 . Да забележим, че b1b5b

−1
1 = b5b6 и bib5b

−1
i = b5 за i = 2, . . . , 6. Да

разгледаме груповото разширение

(6.1) 1 −→ E4 −→ G −→
b1 7→x
b2 7→y

G −→ 1,
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където G е изоморфна на групата ˜C2n−3 × C2 от лема 4.3.11, породена от елементи

x, y и z такива, че x2n−3
= y2 = z2 = 1, yx = xyz, z – централен. Нататък, полагаме

H = 〈x2, y, z〉 ∼= C2n−4 × C2
2 и H = 〈b2, . . . , b6|b2

2 = b2
3 = b2

5 = b2
6 = 1, b2n−4

4 = 1, [b4, b2] =

b5, [b4, b3] = b6〉 – про-образът на H в G. Очевидно, H лежи в централизатора на E4

в G. Имаме груповото разширение 1 −→ E4 −→ H −→ H −→ 1. Означаваме с c1

2-кокласът в H2(G,µ2), представящ груповото разширение

1 −→ E4/〈b6〉 ∼= µ2 −→ G/〈b6〉 −→σ 7→x
τ 7→y

G −→ 1,

където G/〈b6〉 е изоморфна на групата G′17
∼= 〈σ, τ, λ, ρ | σ2n−3

= τ 2 = λ2 = ρ2 =

1, τ−1στ = σρ, λ−1σλ = στ, [τ, λ] = [ρ, σ] = [ρ, τ ] = [ρ, λ] = 1〉 за σ = b1, τ = b3, λ =

b2, ρ = b5. Означаваме с c2 2-кокласът в H2(H,µ2), представящ груповото разширение

1 −→ E4/〈b5〉 ∼= µ2 −→ H/〈b5〉 −→
b1 7→x
b2 7→y

H −→ 1,

където H/〈b5〉 ∼= ˜C2n−4 × C2 × C2. От теорема 2.3.8 имаме, че c1 = corG/H(c2). Ната-

тък, всяко G-разширение L′/F трябва да съдържа D f C разширение L/F , понеже

G/〈σ4〉 ∼= D f C.

От теорема 2.2.1 получаваме, че препятствието на задачата за вложимост (L′/K,

H/〈b5〉 ∼= ˜C2n−4 × C2×C2, µ2) е равно на препятствието на задачата (L/K,D8×C2, µ2),

което в случая е (2r(α1 −
√
a), 2s(β1 +

√
a))K ∈ Br2(K). Следователно, препятст-

вието на задачата за вложимост съответстваща на c1 е същото както на задачата

(L/F,G(32,6), µ2) (виж теорема 3.2.12).

Накрая, да забележим, че са в сила изоморфизмите G′17/〈ρ〉 ∼= G17/〈σ2n−3〉 и
G17
∼= G

′(2n−2,σ)
17 .

6.1.2 Групите G13 и G14

За забележим първо, че G14 = G
(4,λ)
13 . Следователно, ще се концентрираме само на

групата G13.

Нека групата G се поражда от елементи σ, τ, λ и ρ такива, че σ2n−2
= τ 2 =

λ2 = ρ2 = 1, [τ, σ] = ρ, λ−1σλ = σ−1τ, [τ, σ] = [λ, τ ] = 1, ρ – централен. Дефинираме

E4 = 〈τ, ρ〉 ∼= C2
2 , G = G/E4

∼= D2n−1 ,H = 〈σ2, τ, λ, ρ〉, H = H/E4 = 〈σ2, λ〉 ∼= D2n−2 .

Получаваме сега, че H лежи в централизатора на E4 в G и στσ−1 = τρ.

160



Означаваме с c1 2-кокласът в H2(G,µ2), представящ груповото разширение

1 −→ E4/〈ρ〉 ∼= µ2 −→ G/〈ρ〉 ∼= G13 −→σ 7→σ
τ 7→τ

G ∼= D2n−1 −→ 1

и с c2 2-кокласът в H2(H,µ2), представящ груповото разширение

1 −→ E4/〈τ〉 ∼= µ2 −→ H/〈τ〉 −→
λ 7→λ
ρ 7→ρ

H ∼= D2n−2 −→ 1,

където H/〈τ〉 се поражда от елементи σ2, λ, ρ такива, че (σ2)2n−3
= λ2 = ρ2 =

1, λ−1σ2λ = σ−2ρ, ρ – централен. Следователно, H/〈τ〉 е изоморфна на групата G13

от ред 2n−1. От теорема 2.3.8 следва, че c1 = corG/H(c2). Тъй като корестрикцията е

транзитивно изображение, по индукция получаваме, че c1 = corG/H0(c0), където c0 е

2-кокласът в H2(D8, µ2), представящ груповото разширение

1 −→ µ2 −→ D f C −→ H0
∼= D8 −→ 1.

Препятствието на задачата за вложимост зададена с c0 и D8 разширение съ-

държащо K(
√
a′1,
√
a′2)/K е (a′1,−1) ∈ Br2(K). Прилагайки на всяка стъпка проек-

ционната формула и [Fr, (2.22)], получаваме, че (a1,−1) е препятствието на задачата

за вложимост зададена с c1 и някое D2n−1 разширение, където F (
√
a1,
√
a2)/F се

съдържа в това D2n−1 разширение.

6.1.3 Групите G1, . . . , G12 и G15, G16

Ще разгледаме сега групите G1 − G12 и G15, G16. Да забележим първо, че четири

от групите са директни произведения: G2
∼= Q2n−1 × C2, G3

∼= D2n−1 × C2, G10
∼=

M2n−1 ×C2, G11
∼= SD2n−1 ×C2. По тази причина ще се фокусираме върху останалите

10 групи.

Нека M2n−1 × C2
∼= 〈σ, τ, ρ | σ2n−2

= τ 2 = 1, τ−1στ = σ1+2n−3
, ρσ = σρ, ρτ = τρ〉.

Тогава (M2n−1×C2)/〈ρ〉 ∼= G1/〈τ 2〉 ∼= M2n−1 и лесно се вижда, че G1 = (M2n−1×C2)(4,τ).

Аналогично, имамеG6 = (D2n−1×C2)(4,τ), G7 = (SD2n−1×C2)(4,τ), G8 = (Q2n−1×C2)(4,τ).

Групите Gi за i = 4, 5, 9, 12, 15, 16 имат фактор-групи, които са директни про-
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изведения:

G4/〈σ2n−3〉 ∼= C2n−3 × C2
2 = 〈σ, τ, λ | σ2n−3

= τ 2 = λ2 = 1, στ = τσ, σλ = λσ, τλ = λτ〉;
G5/〈τ〉 ∼= C2n−2 × C2 = 〈σ, λ | σ2n−2

= λ2 = 1, σλ = λσ〉;
G9/〈τ 2〉 ∼= C2n−2 × C2 = 〈σ, τ | σ2n−2

= τ 2 = 1, στ = τσ〉;
G12/〈σ2n−3〉 ∼= G15/〈σ2n−3〉 ∼= G16/〈σ2n−3〉 ∼= D2n−2 × C2 = 〈σ, τ, λ | σ2n−3

= τ 2 =

= λ2 = 1, στ = τσ, λ−1σλ = σ−1, τλ = λτ〉.

Ще предполагаме отсега нататък, че основното поле F съдържа примитивен

корен на единицата ζ от степен 2n−3. От [Fr, (7.10)] следва, че препятствието на

влагането на циклично разширение от степен 2n−3, съдържащо квадратичното раз-

ширение F (
√
a1), в циклично разширение от степен 2n−2 е (a1, ζ) ∈ Br2(F ); пре-

пятствието на влагенето на диедрално разширение от степен 2n−2, съдържащо бик-

вадратичното разширение F (
√
a1,
√
a2), в диедрално разширение от степен 2n−1 е

(a, a1)(a2, ζ) ∈ Br2(F ) за елемент a ∈ F , който е описан в [Fr, Example 5, (2.22)].

Сега можем да приложим теорема 2.2.1 за да получим препятствията за реали-

зирането на групите Gi за i = 4, 5, 9, 12, 15, 16 като групи на Галоа над F .

Необходимото и достатъчно условие за реализирането на всяка група Gi ка-

то група на Галоа над F се състои от две препятствия. Първото препятствие е на

задачата за вложимост зададена с 1 −→ µ2 −→ Gi −→ G −→ 1, а второто е за същес-

твуването на G разширения над F . Записваме тези препятствия в таблица 6.1. Да

отбележим, че кватернионните алгебри от вида (∗,−1) винаги се разпадат в Br2(k)

за n ≥ 5, понеже сме предположили, че ζ = ζ2n−3 ∈ k . Да забележим още, че в този

случай винаги съществуват C2n−3 и D2n−2 разширения, според [Fr].

Групата G26 е изоморфна на G(32,8). Тук C4 винаги се реализира, така че трябва

да добавим само препятствието за реализирането на D f C.
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Таблица 6.1: Препятствията, ако ζ = ζ2n−3 ∈ k
Група Препятствия
G1 (a2,−1), (ζ−1a2, a1)
G4 (a1, ζ)(a2, a3)
G5 (a1, a2), (a1, ζ)
G6 (a2,−1), (a, a1)(a2, ζ)
G7 (a2,−1), (a, a1)(a2, ζ)
G8 (a2,−1), (a, a1)(a2, ζ)
G9 (a1, a2), (a1, ζ)
G12 (a, a1)(a2, ζ)(a2, a3)
G13 (a1,−1), (a, a1)(a2, ζ)
G14 (a1,−1), (a, a1)(a2, ζ)
G15 (a, a1)(a2, ζ)(a1, a3)
G16 (a, a1)(a2, ζ)(a2a1, a3)
G17 (a1, dsζ)(a2, dr)
G26 (a1, 2ds)(a2, dr), (a1, a2)

6.2 Препятствията за групите G18, . . . , G25

Лесно се проверява, че подгрупата 〈σ2〉 е нормална във всяка една от групите

G18, . . . , G25.

Теорема 6.2.1. ([Mi12, Proposition 4.1]) Нека групата G е изоморфна на някоя от

групите Gi за i = 18, . . . , 25, и да означим A = 〈σ2〉. Нека полето k съдържа прими-

тивен корен на единицата ζ от степен 2n−3, нека F = G/A, и нека K/k е разшире-

ние на Галоа с група на Галоа F . Задачата за вложимост (K/k,G,A) е подходящо

разрешима тогава и само тогава, когато условието за съгласуваност се удовлет-

ворява.

Доказателство: НекаG ∼= G18. Действието на F върхуA се задава с (σ2)τ = σ2

и (σ2)λ = (σ2)m за m = −1 − 2n−4. Тъй като k съдържа примитивен корен на

единицата от степен 2n−3, действието на F върху групата на характерите Â е съ-

щото. Очевидно, m2 ≡ 1 (mod 2n−3), така че можем да приложим теорема 1.5.2.

Следователно, условието за съгласуваност е достатъчно за слабата разрешимост на

задачата (K/k,G,A). Да забележим, че A се съдържа в подгрупата на Фратини

Φ(G) ∼= [G,G] · G2 на G. Добре известно е, че ако ядрото се съдържа в подгрупата

на Фратини на G, то слабата разрешимост води до подходяща разрешимост (виж

[ИЛФ, §1.6, Следствие 5]).
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Можем да постъпим по същия начин с останалите групи, понеже за всяка група

действието на F върху A удовлетворява условията на теорема 1.5.2.

С помощта на горната теорема, ще намерим необходими и достатъчни условия

за реализирането на групите Gi като групи на Галоа над произволно поле k, съдър-

жащо примитивен корен на единицата ζ от степен 2n−3. Тези резултати са получени

в статията [Mi12].

6.2.1 Групата G18

Имаме груповото разширение

(6.2) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G18
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на диедралната група D8 от ред 8, и е породена от елементи

x, y със съотношенията x4 = y2 = 1, y−1xy = x−1, където α : σ 7→ y, λ 7→ x.

Нататък, нека K/k е произволно D8 разширение. Да разгледаме задачата за

вложимост (K/k,G18, 〈σ2〉) зададена с (6.2) и K/k. Тогава K/k съдържа биквадра-

тично разширение k(
√
a1,
√
a2), където k(

√
a2) е неподвижното подполе на 〈x〉. Добре

известно е (виж [Le1]), че препятствието за влагането на k(
√
a1,
√
a2)/k в D8 разши-

рение е (a1, a1a2) ∈ Br(k).

Да предположим сега, че (a1, a1a2) = 1 ∈ Br(k). Нека α1 ∈ k и α2 ∈ k∗ са такива,

че a1a2 = α2
1 − a1α

2
2. Тогава

(6.3) K/k = k(
√
r(α1 − α2

√
a1),
√
a2)/k

за някое r ∈ k∗. Полагаме ϕ = α1 − α2
√
a1 и ϕ′ = α1 + α2

√
a1. Според [Le1, Section 4]

можем да считаме, че x и y действат по този начин:

x :
√
rϕ 7→

√
rϕ′,

√
rϕ′ 7→ −√rϕ, √a2 7→ √a2,

y :
√
rϕ 7→ √rϕ,

√
rϕ′ 7→ −

√
rϕ′,

√
a2 7→ −√a2.

Както отбелязахме в края на параграф 1.5, условието за съгласуваност е еквивален-

тно на разрешимостта на всички съпътстващи Брауерови задачи.

Да разгледаме всички съпътстващи задачи от първи тип. От съотношението

λ−1σλ = σ−1τ получаваме, че има само една брауерова задача от първи тип. Тя се

задава от груповото разширение

1 −→ 〈σ2〉/〈σ4〉 ∼= µ2 −→ G18/〈σ4〉 α−→ F −→ 1,
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където G18/〈σ4〉 е изоморфна на DfC – пулбекът на групите D8 и C4. Според [Le1,

Example 4.6], препятствието на задачата за вложимост (K/k,D f C, µ2) е (a1,−1) ∈
Br(k). Тъй като

√−1 е в k, препятствието (a1,−1) винаги се разпада.

Една съпътстваща брауерова задача от втори тип можем да получим по следния

начин. Означаваме с F1 подгрупата на F , породена от x2 и y. Да вземем рестрикцията

на (6.2):

1 −→ 〈σ2〉 −→ α−1(F1)
α−→ F1 −→ 1,

където α−1(F1) е подгрупата на G18 породена от елементите σ и τ . Имаме съотноше-

нията σ2n−2
= τ 2 = 1 и τ−1στ = σ1+2n−3 , откъдето α−1(F1) е изоморфна на модуляр-

ната група M(2n−1). Да отбележим, че F1 = Gal(K/k(
√
a1)). Според пример 4.3.8,

препятствието на задачата за вложимост (K/k(
√
a1),M(2n−1), 〈σ2〉) е (ζ−1a2, rϕ) ∈

Br(k(
√
a1)).

Останалите брауерови задачи са съпътстващи задачи на тази, която току що

разгледахме, понеже тя има най-голямо ядро и най-голяма група F1. По този начин,

получаваме, че групата G18 се реализира на k тогава и само тогава, когато същест-

вуват r, α1, α2 ∈ k и квадратично независими a1, a2 ∈ k такива, че a1a2 = α2
1 − a1α

2
2

(т.е., (a1, a2) = 1 ∈ Br(k)) и (ζ−1a2, rϕ) = 1 ∈ Br(k(
√
a1)).

6.2.2 Групата G19

Имаме груповото разширение

(6.4) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G19
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на групата C4 × C2, и се поражда от елементи x, y със съот-

ношенията x4 = y2 = 1, y−1xy = x, където α : σ 7→ y, τ 7→ x.

НекаK/k е произволно C4×C2 разширение. Да разгледаме сега задачата за вло-

жимост (K/k,G19, 〈σ2〉) зададена с (6.4) и K/k. Тогава K/k съдържа биквадратично

разширение k(
√
a1,
√
a2), където k(

√
a2) е неподвижното подполе на 〈x〉. Добре из-

вестно е, че препятствието за влагането на k(
√
a1) в C4 разширение е (a1, a1) ∈ Br(k).

Да предположим сега, че (a1, a1) = 1 ∈ Br(k). Нека β1 ∈ k и β2 ∈ k∗ са такива,

че a1 = β2
1 − a1β

2
2 . Тогава

K/k = k(
√
r(β1 − β2

√
a1),
√
a2)/k
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за някое r ∈ k∗. Полагаме ψ = β1 − β2
√
a1 и ψ′ = β1 + β2

√
a1. Според [Le1, Example

3.3] можем да считаме, че x и y действат по този начин:

x :
√
rψ 7→

√
rψ′,

√
rψ′ 7→ −

√
rψ,
√
a2 7→ √a2,

y :
√
rψ 7→

√
rψ,

√
rψ′ 7→

√
rψ′,

√
a2 7→ −√a2.

Съпътстващата брауерова задача от първи тип, която има най-голямо ядро се

задава с груповото разширение

1 −→ 〈σ2〉/〈σ2n−3〉 ∼= C2n−4 −→ G19/〈σ2n−3〉 α−→ F −→ 1,

където G19/〈σ2n−3〉 е изоморфна на групата G−1,1 от теорема 4.3.16. Имаме груповото

разширение

(6.5) 1 −→ µ2 −→ G−1,1 −→M(2n−2) −→ 1,

така че трябва да съществуваM(2n−2) разширение. Препятствието за реализирането

на модулярната група от ред 2n−2 е (ζ−2a2, a1) ∈ Br(k), а препятствието на задачата

зададена с (6.5) е (a2,−1) ∈ Br(k), според пример 4.3.8 и теорема 4.3.16, съответно.

Да означим сега с F1 подгрупата на F породена от x2 и y. Да вземем рестрик-

цията на (6.4):

1 −→ 〈σ2〉 −→ α−1(F1)
α−→ F1 −→ 1,

където α−1(F1) е подгрупата на G19 породена от елементите σ и τ1 = τ 2. Имаме

съотношенията σ2n−2
= τ 2

1 = 1 и τ−1
1 στ1 = σ1+2n−3 , откъдето α−1(F1) е изоморфна на

модулярната група M(2n−1). Да забележим, че F1 = Gal(K/k(
√
a1)). Според пример

4.3.8, препятствието на брауеровата задача (K/k(
√
a1),M(2n−1), 〈σ2〉) е (ζ−1a2, rψ) ∈

Br(k(
√
a1)).

6.2.3 Групата G20

Имаме груповото разширение

(6.6) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G20
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на групата C4 × C2, и се поражда от елементи x, y със съот-

ношения x4 = y2 = 1, y−1xy = x, където α : σ 7→ y, τ 7→ x.

Нататък, да разгледаме произволна задача за вложимост (K/k,G20, 〈σ2〉) зада-

дена с (6.6), където K/k е C4 × C2 разширение.
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Съпътстващата брауерова задача от първи тип е единствена и тя се задава с

груповото разширение

1 −→ 〈σ2〉/〈σ4〉 ∼= µ2 −→ G20/〈σ4〉 α−→ F −→ 1,

където G20/〈σ4〉 е изоморфна на групата QfC – пулбекът на Q8 и C4. Според [Le1,

Example 4.5], препятствието на задачата (K/k,Qf C, µ2) е (a1, a2) ∈ Br(k).

Да означим сега с F1 подгрупата на F породена от x2 и y. Да вземем рестрик-

цията на (6.6):

1 −→ 〈σ2〉 −→ α−1(F1)
α−→ F1 −→ 1,

където α−1(F1) е подгрупата на G20 породена от елементи σ и τ1 = τ 2. Имаме съ-

отношенията σ2n−2
= τ 2

1 = 1 и τ−1
1 στ1 = σ1+2n−3 , откъдето α−1(F1) е изоморфна на

модулярната група M(2n−1). Следователно, препятствието на брауеровата задача от

втори тип е същото както за групата G19.

6.2.4 Групата G21

Имаме груповото разширение

(6.7) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G21
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на диедралната група D8 от ред 8, и се поражда от елементи

x, y със съотношения x4 = y2 = 1, y−1xy = x−1, където α : σ 7→ y, τ 7→ x. Нека K/k

е D8 разширение, зададено с (6.3). Тъй като σ−2τσ2 = τ , задачата (K/k,G21, 〈σ2〉) е

брауерова.

Означаваме с Γ алгебрата на кръстосаното произведение представляваща пре-

пятствието на брауеровата задача (K/k,G21, 〈σ2〉). Тогава Γ се поражда над k от

елементите на K и елементи ux, uy такива, че uxa = x(a)ux, uyb = y(b)uy за a, b ∈ K,

и u4
x = −1, u2

y = ζ, u−1
y uxuy = u−1

x .

НекаA е подалгебрата на Γ породена над k от елементите uy и
√
a2. Очевидно,A

е изоморфна на кватернионната алгебра (ζ, a2). Тогава Γ е изоморфна на A⊗CΓ(A),

където CΓ(A) е централизаторът на A в Γ.

Нека B е подалгебрата на Γ породена над k от елементите ux + u−1
x и

√
a1. Тъй

като u−2
x = −u2

x, получаваме, че B е изоморфна на кватернионната алгебра (2, a1).

Съотношението uxuy = uyu
−1
x показва, че B се съдържа в CΓ(A). Следователно,

Γ ∼= A⊗ B ⊗ CΓ(A⊗ B).
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Да дефинираме сега w =
√
rϕ +

√
rϕ′u2

x. От съотношенията u2
xuy = −uyu2

x,

uy
√
rϕ =

√
rϕuy и uy

√
rϕ′ = −√rϕ′ следва, че w ∈ CΓ(A). Имаме също така uxw =

wu−1
x и u−1

x w = wux, значи w ∈ CΓ(A⊗B). Аналогично, елементът
√
a2u

2
x се съдържа

в CΓ(A⊗B). Нека C е подалгебрата на Γ породена над k от елементите w и
√
a2u

2
x. Не

е трудно да се установи, че C е изоморфна на кватернионната алгебра (−a2, 2rα1).

Следователно, Γ е изоморфна на произведението на кватернионните алгебри

(ζ, a2)(2, a1)(−a2, 2rα1). Тъй като ζ ∈ k е примитивен корен на единицата от степен

2n−3 (n ≥ 6), полето k съдържа примитивен 8-ми корен на единицата и препятствието

е еквивалентно на кватернионната алгебра (a2, rα1ζ) ∈ Br(k).

6.2.5 Групата G22

Имаме груповото разширение

(6.8) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G22
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на диедралната група D8 от ред 8, и се поражда от елементи

x, y със съотношения x4 = y2 = 1, y−1xy = x−1, където α : σ 7→ y, σλ 7→ x. Нека K/k

е D8 разширение както в (6.3).

Съпътстващата брауерова задача от първи тип, която има най-голямо ядро се

задава с груповото разширение

1 −→ 〈σ2〉/〈σ2n−3〉 ∼= C2n−4 −→ G22/〈σ2n−3〉 α−→ F −→ 1,

където G22/〈σ2n−3〉 е изоморфна на групата M̃(2n−2) от теорема 4.3.15. Тогава имаме

груповото разширение

(6.9) 1 −→ µ2 −→ M̃(2n−2) −→M(2n−2) −→ 1,

така че първо трябва да съществува M(2n−2) разширение. Препятствието за реали-

зирането на модулярната група от ред 2n−2 е (ζ−2a2, a1) ∈ Br(k), а препятствието на

задачата, съответстваща на (6.9) е (a2, a1) ∈ Br(k), според пример 4.3.9 и теорема

4.3.15, съответно.

Да означим сега с F1 подгрупата на F породена от x2 и y. Да вземем рестрик-

цията на (6.8):

1 −→ 〈σ2〉 −→ α−1(F1)
α−→ F1 −→ 1,
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където α−1(F1) е подгрупата на G22 породена от елементите σ и τ . Очевидно, α−1(F1)

е изоморфна на групата C2n−2 × C2. Да забележим, че F1 = Gal(K/k(
√
a1)). Добре

известно е, че препятствието на брауеровата задача (K/k(
√
a1), C2n−2 × C2, 〈σ2〉) е

(a2, ζ) ∈ Br(k(
√
a1)).

6.2.6 Групата G23

Имаме груповото разширение

(6.10) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G23
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на диедралната група D8 и се поражда от елементи x, y със

съотношения x4 = y2 = 1, y−1xy = x−1, където α : σ 7→ y, σλ 7→ x. Нека K/k е D8

разширение както в (6.3).

Има само една съпътстваща брауерова задача от първи тип, която се задава с

груповото разширение

1 −→ 〈σ2〉/〈σ4〉 ∼= µ2 −→ G23/〈σ4〉 α−→ F −→ 1,

където G23/〈σ4〉 е изоморфна на пулбека D f C.

Съпътстващата брауерова задача от втори тип е еквивалентна на съответната

задача за групата G22, именно (K/k(
√
a1), C2n−2 × C2, 〈σ2〉).

6.2.7 Групите G24 и G25

Двете групи имат идентични Брауерови задачи, така че ще опишем препятствията

само на групата G24. Имаме груповото разширение

(6.11) 1 −→ 〈σ2〉 −→ G24
α−→ F −→ 1,

където F е изоморфна на групата C3
2 , и се поражда от елементи x, y, z такива, че

α : σ 7→ x, τ 7→ y, λ 7→ z. Тогава всяко C3
2 разширение K/k има вида

(6.12) K/k = k(
√
a1,
√
a2,
√
a3)/k,

и можем да предполагаме, че x, y и z действат по този начин:

x :
√
a1 7→ −√a1,

√
a2 7→ √a2,

√
a3 7→ √a3,

y :
√
a1 7→ √a1,

√
a2 7→ −√a2,

√
a3 7→ √a3,

z :
√
a1 7→ √a1,

√
a2 7→ √a2,

√
a3 7→ −√a3.
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Има само една съпътстваща брауерова задача от първи тип, която се задава с гру-

повото разширение

1 −→ 〈σ2〉/〈σ4〉 ∼= µ2 −→ G24/〈σ4〉 α−→ F −→ 1,

където G24/〈σ4〉 е изоморфна на групата D8 × C2.

Да означим сега с F1 подгрупата на F породена от x и y. Да вземем рестрик-

цията на (6.11):

1 −→ 〈σ2〉 −→ α−1(F1)
α−→ F1 −→ 1,

където α−1(F1) е подгрупата на G24 породена от елементите σ и τ . Очевидно, α−1(F1)

е изоморфна на модулярната група M(2n−1). Да забележим, че F1 = Gal(K/k(
√
a3)).

Според пример 4.3.9, препятствието на брауеровата задача (K/k(
√
a3),M(2n−1), 〈σ2〉)

е (ζ−1a2, a1) ∈ Br(k(
√
a3)).

Накрая, ще резюмираме получените препятствия за групите G18 − G25 в след-

ната таблица.

Таблица 6.2: Препятствията, ако ζ = ζ2n−3 ∈ F
Група Препятствия
G18 (a1, a2) ∈ Br(k), (ζ−1a2, rϕ) ∈ Br(k(

√
a1))

G19 (a1, a2) ∈ Br(k), (ζ−1a2, rψ) ∈ Br(k(
√
a1))

G20 (a1, a2) ∈ Br(k), (ζ−1a2, rψ) ∈ Br(k(
√
a1))

G21 (a1, a2) ∈ Br(k), (a2, rα1ζ) ∈ Br(k)
G22 (a1, a2) ∈ Br(k), (a2, ζ) ∈ Br(k(

√
a1))

G23 (a1, a2) ∈ Br(k), (a2, ζ) ∈ Br(k(
√
a1))

G24 (a1, a2) ∈ Br(k), (ζ−1a2, a1) ∈ Br(k(
√
a3))

G25 (a1, a2) ∈ Br(k), (ζ−1a2, a1) ∈ Br(k(
√
a3))

6.3 Приложение на препятствията за ньотеровата задача

Нека K е поле и G е крайна група. Нека G действа на рационалното функци-

онално поле K(xg : g ∈ G) чрез K автоморфизми така: g · xh = xgh за произволни

g, h ∈ G. Означаваме с K(G) неподвижното подполе K(xg : g ∈ G)G = {f ∈ K(xg :

g ∈ G) | σ · f = f, ∀σ ∈ G}. Ньотеровата задача тогава се състои в това дали K(G) е

рационално (= чисто трансцедентно) над K.
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Основните резултати относно ньотеровата задача за абелови групи могат да се

намерят в статията [Swan]. Наскоро, ньотеровата задача за някои неабелови p-групи

беше изследвана в работи като [CHK, CHPK, HK, Ka1, Ka2, Ka3].

В този параграф ще предложим един нов подход към ньотеровата задача, който

наподобява обобщението на обратната задача в теорията на Галоа – задачата за

вложимост на полета. НекаK е поле и да разгледаме произволно групово разширение

(6.13) 1 −→ A −→ H −→
π

G −→ 1.

Тогава можем да гледаме наK(G) като на подполе наK(H) чрез естественото включ-

ване произтичащо от регулярното действие на G върху A-неподвижните елементи в

регулярното представяне на H. Дефинираме ньотеровата задача за вложимост

като даване на отговор на въпроса дали K(H) е рационално над K(G).

По този начин, ако знаем, че K(G) е рационално над K и ако успеем да дадем

положителен отговор на ньотеровата задача за вложимост, ще получим рационал-

ността на K(H) над K. Да отбележим, обаче, че рационалността на K(G) над K не

е необходима за рационалността на K(H) над K. Наистина, известно е, че междинно

поле на чисто трансцедентно разширение не винаги е чисто трансцедентно.

Ньотеровата задача за вложимост не винаги е разрешима, както се вижда нап-

ример, ако K = Q, G = C4 и H = C8 [Sa1, Th. 5.11].

Нека отново с Br(K) да означим групата на Брауер на полето K, и с BrN(K)

нейната N -торзия за произволно N > 1. Следвайки Рокет [Ro], ако γ = [B] ∈ Br(K)

е класът на K-централна проста алгебра B и m ≥ 1 е кратно на индекса на B,

то с km(γ) ще означаваме m-тото поле на Брауер на γ. Нещо повече, km(γ)/K е

регулярно разширение от степен на трансцедентностm−1, което е рационално тогава

и само тогава, когато класът γ е тривиален (т.е. B се разпада). Следният резултат в

същината си е получен от Солтман в [Sa2, p. 541], но е доказан детайлно от Б. Планс

[Pl, Prop. 7].

Теорема 6.3.1. Нека 1 −→ C −→ H −→ G −→ 1 е централно групово разшире-

ние, на което съответства елемента ε ∈ H2(G,C). Нека K е безкрайно поле и да

означим с N експонентата на C. Да предположим, че N е взаимно просто с харак-

теристиката на K и че K съдържа µN – групата на N-тите корени на единицата.

Нека е дадено разлагането C ∼= µN1 × · · · × µNr , и нека съответният изоморфизъм
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H2(G,C) ∼= ⊕iH2(G,µNi) изобразява ε в (ε)i. Нека също е дадено подпредставяне V

на регулярното представяне на G над K, и нека γi ∈ BrN(K(V )G) ⊂ Br(K(V )G) е

инфлацията на εi по отношение на изоморфизма G ∼= Gal(K(V )/K(V )G). Тогава

K(H) е рационално над K(V )G − свободният композит km(γ1) · · · km(γr),

където m е реда на G.

Следващият резултат представлява едно интересно приложение на теорията на

препятствията при решаване на ньотеровата задача.

Теорема 6.3.2. ([Mi11, Theorem 2.7]) Нека p е просто, нека K е безкрайно поле с ха-

рактеристика различна от p, и нека K съдържа всички p-ти корени на единицата.

Нека 1 −→ µp −→ H −→ G −→ 1 е неразцепимо централно разширение на крайни

групи, на което съответства елемента ε ∈ H2(G,µp). Нека L = K(xg : g ∈ G) е

рационалното функционално поле с G-действие, зададено от регулярното предста-

вяне на G над K. Да предположим, че задачата за вложимост зададена с L/K(G)

и груповото разширение 1 −→ µp −→ H −→ G −→ 1 е разрешима. Тогава K(H) е

рационално над K(G).

Доказателство: Препятствието i(ε) ∈ Brp(K(G)) е изоморфно на алгебрата на

кръстосаното произведение [L,G, ε], която се разпада в Brp(K(V )G), понеже задачата

за вложимост е разрешима. Следователно, km(i(ε)) е рационално над K(G), така че

от теорема 6.3.1 получаваме нашия резултат.

Сеща ще използваме горната теорема за да дадем положителен отговор на ньо-

теровата задача за някои от групите, описани в началото на тази глава.

Теорема 6.3.3. ([Mi11, Theorem 5.5]) Нека K е безкрайно поле с char(K) 6= 2, което

съдържа примитивен корен на единицата ζ от степен 2n−3 за n ≥ 5. Тогава K(Gi)

е рационално над K за i = 1, 6, 7, 8, 13, 14.

Доказателство: Да забележим, че имаме следните изоморфизми: G1/〈τ 2〉 ∼=
M2n−1 , G6/〈τ 2〉 ∼= D2n−1 , G7/〈τ 2〉 ∼= SD2n−1 , G8/〈τ 2〉 ∼= Q2n−1 , G13/〈τ〉 ∼= D2n−1 , G14/〈τ〉 ∼=
Q2n−1 .

Нека групата H е изоморфна на някоя от групите M2n−1 , D2n−1 , SD2n−1 , Q2n−1 ,

и нека L/k = K(xh : h ∈ H)/K(H) е H разширението, получено с помощта на

рационалното функционално поле K(xh : h ∈ H).
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От таблица 6.1 се вижда, че препятствието на задачата за вложимост, зададена

с L/k и груповото разширение 1 −→ µ2 −→ Gi −→ H −→ 1 е (∗,−1) ∈ Br(K(H))

за i = 1, 6, 7, 8, 13, 14. Да отбележим, че K съдържа примитивен четвърти корен на

единицата, значи препятствието (∗,−1) винаги се разпада. Тогава теорема 6.3.2 ни

дава рационалността на K(Gi) над K, понеже K(H) е рационално над K, както е

известно от [HK].

В доказателството на теорема 6.3.3 видяхме примери на задачи за вложимост

притежаващи препятствия от вида (∗,−1). Предстои ни да дефинираме едно групово

разширение, което обобщава тези случаи.

Нека G е крайна група, и нека {σ1, . . . , σk} е фиксирано (не непременно ми-

нимално) пораждащо множество на G със следните свойства: |σ1| = p, подгрупата

H породена от σ2, . . . , σk е нормална в G, и фактор-групата G/H е изоморфна на

цикличната група Cp, т.е., σi1 /∈ H, 1 ≤ i < p. Да вземем груповото разширение

(6.14) 1 −→ µp −→ G̃ −→
π

G −→ 1.

Да означим със σ̃i = π−1(σi) произволен про-образ на σi в G̃ за i = 1, . . . k. Да пред-

положим, че σ̃p1 ∈ µp, σ̃p1 6= 1 и всички останали съотношения между пораждащите на

групитеG и G̃ са идентични, т.е., σ̃αii =
∏

j 6=1 σ̃
βj
j ⇐⇒ σαii =

∏
j 6=1 σ

βj
j за i = 2, 3, . . . , k;

αi, βj ∈ Z; и [σ̃i, σ̃j] =
∏

s 6=1 σ̃
εs
s ⇐⇒ [σi, σj] =

∏
s 6=1 σ

εs
s за i, j = 1, 2, . . . , k; εs ∈ Z.

Сега ще докажем следната теорема, която може бъде получена и като следствие

от теорема 2.2.4. Накрая, ще докажем и две следствия, касаещи ньотеровата задача.

Теорема 6.3.4. Нека K е поле с характеристика различна от p, което съдържа

примитивен p-ти корен на единицата ζ. Нека групите G и G̃ са както по-горе,

нека L/K е крайно разширение на Галоа с група на Галоа G = Gal(L/K), и нека E =

LH = K( p
√
b) е неподвижното подполе на H. Тогава препятствието на задачата

за вложимост зададена с L/K и (6.14) е (b, ζ; ζ) ∈ Brp(K).

Доказателство: Да означим с Γ1 = (L,G, f1) алгебрата на кръстосаното про-

изведение представяща груповото разширение 1 −→ µp −→ µp × G −→ G −→ 1, и с

Γ2 = (L,G, f2) алгебрата на кръстосаното произведение представяща груповото раз-

ширение 1 −→ µp −→ G̃ −→ G −→ 1. Да забележим, че Γ1 се разпада. Тя се поражда

над K от елементите на L и елементите {uσ}σ∈G, където u1 = f1(1, 1) = 1, uσx = σxuσ
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и uσuτ = uστf1(σ, τ). Цикличната алгебра A породена от елементите на E и елемен-

тите uiσ1
= uσi1 , i = 1, . . . , p, се съдържа в Γ1 и upσ1

= u1 = 1. Тогава Γ1 = A⊗K CΓ1(A).

Да забележим, че A също се разпада, понеже тя е алгебрата на кръстосаното про-

изведение представяща груповото разширение 1 −→ µp −→ µp × Cp −→ Cp −→ 1.

Следователно, CΓ1(A) също се разпада.

Нататък, Γ2 се поражда над K от елементите на L и {vσ}σ∈G, където v1 =

f2(1, 1) = 1, vσx = σxvσ и vσvτ = vστf2(σ, τ). Цикличната алгебра B породена от

елементите на E и елементите viσ1
= vσi1 , i = 1, . . . , p− 1, се съдържа в Γ2. Тук, обаче

vpσ1
= ζ l 6= 1, където σ̃p1 = ζ l. Тогава аналогично на Γ1, имаме Γ2 = B ⊗K CΓ2(B). От

свойствата на съотношенията между пораждащите на G и G̃ следва, че [CΓ2(A)] =

[CΓ2(B)] = 1 ∈ Brp(K). Накрая, [B] = (b, ζ; ζ), понаже B е алгебрата на кръстосаното

произведение представяща груповото разширение 1 −→ µp −→ Cp2 −→ Cp −→ 1

(виж параграф 2.1, задачата зададена с (2.2)).

Следствие 6.3.5. Нека p е просто число и нека K е безкрайно поле с характерис-

тика различна от p, което съдържа всички корени на единицата от степен p2.

Нека групите G и G̃ са според описанието дадено след груповото разширение (6.14).

Нека L = K(xg : g ∈ G) е рационално функционално поле с G-действие зададено с

регулярното представяне на G над K. Тогава K(G̃) е рационално над K(G).

Доказателство: Нека ζ ∈ K е примитивен p-ти корен на единицата. Пре-

пятствието на задачата за вложимост зададена с L/K(G) и груповото разширение

1 −→ µp −→ G̃ −→ G −→ 1 е от вида (∗, ζ; ζ) ∈ Brp(K(G)). Това препятствие вина-

ги се разпада, понеже K съдържа примитивен корен на единицата от степен p2. От

теорема 6.3.2 сега следва нашият резултат.

Следствие 6.3.6. Нека p е просто число, n ≥ 4 е естествено число и нека K е

безкрайно поле с char(K) 6= p, което съдържа примитивен корен на единицата ζ

от степен pn−2. Тогава K(Gζ,1) е рационално над K където Gζ,1
∼= 〈x, y | xpn−1

=

yp
2

= 1, yp − централен, yx = xq+1y〉 е групата дефинирана в теорема 4.3.16.

Доказателство: Според [HK] полето K(M(pn)) е рационално над K. От тео-

рема 4.3.16 (или 6.3.4) следва, че препятствието на задачата за вложимост зададена

с груповото разширение 1 −→ µp −→ Gζ,1 −→ M(pn) −→ 1 е (∗, ζ; ζ) ∈ Brp(K(G)).

Тъй като K съдържа примитивен корен на единицата от степен p2, това препятствие

винаги се разпада и можем да приложим теорема 6.3.2.
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ПРИЛОЖЕНИЕ: Групи от ред 32

Група Съотношения Център Ранг Експ.
G1 a2

1a
−1
2 , a2

2a
−1
3 , a2

3a
−1
4 , a2

4a
−1
5 , a2

5 G1 1 32
G2 a2

1a
−1
4 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

3 , a2
3, 〈a3, a4, a5〉 2 4

a2
4, a

2
5

G3 a2
1a
−1
3 , a2

2a
−1
4 , a2

3a
−1
5 , a2

4, a
2
5 G3 2 8

G4 a2
1a
−1
3 , a2

2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

5 , a2
3a
−1
5 , 〈a3, a4, a5〉 2 8

a2
4, a

2
5

G5 a2
1a
−1
4 , a2

2, [a2, a1]a−1
3 , a2

3, a
2
4a
−1
5 , 〈a3, a4, a5〉 2 8

a2
5

G6 a2
1a
−1
4 , a2

2, [a2, a1]a−1
3 , a2

3, 〈a5〉 2 8
[a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4, [a4, a1],

[a4, a2]a−1
5 , [a4, a3], a2

5

G7 a2
1a
−1
4 , a2

2, [a2, a1]a−1
3 , a2

3, 〈a5〉 2 8
[a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4a
−1
5

[a4, a1], [a4, a2]a−1
5 , [a4, a3], a2

5

G8 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

3 , 〈a5〉 2 8
a2

3, [a3, a1]a−1
5 , [a3, a2], a2

4a
−1
5 ,

[a4, a1], [a4, a2]a−1
5 , [a4, a3], a2

5

G9 a2
1a
−1
4 , a2

2, [a2, a1]a−1
3 , a2

3a
−1
5 , 〈a4, a5〉 2 8

[a3, a1]a−1
5 , a2

4, a
2
5

G10 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

3 , 〈a4, a5〉 2 8
a2

3a
−1
5 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2]a−1
5 ,

a2
4, a

2
5

G11 a2
1a
−1
4 , a2

2, [a2, a1]a−1
3 , a2

3a
−1
5 , 〈a4, a5〉 2 8

[a3, a1]a−1
5 , [a3, a2]a−1

5 , a2
4a
−1
5 ,

a2
5

G12 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
3 , [a2, a1]a−1

3 , a2
3, 〈a3, a4, a5〉 2 8

a2
4a
−1
5 , a2

5

G13 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
3 , [a2, a1]a−1

3 , 〈a4, a5〉 2 8
a2

3a
−1
5 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4,

a2
5

G14 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
5 a−1

3 , [a2, a1]a−1
3 , 〈a4, a5〉 2 8

a2
3a
−1
5 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4,

a2
5

G15 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
3 , [a2, a1]a−1

3 , 〈a4, a5〉 2 8
a2

3a
−1
5 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2],
a2

4a
−1
5 , a2

5

G16 a2
1a
−1
3 , a2

2, a
2
3a
−1
4 , a2

4a
−1
5 , a2

5 G16 2 16
G17 a2

1a
−1
3 , a2

2, [a2, a1]a−1
5 , a2

3a
−1
4 , 〈a3, a4, a5〉 2 16

a2
4a
−1
5 , a2

5
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Група Съотношения Център Ранг Експ.
G18 a2

1, a
2
2, [a2, a1]a−1

3 , a2
3a
−1
5 a−1

4 , 〈a5〉 2 16
[a3, a1]a−1

4 , [a3, a2]a−1
4 , a2

4a
−1
5 ,

[a4, a1]a−1
5 , [a4, a2]a−1

5 , [a4, a3], a2
5

G19 a2
1a
−1
5 , a2

2, [a2, a1]a−1
3 , 〈a5〉 2 16

a2
3a
−1
5 a−1

4 , [a3, a1]a−1
4 , [a3, a2]a−1

4 ,
a2

4a
−1
5 , [a4, a1]a−1

5 , ]a4, a3], a2
5

G20 a2
1a
−1
5 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

3 , 〈a5〉 2 16
a2

3a
−1
5 a−1

4 , [a3, a1]a−1
4 , [a3, a2]a−1

4 ,
a2

4a
−1
5 , [a4, a1]a−1

5 , [a4, a2]a−1
5 ,

[a4, a3], a2
5

G21 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
5 , a2

3, a
2
4, a

2
5 G21 3 4

G22 a2
1a
−1
5 , a2

2, [a2, a1]a−1
4 , a2

3, a
2
4, a

2
5 〈a3, a4, a5〉 3 4

G23 a2
1a
−1
5 , a2

2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

4 , a2
3, a

2
4, 〈a3, a4, a5〉 3 4

a2
5

G24 a2
1a
−1
5 , a2

2, [a2, a1]a−1
4 , a2

3a
−1
4 , a2

4, 〈a3, a4, a5〉 3 4
a2

5

G25 a2
1a
−1
5 , a2

2, [a2, a1]a−1
4 , a2

3a
−1
5 , a2

4, 〈a3, a4, a5〉 3 4
a2

5

G26 a2
1a
−1
5 , a2

2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

4 , 〈a3, a4, a5〉 3 4
a2

3a
−1
5 a−1

4 , a2
4, a

2
5

G27 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

4 , a2
3, [a3, a1]a−1

5 , 〈a4, a5〉 3 4
[a3, a2], a2

4, a
2
5

G28 a2
1, a

2
2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

4 , a2
3, 〈a4, a5〉 3 4

[a3, a1]a−1
5 , [a3, a2], a2

4, a
2
5

G29 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

4 , a2
3, 〈a4, a5〉 3 4

[a3, a1]a−1
5 , [a3, a2], a2

4, a
2
5

G30 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

4 , a2
3a
−1
4 , 〈a4, a5〉 3 4

[a3, a1]a−1
5 , [a3, a2], a2

4, a
2
5

G31 a2
1, a

2
2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

4 , a2
3a
−1
4 , 〈a4, a5〉 3 4

[a3, a1]a−1
5 , [a3, a2], a2

4, a
2
5

G32 a2
1a
−1
4 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

4 , 〈a4, a5〉 3 4
a2

3a
−1
4 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4, a

2
5

G33 a2
1, a

2
2a
−1
5 a−1

4 , [a2, a1]a−1
4 , 〈a4, a5〉 3 4

a2
3a
−1
4 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4, a

2
5

G34 a2
1, a

2
2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

4 , 〈a4, a5〉 3 4
a2

3a
−1
5 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4, a

2
5
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Група Съотношения Център Ранг Експ.
G35 a2

1a
−1
4 , a2

2a
−1
4 , [a2, a1]a−1

4 , 〈a4, a5〉 3 4
a2

3a
−1
5 , [a3, a1]a−1

5 , [a3, a2], a2
4, a

2
5

G36 a2
1a
−1
4 , a2

2, a
2
3, a

2
4a
−1
5 , a2

5 G36 3 8
G37 a2

1a
−1
4 , a2

2, [a2, a1]a−1
5 , a2

3, 〈a3, a4, a5〉 3 8
a2

4a
−1
5 , a2

5

G38 a2
1a
−1
4 , a2

2, a
2
3, [a3, a2]a−1

5 , 〈a1, a4, a5〉 3 8
a2

4a
−1
5 , a2

5

G39 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

4 , a2
3, a

2
4a
−1
5 , 〈a3, a5〉 3 8

[a4, a1]a−1
5 , [a4, a2]a−1

5 , a2
5

G40 a2
1a
−1
5 , a2

2, [a2, a1]a−1
4 , a2

3, a
2
4a
−1
5 , 〈a3, a5〉 3 8

[a4, a1]a−1
5 , [a4, a2]a−1

5 , a2
5

G41 a2
1a
−1
5 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

4 , a2
3, 〈a3, a5〉 3 8

a2
4a
−1
5 , [a4, a1]a−1

5 , [a4, a2]a−1
5 , a2

5

G42 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

4 , a2
3a
−1
5 , 〈a3, a5〉 3 8

a2
4a
−1
5 , [a4, a1]a−1

5 , [a4, a2]a−1
5 , a2

5

G43 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

4 , a2
3, [a3, a1]a−1

5 , 〈a5〉 3 8
[a3, a2], a2

4a
−1
5 , [a4, a1]a−1

5 ,
[a4, a2]a−1

5 , [a4, a3], a2
5

G44 a2
1, a

2
2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

4 , a2
3, 〈a5〉 3 8

[a3, a1]a−1
5 , [a3, a2], a2

4a
−1
5 ,

[a4, a1]a−1
5 , [a4, a2]a−1

5 , [a4, a3], a2
5

G45 a2
1a
−1
5 , a2

2, a
2
3, a

2
4, a

2
5 G45 4 4

G46 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

5 , a2
3, a

2
4, a

2
5 〈a3, a4, a5〉 4 4

G47 a2
1a
−1
5 , a2

2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

5 , a2
3, 〈a3, a4, a5〉 4 4

a2
4, a

2
5

G48 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

5 , a2
3a
−1
5 , 〈a3, a4, a5〉 4 4

a2
4, a

2
5

G49 a2
1, a

2
2, [a2, a1]a−1

5 , a2
3, 〈a5〉 4 4

[a3, a1], [a3, a2]a−1
5 , a2

4,
[a4, a1]a−1

5 , [a4, a2], [a4, a3], a2
5

G50 a2
1, a

2
2a
−1
5 , [a2, a1]a−1

5 , a2
3a
−1
5 , 〈a5〉 4 4

[a3, a1], [a3, a2]a−1
5 , a2

4,
[a4, a1]a−1

5 , [a4, a2], [a4, a3], a2
5

G51 a2
1, a

2
2, a

2
3, a

2
4, a

2
5 G51 5 2
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[CF] J.W.S. Cassels, A. Fröhlich, ”Algebraic number theory”, Academic press, London

and New York, 1967.

178



[CHK] H. Chu, J. Hu and M. Kang, Noether’s problem for dihedral 2-groups, Comment.

Math. Helv. 79 (2004), 147-159.

[CHPK] H. Chu, J. Hu, Y. Prokhorov and M. Kang, Noether’s problem for groups of

order 32, J. Algebra 320 (2008), 3022-3035.

[DEK] C. Drees, M. Epkenhans, and M. Krüskemper, On the computation of the trace
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