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Â äèñåðòàöèÿòà ñå ðàçãëåæäàò êîäîâå è äèçàéíè ñ ìàëúê áðîé ðàçñòîÿíèÿ â íÿêîè ìåò-

ðè÷íè ïðîñòðàíñòâà. Íàé-ïðîñòèòå òàêèâà êîäîâå, òåçè ñ åäíî è ñúùî ðàçñòîÿíèå ìåæäó

âñåêè äâà åëåìåíòà ñå íàðè÷àò åêâèäèñòàíòíè è ñà ñðåä ïúðâèòå îáåêòè, èçñëåäâàíè

â îáëàñòòà. Äîïóñêàíåòî íà äâå è ïîâå÷å ðàçñòîÿíèÿ, îáà÷å, ïîçâîëÿâà ìíîãî ïî-ãîëÿìî

áîãàòñòâî îò ñòðóêòóðè. Ïðîñòðàíñòâàòà, êîèòî ñå ðàçãëåæäàò, ñà åäèíè÷íàòà ñôåðà â n-

ìåðíîòî Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn è íÿêîè êðàéíè ëèíåéíè ïðîñòðàíñòâà ñ Õåìèíãîâà
ìåòðèêà.

Ãëàâà 1. Óâîä

Ïúðâàòà ãëàâà íà äèñåðòàöèÿòà âúâåæäà îñíîâíè ïîíÿòèÿ îò òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî è

êëàñè÷åñêè ðåçóëòàòè çà ñôåðè÷íè êîäîâå è äèçàéíè, ïîëó÷åíè ÷ðåç ìåòîäà íà ëèíåéíîòî

ïðîãðàìèðàíå.

Äåôèíèöèÿ 1.1 Êîä ùå íàðè÷àìå âñÿêî êðàéíî íåïðàçíî ìíîæåñòâî îò òî÷êè â

ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî.

Äåôèíèöèÿ 1.2 Àêî åäèí êîä å ïîäïðîñòðàíñòâî â ñúîòâåòíîòî ïðîñòðàíñòâî, òî òîé

ñå íàðè÷à ëèíååí.

Äåôèíèöèÿ 1.3 Ìèíèìàëíî ðàçñòîÿíèå íà êîä ùå íàðè÷àìå ìèíèìàëíîòî ðàç-

ñòîÿíèå ìåæäó äâå ðàçëè÷íè òî÷êè íà êîäà.

Îò òåçè äåôèíèöèè, ïî åñòåñòâåí íà÷èí âúçíèêâàò è îñíîâíèòå ïàðàìåòðè íà åäèí

êîä C � ìîùíîñò, M = |C|, ðàçìåðíîñò n íà ðàçãëåæäàíîòî ïðîñòðàíñòâî è ðàçñòîÿíèÿòà

ìåæäó òî÷êèòå â C, êàòî â ÷àñòíîñò íàé-ãîëÿìî çíà÷åíèå èìà ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå d.

Ïîíÿêîãà, âìåñòî ñ ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå ùå ðàáîòèì ñ ìàêñèìàëíîòî ñêàëàðíî ïðî-

èçâåäåíèå s îò ñúîáðàæåíèÿ çà óäîáñòâî. Êîäîâå ñ òåçè ïàðàìåòðè ùå íàðè÷àìå (n,M, d)

èëè (n,M, s)-êîäîâå. Ïúðâèÿò è íàé-åñòåñòâåí âúïðîñ, êîéòî âúçíèêâà, å êàêâè ñà âçàè-

ìîâðúçêèòå ìåæäó òåçè ïàðàìåòðè, ò.íàð. îñíîâíà çàäà÷à íà òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî.

Çàäà÷à 1.1 Ïðè ôèêñèðàíè n è d, äà ñå íàìåðè M(n, d), íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî

÷èñëî M , çà êîåòî ñúùåñòâóâà (n,M, d)-êîä.

Çàäà÷à 1.2 Ïðè ôèêñèðàíè n è M , äà ñå íàìåðè d(n,M), íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî d, çà

êîåòî ñúùåñòâóâà (n,M, d)-êîä.

ÍåêàM å ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî ñ êðàåí äèàìåòúð DM è êðàéíà ìÿðêà µM. Íåêà Õèë-

áåðòîâîòî ïðîñòðàíñòâî L2(M) å äèðåêòíà ñóìà îò èçáðîèìî ìíîãî âçàèìíî-îðòîãîíàëíè

ïîäïðîñòðàíñòâà Vi:

L2(M) = V0 ⊕ V1 ⊕ ...

Íåêà ri = dim(Vi) è Vi ñà òàêèâà, ÷å ñúùåñòâóâàò ïîëèíîìè ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè Gi
îò ñòåïåí i, çà êîèòî å èçïúëíåíî

Gi(tM(dM(x, y))) =
1

ri

ri∑
j=1

vijvij ,
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êúäåòî ïîëèíîìèòå vij ôîðìèðàò îðòîíîðìèðàí áàçèñ íà Vi è tM å íåïðåêúñíàòà íàìàëÿ-

âàùà ôóíêöèÿ, çà êîÿòî tM(0) = 1 è tM(DM) = −1. Òîãàâà ùå íàðè÷àìåM ïîëèíîìèàëíî

ìåòðè÷íî ïðîñòðàíñòâî, à Gi - çîíàëíè ñôåðè÷íè ôóíêöèè [11].

Òàçè äåôèíèöèÿ å íåêîíñòðóêòèâíà, íî îïèñâà äîáðå ñâîéñòâàòà, êîèòî ñà íåîáõîäèìè,

çà äà áúäå ïðèëîæèì ìåòîäà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå. Áåçêðàéíèòå ïðîñòðàíñòâà, êî-

èòî ÿ óäîâëåòâîðÿâàò ñà åâêëèäîâàòà ñôåðà è íÿêîè ïðîåêòèâíè ïðîñòðàíñòâà. Êðàéíèòå

íå ñà íàïúëíî êëàñèôèöèðàíè.

Íåêà ðàçãëåäàìå ñòàíäàðòíîòî n-ìåðíî åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ñ ðàçñòîÿíèå è

ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå çà ïðîèçâîëíè òî÷êè x = (x1, ..., xn) è y = (y1, ..., yn) ñúîòâåòíî:

d(x, y) =

√√√√ n∑
i=1

(xi − yi)2,

〈x, y〉 =

n∑
i=1

xiyi.

Ñ Sn−1 ùå áåëåæèì åäèíè÷íàòà ñôåðà â Rn,

Sn−1 = {x = (x1, x2, ..., xn) ∈ Rn | x21 + x22 + ...+ x2n = 1}.

Âúðõó íåÿ ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå è ðàçñòîÿíèåòî ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâàòà

d(x, y) =
√

2(1− 〈x, y〉),

〈x, y〉 = 1− d(x, y)2

2
.

Äåôèíèöèÿ 1.4 Íåêà C ∈ Sn−1 å íåïðàçíî ìíîæåñòâî ñ ìîùíîñò M , êàòî íàé-

ãîëÿìîòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ìåæäó ðàçëè÷íè òî÷êè íà C å ðàâíî íà s. Òîãàâà C

å (n,M, s)-ñôåðè÷åí êîä.

Îñíîâíàòà çàäà÷à íà òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî, âúâ ôîðìóëèðîâêàòà ñè çà ñôåðè÷íè

êîäîâå, öåëè íàìèðàíåòî íà âåëè÷èíèòå A(n, s) è s(n,M), êúäåòî

A(n, s) = max{M : ∃(n,M, s)− ñôåðè÷åí êîä},

s(n,M) = min{s : ∃(n,M, s)− ñôåðè÷åí êîä}.

Âåëè÷èíàòà A(n, s) å èçâåñòíà çà íåïîëîæèòåëíè s, êúäåòî òÿ ñå ðåàëèçèðà îò êëàñè-

÷åñêè êîíñòðóêöèè ([43, 44], âèæ êíèãèòå [25, ?, 48] è ðåôåðåíöèèòå òàì). Çà ïîëîæèòåëíè

ñòîéíîñòè íà s ñà èçâåñòíè ñàìî îòäåëíè ÷àñòíè ñëó÷àè.

Äåôèíèöèÿ 1.5 [27] Åäèí n-ìåðåí ñôåðè÷åí êîä C ñå íàðè÷à ñôåðè÷åí τ -äèçàéí, àêî

çà âñåêè ïîëèíîì íà n ïðîìåíëèâè îò ñòåïåí íàé-ìíîãî τ å èçïúëíåíî ðàâåíñòâîòî∫
Sn−1

f(x)dµ(x) =
1

|C|
∑
x∈C

f(x).



3

Òóê µ(x) å ñòàíäàðòíàòà ëåáåãîâà ìÿðêà, íîðìèðàíà ñ µ(S−1) = 1.

Òî÷êèòå íà C äà áúäàò ðàçãëåæäàíè êàòî âúðõîâå íà êâàäðàòóðíà ôîðìóëà âúðõó

Sn−1 ñ ðàâíè òåãëà 1/|C| è ñ àëãåáðè÷íà ñòåïåí íà òî÷íîñò τ , à ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ
äåôèíèðàò êâàäðàòóðíà ôîðìóëà âúðõó èíòåðâàëà [−1, 1], ñúùî ñ àëãåáðè÷íà ñòåïåí íà

òî÷íîñò τ . Òîâà ïîêàçâà âàæíîñòòà íà ïàðàìåòúðà τ è òúðñåíåòî íà êîäîâå ñ ïî-ãîëÿìî τ .

Äåôèíèöèÿ 1.8Ìàêñèìàëíîòî τ , çà êîåòî äàäåí ñôåðè÷åí êîä å è ñôåðè÷åí τ -äèçàéí

ñå íàðè÷à ñèëà íà äèçàéíà.

Çà ôèêñèðàíà ðàçìåðíîñò n ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð ñå äåôèíèðàò ÷ðåç ñëåäíàòà

òðè÷ëåííà ðåêóðåíòíà âðúçêà

(i+ n− 2)P
(n)
i+1(t) = (2i+ n− 2)tP

(n)
i − iP (n)

i−1

ñ íà÷àëíè óñëîâèÿ P
(n)
0 (t) = 1 è P

(n)
1 (t) = t.

Ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð ñà îðòîãîíàëíè âúðõó èíòåðâàëà [−1, 1] ñïðÿìî ñêàëàðíîòî

ïðîèçâåäåíèå

〈f, g〉 = cn

∫ 1

−1
f(t)g(t)(1− t2)

n−3
2 dt,

êàòî ìîæåì äà èçêàæåì ñëåäíàòà ðåëàöèÿ íà îðòîãîíàëíîñò â ÿâåí âèä:〈
P

(n)
i (t), P

(n)
j (t)

〉
= δij

Γ(n− 1)

2n−2Γ(n−12 )2
=
δij
cn
,

êúäåòî δij å ñèìâîëúò íà Êðîíåêåð. Êîíñòàíòàòà cn å íîðìèðàùà. Àêî

f(t) =

k∑
i=0

ait
i ∈ R[t],

òî f(t) ñå ïðåäñòàâÿ ïî åäèíñòâåí íà÷èí (ïîðàäè îðòîãîíàëíîñòòà) è êàòî

f(t) = f0P
(n)
0 (t) + f1P

(n)
1 (t) + · · ·+ fkP

(n)
k (t).

Òîãàâà çà êîåôèöèåíòèòå â òîâà ðàçâèòèå èìàìå

fi = cn

∫ 1

−1
f(t)P

(n)
i (t)(1− t2)

n−3
2 dt. (1)

Çà êîåôèöèåíòèòå f0 â ðàçâèòèåòî íà ïîëèíîìèòå t
k, k ≥ 0 âúâåæäàìå ñëåäíîòî îçíà-

÷åíèå:

tk = bk +

k∑
i=1

P
(n)
i (t).

Òå èìàò ñëåäíèÿ ÿâåí âèä:

b2j =
(2j − 1)!!

n(n+ 2) · · · (n+ 2j − 2))
,
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Çà íå÷åòíè k êîåôèöèåíòúò å 0 è òîâà ñëåäâà äèðåêòíî îò ôîðìóëàòà (1).

Ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð ñà çîíàëíè ñôåðè÷íè ôóíêöèè ò.å. çà òÿõ å â ñèëà ñëåäíîòî

ðàâåíñòâî (âæ. íàïðèìåð [41])

P
(n)
i (〈x, y〉) =

1

ri

ri∑
j=1

vij(x)vij(y), (2)

êúäåòî x, y ∈ Sn−1 è ri = dim(Harm(i)) å ðàçìåðíîñòòà íà ïðîñòðàíñòâî íà õîìîãåííèòå

õàðìîíè÷íè ïîëèíîìè (ðàçãëåæäàíè âúðõó Sn−1) îò ñòåïåí i, à vij(x), j = 1, 2, . . . , ri,

ñúñòàâëÿâàò íåãîâ îðòîíîðìèðàí áàçèñ. Êëàñè÷åñêè ðåçóëòàò [46] íè äàâà

ri =

(
n+ i− 1

i

)
−
(
n+ i− 3
i− 2

)
=
n+ 2i− 2

i

(
n+ i− 3
i− 1

)
.

Çà ìåòîäèòå, êîèòî ïîëçâàìå, îò ãîëÿìî çíà÷åíèå ñà áðîÿò è ïîäðåäáàòà íà êîðåíèòå

íà ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð è áëèçêè äî òÿõ ïîëèíîìè.

Ëåìà 1.1 Ïîëèíîìúò P
(n)
k (t) èìà òî÷íî k ðàçëè÷íè ðåàëíè íóëè, êîèòî ñå íàìèðàò â

èíòåðâàëà [−1, 1].

Òåçè íóëè ùå îçíà÷àâàìå ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

−1 < tk,1 < tk,2 < · · · < tk,k = 1.

Ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð âñúùíîñò ñà ÷àñòåí ñëó÷àé íà ïîëèíîìèòå íà ßêîáè P
(α,β)
i (t)

ñ ïàðàìåòðè α = β = (n− 3)/2 [45]. Çàåäíî ñ òÿõ, çà ïîëó÷àâàíå è èçñëåäâàíå íà ãðàíèöè

ùå èçïîëçâàìå è ò.íàð. ñúñåäíè ïîëèíîìè:

P a,bi (t) =
P

(a+(n−3)/2,b+(n−3)/2)
i (t)

P
(a+(n−3)/2,b+(n−3)/2)
i (1)

.

Òå ñúùî ñà îðòîãîíàëíè â èíòåðâàëà [−1, 1] îòíîñíî òåãëîâàòà ôóíêöèÿ

(1− t)a+(n−3)/2(1 + t)b+(n−3)/2.

Ñúùî òàêà, P 1,1
i (t) âñúùíîñò å ïîëèíîì íà Ãåãåíáàóåð çà ðàçìåðíîñò n+ 2:

P 1,1
i (t) =

P
1+(n−3)/2,1+(n−3)/2
i (t)

P
1+(n−3)/2,1+(n−3)/2
i (1)

= P
(n+2)
i (t).

Íåêà ta,bk å íàé-ãîëÿìàòà íóëà íà P a,bk (t), êàòî t−1,10 := −1. Â ñèëà å ñëåäíàòà ëåìà:

Ëåìà 1.2 [37, 38] Çà âñÿêî k ñà â ñèëà ñëåäíèòå íåðàâåíñòâà

t1,1k−1 < t1,0k < t1,1k < t0,1k−1, t1,0k,k < tk,k.
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Ñúáèðàòåëíàòà ôîðìóëà (2), êîÿòî ñâúðçâà ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð è õàðìîíè÷íèòå

ïîëèíîìè, íè äàâà âúçìîæíîñò äà äîêàæåì ñëåäíàòà îñíîâíà òåîðåìà [38].

Òåîðåìà 1.1 Çà âñåêè ñôåðè÷åí êîä C ∈ Sn−1 è çà âñåêè ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöè-

åíòè f(t) =
∑k
i=0 fiP

(n)
i (t) å â ñèëà ðàâåíñòâîòî:

|C|f(1) +
∑

x,y∈C,x6=y

f(〈x, y〉) = |C|2f0 +

k∑
i=1

fi
ri

ri∑
j=1

(∑
x∈C

vij(x)

)2

. (3)

Ñóìèòå îò êâàäðàòè â äÿñíàòà ÷àñò íà òúæåñòâîòî (3) ñà îñîáåíî âàæíè èíâàðèàíòè

íà ñôåðè÷íèòå êîäîâå.

Äåôèíèöèÿ 1.9 [12, 20] Çà êîä C ∈ Sn−1 è åñòåñòâåíè ÷èñëà i,

Mi(C) =
1

ri

ri∑
j=1

(∑
x∈C

vij(x)

)2

ñå íàðè÷àò i−òè ìîìåíòè íà C. Ùå îòáåëåæèì, ÷å Mi ≥ 0 çà âñÿêî i ≥ 1. Â ñèëà å

ñëåäíîòî ñâîéñòâî íà ñôåðè÷íèòå äèçàéíè:

Òåîðåìà 1.2 [12] Åäèí êîä ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí, τ ≥ 1, òîãàâà è ñàìî òîãàâà,

êîãàòî Mi(C) = 0 çà i = 1, 2, . . . , τ .

Òóê ñëåäâà äà îòáåëåæèì, ÷å àêî åäèí êîä C å àíòèïîäàëåí, ò.å. C =−C, òîM2i−1(C) =

0 çà âñÿêî i.

Îñâåí òîâà ðàáîòàòà ñ ìîìåíòèòå ïîíÿêîãà ìîæå äà äàäå ëåñíè äîêàçàòåëñòâà çà ãðà-

íèöèòå íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå, êàêòî ùå âèäèì âúâ âòîðà ãëàâà.

Ãðàíèöàòà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà ñôåðè÷íè êîäîâå ñå îñíîâàâà íà òúðñåíå íà

ïîäõîäÿùè ïîëèíîìè çà ñëåäíàòà òåîðåìà, ÷èåòî äîêàçàòåëñòâî ñå ïîëó÷àâà äèðåêòíî îò

(3).

Òåîðåìà 1.3 [27, 33] Íåêà C å (n,M, s) ñôåðè÷åí êîä, çà êîéòî n ≥ 3, s ∈ [−1, 1) è

ïîëèíîìúò f(t) =
∑k
i=0 fiP

(n)
i (t) å òàêúâ, ÷å

• f(t) ≤ 0 ∀t ∈ [−1, s],

• f0 > 0 è fi ≥ 0 ∀i > 0.

Òîãàâà

A(n, s) ≤ f(1)

f0
.

Àíàëîãè÷íî, (3) è Òåîðåìà íè ïîçâîëÿâàò çà ïîëó÷èì îáùà îöåíêà çà ìèíèìàëíàòà

âúçìîæíà ìîùíîñò íà ñôåðè÷åí τ -äèçàéí ïðè ôèêñèðàíè n è τ ,

B(n, τ) := min{|C| : C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí}.
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Òåîðåìà 1.4 [27] Íåêà C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí, çà êîéòî n ≥ 3, τ ≥ 1 è

ïîëèíîìúò f(t) =
∑k
i=0 fiP

(n)
i (t) å òàêúâ, ÷å:

• f(t) ≥ 0 ∀t ∈ [−1, 1],

• f0 > 0 è fi ≤ 0 ∀i > τ .

Òîãàâà |C| ≥ f(1)
f0

è ñëåäîâàòåëíî:

B(n, τ) ≥ f(1)

f0
.

Îòíîâî, ïî ïîäîáåí íà÷èí, Þäèí ïîëó÷àâà è ãðàíèöè çà åíåðãèè íà ñôåðè÷íè êîäîâå è

äèçàéíè. Ïðåöèçèðàíà âåðñèÿ íà òåîðåìàòà íà Þäèí å ïðåäñòàâåíà â ãëàâà 3. Ïîòåíöèàë

íàðè÷àìå:

Äåôèíèöèÿ 1.10 Çà äàäåíà ôóíêöèÿ (ïîòåíöèàë) h : [−1, 1]→ [0,+∞], ùå íàðè÷àìå

åíåðãèÿ (èëè ïîòåíöèàëíà åíåðãèÿ; ñúùî h-åíåðãèÿ) íà ñôåðè÷åí êîä (èëè τ -äèçàéí) C ⊂
Sn−1 ñëåäíàòà ñóìà

E(n,C;h) :=
∑

x,y∈C,x6=y

h(〈x, y〉).

Ñëåäâàéêè [24] è [20, 19] ùå ðàçãëåæäàìå ñàìî àáñîëþòíî ìîíîòîííè ïîòåíöèàëè h,

ò.å. h(k)(t) ≥ 0 çà âñÿêî k ≥ 0 è t ∈ [−1, 1). Êëàñè÷åñêèÿò ïðèìåð çà òàêúâ ïîòåíöè-

àë å s-ïîòåíöèàëúò íà Ðèñ h(t) = 1/(2(1 − t))s. Äðóãè ÷åñòî èçïîëçâàíè ïîòåíöèàëè â

ëèòåðàòóðàòà ñà

• Íþòîíîâ ïîòåíöèàë - h(t) = (2− 2t)
−(n−2)

2 ;

• Ëîãàðèòìè÷åí ïîòåíöèàë - h(t) = log(2− 2t);

• Ãàóñîâ ïîòåíöèàë - h(t) = e2(1−t).

Çà ôèêñèðàíè n è τ Äåëñàðò, Ãüîòàëñ è Çàéäåë [27] èçïîëçâàò ãðàíèöàòà íà ëèíåéíîòî

ïðîãðàìèðàíå ñ ïîëèíîìèòå

d(n)τ (t) =

 (t+ 1)
(
P 1,1
k−1(t)

)2
, àêî τ = 2k − 1,(

P 1,0
k (t)

)2
, àêî τ = 2k.

Òîâà âîäè äî ïîëó÷àâàíåòî íà ñëåäíàòà ãðàíèöà:

B(n, τ) ≥ D(n, τ) =


2

(
n+ k − 2
n− 1

)
, àêî τ = 2k − 1,(

n+ k − 1
n− 1

)
+

(
n+ k − 2
n− 1

)
, àêî τ = 2k.

(4)
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Äèçàéíèòå, êîèòî äîñòèãàò òàçè ãðàíèöà, ñå íàðè÷àò ïëúòíè. Ãðàíèöàòà (4) ñå äîñòèãà

âúâ âñè÷êè ðàçìåðíîñòè â ñëåäíèòå ìàëêè ñëó÷àè: ïðè τ = 1 îò äâîéêà àíòèïîäàëíè

òî÷êè, ïðè τ = 2 îò 2-äèçàéíà, îáðàçóâàí îò âúðõîâåòå (n + 1 íà áðîé) íà ïðàâèëíèÿ

n-ìåðåí ñèìïëåêñ, ïðè τ = 3 îò 3-äèçàéíà, îáðàçóâàí îò âúðõîâåòå íà îðòîíîðìèðàíà

êîîðäèíàòíà ñèñòåìà è òåõíèòå àíòèïîäàëíè òî÷êè. Îñâåí òåçè ñëó÷àè ñà èçâåñòíè ñàìî

îñåì ïëúòíè äèçàéíà (ñ n ≥ 3 è τ ≥ 4).

Âñè÷êè òåçè ñëó÷àè ñà îïèñàíè îò Äåëñàðò-Ãüîòàëñ-Çàéäåë [27] è ñà åäèíñòâåíè ñ òî÷-

íîñò äî èçîìåòðèÿ. Ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå è êëàñèôèêàöèÿ ñà ïîëó÷åíè îò Áàíàé-

Äàìåðåë [4, 5], Áàíàé-Ñëîåí [6] è Áîéâàëåíêîâ [1, 10] (âæ. ñúùî îáçîðíèòå ñòàòèè [2, 3]).

Ãðàíèöàòà íà Ëåâåíùåéí èçïîëçâà ñåðèè îò ïîëèíîìè â ðàçëè÷íè ïîäèíòåðâàëè íà

[−1, 1] ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà:

Im =


[
t1,1k−1, t

1,0
k

]
, àêî m = 2k − 1,[

t1,0k , t1,1k

]
, àêî m = 2k.

è íåêà:

f (n,s)m (t) =

 (t− s)
(
T 1,0
k−1(t, s)

)2
, àêî m = 2k − 1,

(t+ 1)(t− s)
(
T 1,1
k−1(t, s)

)2
, àêî m = 2k.

Òóê T a,bk (t, s) ñà ò.íàð. ÿäðà íà ñúñåäíèòå ïîëèíîìè èëè ÿäðà íà Êðèñòîôåë-Äàðáó

T a,bk (t, s) =

k∑
i=0

ra,bi P
(a+(n−3)/2,b+(n−3)/2)
i (t)P

(a+(n−3)/2,b+(n−3)/2)
i (s)

êúäåòî:

ra,bi =
2i+ a+ b+ n− 2

i+ a+ b+ n− 2
·
(
i+a+b+n−2

i

)(
i+a+(n−3)/2

i

)(
i+b+(n−3)/2

i

) .

Òîâà âîäè äî ñëåäíàòà ãðàíèöà:

A(n, s) ≤ L(n, s) =



L2k−1(n, s) =

(
k + n− 3
k − 1

)[
2k+n−3
n−1 − P

(n)
k−1(s)−P

(n)
k (s)

(1−s)P (n)
k (s)

]
çà s ∈ I2k−1,

L2k(n, s) =

(
k + n− 2

k

)[
2k+n−1
n−1 −

(1+s)
(
P

(n)
k (s)−P (n)

k+1(s)
)

(1−s)
(
P

(n)
k (s)+P

(n)
k+1(s)

)]
çà s ∈ I2k.

Ôóíêöèÿòà L(n, s) å íåïðåêúñíàòà ïî s, à â êðàèùàòà íà èíòåðâàëèòå Im ñà â ñèëà

ðàâåíñòâà, êîèòî ÿ ñâúðçâàò ñ ãðàíèöèòå íà Äåëñàðò-Ãüîòàëñ-Çàéäåë ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:

L2k−2

(
n, t1,1k−1

)
= L2k−1

(
n, t1,1k−1

)
= D(n, 2k − 1) = 2

(
n+ k − 2
n− 1

)
, (5)
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L2k−1

(
n, t1,0k

)
= L2k

(
n, t1,0k

)
= D(n, 2k) =

=

(
n+ k − 1
n− 1

)
+

(
n+ k − 2
n− 1

)
.

(6)

Çà íàñ å âàæíà ðàçáèâêàòà íà [−1, 1) íà èíòåðâàëè è ñâúðçàíèòå ñ íåÿ êâàäðàòóðíè

ôîðìóëè. Íåêà α0, . . . , αk−1 ñà êîðåíèòå íà óðàâíåíèåòî

P 1,0
k (t)P 1,0

k−1(s)− P 1,0
k (s)P 1,0

k−1(t) = 0

è β0 = −1, à β1, . . . , βk ñà êîðåíèòå íà

P 1,1
k (t)P 1,1

k−1(s)− P 1,1
k (s)P 1,1

k−1(t) = 0.

Ëåâåíùåéí äîêàçâà [39, 41], ÷å òå ñà ðàçëè÷íè è ñå íàìèðàò â èíòåðâàëà [−1, 1]. Íåùî

ïîâå÷å, ïàê òàì òîé äîêàçâà è ñëåäíàòà ôîðìóëà îò òèï íà Ãàóñ-ßêîáè:

f0 =


f(1)

L2k−1(n, s)
+

k−1∑
i=0

ρif(αi), àêî m = 2k − 1,

f(1)

L2k(n, s)
+

k∑
i=0

γif(βi), àêî m = 2k.

(7)

çà âñåêè ïîëèíîì îò ñòåïåí, íåíàäìèíàâàùà m.

Ãëàâà 2. Ìàêñèìàëíè àíòèïîäàëíè êîäîâå ñ ìàëúê áðîé ðàçñòîÿíèÿ

Ìåòîäúò íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå å ïî ñúùåñòâî àëãåáðè÷åí. Èçó÷àâàíåòî íà êîì-

áèíàòîðíèòå ñâîéñòâà, ïðåäñòàâëÿâà íåçàâèñèì îò íåãî ïîäõîä, êîéòî èãðàå âàæíà ðîëÿ

â èçñëåäâàíåòî íà êîäîâå è äèçàéíè ñ ïàðàìåòðè áëèçêè äî îïòèìàëíèòå. Â ãëàâà 2 íà

äèñåðòàöèÿòà ðàçãëåæäàìå àíòèïîäàëíè êîäîâå, çà êîèòî òåçè êîìáèíàòîðíè ñâîéñòâà íî-

ñÿò äîïúëíèòåëíà èíôîðìàöèÿ. Ðåçóëòàòèòå, â íåÿ ñà ïóáëèêóâàíè â [13] è ñà ïîëó÷åíè

ïîñðåäñòâîì êëàñè÷åñêèÿ ïîäõîä ÷ðåç èçñëåäâàíå íà ïðîèçâîäíèòå êîäîâå.

Äåôèíèöèÿ 2.1 Ñ A(C) ùå áåëåæèì ìíîæåñòâîòî îò ñêàëàðàíèòå ïðîèçâåäåíèÿ ìåæ-

äó ðàçëè÷íè åëåìåíòè íà ñôåðè÷íèÿ êîä C.

Äåôèíèöèÿ 2.2 Çà ôèêñèðàíà òî÷êà x ∈ C è t ∈ [−1, 1) îçíà÷àâàìå

At(x) = |{y ∈ C : 〈x, y〉 = t}|.

Ùå íàðè÷àìå ñïåêòúð íà C îòíîñíî x ñèñòåìàòà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà

(At(x) : t ∈ [−1, 1) ,∃y ∈ C, 〈x, y〉 = t),

à ñàìèòå ÷èñëà At(x) íàðè÷àìå åëåìåíòè íà ñïåêòúðà.

Â ñëó÷àÿ nà àíòèïîäàëåí êîä (òàêúâ êîä C çà êîéòî C = −C) äèðåêòíî ïîëó÷àâàìå
ñâîéñòâàòà:

A−1(x) = 1 ∀x ∈ C,
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At(x) = A−t(x) ∀x ∈ C, ∀t ∈ [−1, 1],∑
t∈(−1,1)

At(x) = |C| − 2 ∀x ∈ C.

Äåôèíèöèÿ 2.3 Íåêà C ∈ Sn−1 å ñôåðè÷åí êîä, x ∈ C è α å òàêîâà ÷èñëî, çà êîåòî

Aα(x) > 0. Òîãàâà ìíîæåñòâîòî

Cα(x) = {y ∈ C : 〈x, y〉 = α}

ñå íàðè÷à ïðîèçâîäåí êîä íà C.

ßñíî å, ÷å ñëåä ïîäõîäÿùà õîìîòåòèÿ Cα(x) ñòàâà (n− 1, |Cα(x)|, s′)-êîä, êúäåòî s′ ùå
áúäå îïðåäåëåíî ïî-äîëó.

Òåîðåìà 2.1 [27] Âñè÷êè ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ íà Cα(x) ïðèíàäëåæàò íà ìíîæåñò-

âîòî

Iα,x =

{
β − α2

1− α2
: β ∈ A(C)

}
∩ [−1, 1).

Â ÷àñòíîñò, ìàêñèìàëíîòî ñêàëàðíî s′ ïðîèçâåäåíèå íà Cα(x) å íàé-ãîëÿìîòî ÷èñëî â Iα,x,

ò.å. s′ = s−α2

1−α2 .

Äðóãè ñâîéñòâà íà ïðîèçâîäíèòå êîäîâå ñà:

Òåîðåìà 2.2 [27] Aêî C å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí, òî Cα(x) å ñôåðè÷åí (τ − `+ 1)-äèçàéí,

êúäåòî ` = |Iα,x|.

Òåîðåìà 2.3[27] Íåêà C å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí ñ ìîùíîñò |C| = M è íåêà áðîÿò íà

ðàçëè÷íèòå ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ ìåæäó ðàçëè÷íè òî÷êè íà C å q. Òîãàâà, àêî q ≤ τ+1,

òî åëåìåíòèòå íà ñïåêòúðà At(x) íå çàâèñÿò îò x è ìîãàò äà áúäàò ïðåäñòàâåíè êàòî

ôóíêöèè íà n, M è ñòîéíîñòèòå íà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ.

Êîäîâå è äèçàéíè ñ òîâà ñâîéñòâî ùå íàðè÷àìå ðåãóëÿðíè è ùå èçïóñêàìå àðãóìåíòà

x ïðè îçíà÷åíèÿòà íà åëåìåíòèòå íà ñïåêòúðà At, êîèòî íàðè÷àìå ñïåêòúð íà êîäà.

Àíòèïîäàëíèòå êîäîâå, êîèòî èìàò ñàìî ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ −1 è ±s, êúäåòî s ∈
(0, 1) äåôèíèðàò ìíîæåñòâà îò ïðàâè (ïî åäíà ïðåç âñÿêà äâîéêà àíòèïîäàëíè òî÷êè),

êîèòî ñå íàðè÷àò ðàâíîúãúëíè ïðàâè (equiangular lines). Òå ñà âúâåäåíè çà ïúðâè ïúò

ïðåç 1948 ã. îò Õààíòüåñ [30]. Íàðè÷àò ñå îùå è "ïëúòíè ðàìêè" (tight frames), à òåõåí

÷àñòåí ñëó÷àé ñà ò.íàð. SIC-POVM (ñèìåòðè÷íè, èíôîðìàöèîííî-ïúëíè, ïîëîæèòåëíè

îïåðàòîðíîçíà÷íè ìåðêè), êîèòî èìàò ïðèëîæåíèå â êâàíòîâàòà êðèïòîãðàôèÿ [28].

Äåôèíèöèÿ 2.4 Çà äàäåíè n ≥ 3 è s ∈ (0, 1) îçíà÷àâàìå

Mn(s) := max{|C| : C ⊂ Sn−1 å àíòèïîäàëåí è A(C) = {−1,±s}}.

Åäèí îò êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè çà ðàâíîúãúëíè ïðàâè å ò.íàð. òåîðåìà îò òèï íà

Ëîéä [8], êîÿòî òâúðäè, ÷å àêî C ⊂ Sn−1 å àíòèïîäàëåí êîä, A(C) = {−1,±s} è ìîùíîñò

|C| > 2n (ò.å. Ms(n) > 2n), òî s = 1
2`+1 , êúäåòî ` å åñòåñòâåíî ÷èñëî.
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Ãðàíèöè çà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà ðàâíîúãúëíè ïðàâè ñà ïîëó÷åíè îò Áàðã è Þ

[8]. Íèå ïîëó÷àâàìå åäèí îò òÿõíèòå ðåçóëòàòè ñ äèðåêòíî äîêàçàòåëñòâî, áàçèðàíî íà

öåëî÷èñëåíîñòòà íà ñïåêòúðà.

Òåîðåìà 2.4 Àêî n, k è ` ñà òàêèâà, ÷å

P
(n)
2k (

1

2`+ 1
) < 0,

òî

M2`+1(n) ≤ 2− 2

P
(n)
2k ( 1

2`+1 )
.

Ïðè k = 1 èìàìå P
(n)
2 (t) = nt2−1

n−1 , îòêúäåòî ñëåäâà ãðàíèöàòà

M2`+1(n) ≤ 8n`(`+ 1)

(2`+ 1)2 − n
, (8)

âàëèäíà ïðè n < (2`+ 1)2. Ãðàíèöàòà (8) å èçâåñòíà ñ èìåòî "îòíîñèòåëíà ãðàíèöà" [42].

Ïðè k = 2 èìàìå P
(n)
4 (t) = (n+2)(n+4)t4−6(n+2)t2+3

n2−1 , îòêúäåòî ïîëó÷àâàìå

M2`+1(n) ≤ 2(n− 2)((2`+ 1)4(n+ 2) + 6(2`+ 1)2 − n− 4)

6(2`+ 1)2(n+ 2)− 3(2`+ 1)4 − (n+ 2)(n+ 4)
,

êàòî òàçè ãðàíèöà å â ñèëà, êîãàòî

6(2`+ 1)2(n+ 2)− 3(2`+ 1)4 − (n+ 2)(n+ 4) > 0.

Òàçè ãðàíèöà å ïî-äîáðà îò îòíîñèòåëíàòà çà n ≥ 96 è âñè÷êè `. Ìîæå äà ñå ïðåäïî-

ëîæè, ÷å òàçè òåíäåíöèÿ ùå ïðîäúëæè, ñ ïî-âèñîêè ñòåïåíè, ïîäîáðÿâàùè ãðàíèöàòà çà

ïî-âèñîêè ðàçìåðíîñòè, íî ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò, ÷å ãðàíèöàòà, ïîëó÷åíà ïðè

k = 2, îñòàâà îïòèìàëíà (â ðàìêèòå íà Òåîðåìà ) ïîíå äî n = 900.

Ïúðâîòî îò äâåòå åñòåñòâåíè ïðîäúëæåíèÿ íà èçñëåäâàíåòî íà ðàâíîúãúëíèòå ïðàâè

å äà ðàçãëåäàìå àíòèïîäàëåí êîä C ⊂ Sn−1 ñ ìîùíîñò M = |C| è ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

−1, ±s è 0, ò.å. A(C) = {−1, 0,±s}.

Çà òåçè êîäîâå ïîëó÷àâàìå ñëåäíèÿò ðåçóëòàò:

Òåîðåìà 2.5 Íåêà C å àíòèïîäàëåí (n,M, s)-ñôåðè÷åí êîä ñúñ ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

−1, ±s è 0, êàòî s2 < 3/(n+ 2). Òîãàâà

M ≤ 2n(n+ 2)(1− s2)

3− s2(n+ 2)
.

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå ïîëó÷àâà ïîñðåäñòâîì îñíîâíîòî òúæäåñòâî è ïîëèíîìà f(t) =

t2(t2 − s2). ×ðåç èçñëåäâàíå íà ñïåêòúðà, ïîëó÷àâàìå ñëåäíèòå òåîðåìè:

Òåîðåìà 2.6 Àêî C å àíòèïîäàëåí (n,M, s)-ñôåðè÷åí êîä ñúñ ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

−1, ±s è 0, êîéòî äîñòèãà ãðàíèöàòà îò Òåîðåìà 2.5, òî s e ðàöèîíàëíî ÷èñëî.
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Òåîðåìà 2.7 Íåêà C å àíòèïîäàëåí (n,M, s)-ñôåðè÷åí êîä ñúñ ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

−1, ±s è 0, êîéòî å ñôåðè÷åí 3-äèçàéí, è k ≥ 2 å òàêîâà, ÷å

P
(n)
2k (s) + (ns2 − 1)P

(n)
2k (0) < 0.

Òîãàâà

M ≤
n
(

2ns+ (1− 2s2)P
(n)
2k (0)− P (n)

2k (s)
)

∣∣∣P (n)
2k (s) + (ns2 − 1)P

(n)
2k (0)

∣∣∣ . (9)

Âòîðîòî åñòåñòâåíî ïðîäúëæåíèå íà èçñëåäâàíåòî íà ðàâíîúãúëíèòå ïðàâè å äà ñå

äîáàâè âòîðè úãúë, ò.å. äà ðàçãëåäàìå "äâóúãúëíè ïðàâè". Òå ñúùî ïðåäñòàâëÿâàò èíòåðåñ

îò èíæåíåðíà ãëåäíà òî÷êà è íà òÿõíîòî èçñëåäâàíå èìà ïîñâåòåíè íÿêîëêî ïóáëèêàöèè,

êàòî íàïðèìåð [29, 32].

Â òîçè ñëó÷àé àíàëîãúò íà îòíîñèòåëíàòà ãðàíèöà èìà ñëåäíàòà ôîðìà:

Òåîðåìà 2.8 Íåêà C ⊂ Sn−1 å àíòèïîäàëåí (n,M, s2)-êîä ñúñ ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

−1, ±s1 and ±s2, êúäåòî 0 < s1 < s2 < 1. Íåêà ñà èçïúëíåíè íåðàâåíñòâàòà

s21s
2
2 +

3− (n+ 2)(s21 + s22)

n(n+ 2)
> 0,

6− (n+ 4)(s21 + s22) > 0.

Òîãàâà

M ≤ n(n+ 2)(1− s21)(1− s22)

n(n+ 2)s21s
2
2 − (n+ 2)(s21 + s22) + 3

.

Êàêòî â ïðåäíèÿ ñëó÷àé, ìîæåì äà ïîñòðîèì ãðàíèöà, áàçèðàíà íà úãëèòå.

Òåîðåìà 2.9 Àêî C ⊂ Sn−1 å àíòèïîäàëåí (n,M, s2)-êîä ñúñ ñêàëàðíè ïðîèçâåäåíèÿ

−1, ±s1 and ±s2, êúäåòî 0 < s1 < s2 < 1, êîéòî å ñôåðè÷åí 5-äèçàéí, k ≥ 2 è

(1− ns21)P
(n)
2k (s1) + (1− ns22)P

(n)
2k (s2) < 0.

Òîãàâà

M ≤
2n
(

(1− s21)P
(n)
2k (s1) + (1− s22)P

(n)
2k (s2) + s22 − s21)

)
∣∣∣(1− ns21)P

(n)
2k (s1) + (1− ns22)P

(n)
2k (s2)

∣∣∣ .

Ãëàâà 3. Ãîðíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà ñôåðè÷íè äèçàéíè ñúñ ñðàâíèòåëíî

ìàëêà ìîùíîñò

Â òðåòà ãëàâà ðàçãëåæäàìå çàäà÷àòà çà íàìèðàíå íà ãîðíè ãðàíèöè çà h-åíåðãèÿòà íà

ñôåðè÷íè τ -äèçàéíè ñ M òî÷êè âúðõó Sn−1, êúäåòî M å áëèçêî äî ãðàíèöàòà íà Äåëñàðò,

Ãüîòàëñ è Çàéäåë (4), êàòî ñå áàçèðàìå è ïðàâèì ïàðàëåëè ñ ðåçóëòàòèòå çà åíåðãèèòå

íà ñôåðè÷íè äèçàéíè íà Áîéâàëåíêîâ è ñúàâòîðè â [19, 20]. Ïðåäñòàâåíèòå ðåçóëòàòè ñà

ïóáëèêóâàíè îðèãèíàëíî â [14].
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Îñíîâíèÿò íè ðåçóëòàò ïîêàçâà, ÷å ñôåðè÷íèòå äèçàéíè ñà, â èçâåñòåí ñìèñúë, åíåð-

ãèéíî åôåêòèâíè, ò.å. âñè÷êè äèçàéíè ñúñ ñðàâíèòåëíî ìàëêà ìîùíîñò èìàò h-åíåðãèÿ

â ìíîãî òåñåí èíòåðâàë. Íå íà ïîñëåäíî ìÿñòî, ðåçóëòàòèòå íè çà ãîðíèòå ãðàíèöè ñà

èçêëþ÷èòåëíî áëèçêè äî ïîëó÷åíèòå â [19, 20] è ñúùî ñà âàëèäíè çà âñè÷êè àáñîëþòíî

ìîíîòîííè ïîòåíöèàëè.

Â [11] Áîéâàëåíêîâ, Áóìîâà è Äàíåâ îòáåëÿçâàò, ÷å ôîðìóëàòà íà Ëåâåíùåéí çà f0
ìîæå äà áúäå èçïîëçâàíà çà èçñëåäâàíåòî íà ñôåðè÷íè äèçàéíè êàòî Lτ (n, s) ñå çàìåíè

ñ ìîùíîñòòà M íà ïðåäïîëàãàåì ñôåðè÷åí τ -äèçàéí. Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå ðàçãëåæäà

M = Lτ (n, s), êàòî ôóíêöèÿ íà òî÷êèòå è êîåôèöèåíòèòå âúâ ôîðìóëàòà, àêî τ ñå èçáåðå

òàêîâà, ÷å M ∈ (D(n, τ), D(n, τ + 1)).

Äà îçíà÷èì:

u(n,M, τ) := sup{u(C) : C ⊂ Sn−1 å τ -äèçàéí, |C| = M},
êúäåòî u(C) := max{〈x, y〉 : x, y ∈ C, x 6= y}, è

`(n,M, τ) := inf{`(C) : C ⊂ Sn−1 å τ -äèçàéí, |C| = M},

êúäåòî `(C) := min{〈x, y〉 : x, y ∈ C, x 6= y}.

Çà âñåêè n, τ èM ∈ (D(n, τ), D(n, τ+1)) ñúùåñòâóâàò íåòðèâèàëíè ãðàíèöè çà u(n,M, τ),

ïîëó÷åíè îò Áîéâàëåíêîâ, Áóìîâà è Äàíåâ [11] è Áóìîâà, Áîéâàëåíêîâ, Êóëèíà è Ñòîÿ-

íîâà [9].

Áîéâàëåíêîâ è ñúàâòîðè â [19] ïðåäëàãàò ñëåäíàòà îáùà òåõíèêà çà ïîëó÷àâàíå íà

ãîðíè ãðàíèöè íà åíåðãèÿòà íà ñôåðè÷íè êîäîâå ïðè äàäåíè ðàçìåðíîñò, ìîùíîñò è ñèëà

÷ðåç ëèíåéíî ïðîãðàìèðàíå.

Òåîðåìà 3.2 [19] Íåêà n, τ , è M ≥ D(n, τ) ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà. Íåêà h : [−1, 1] →
[0,+∞] è I ∈ [−1, 1) è g(t) =

∑deg(g)
i=0 giP

(n)
i (t) å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè, çà êîéòî:

(D1) g(t) ≥ h(t) çà t ∈ I;

(D2) Êîåôèöèåíòèòå íà g(t) â ðàçâèòèåòî ïî Ãåãåíáàóåð óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà

gi ≤ 0 çà i ≥ τ + 1.

Íåêà C ⊂ Sn−1 å ñôåðè÷åí τ -äèçàéí, çà êîéòî |C| = M è 〈x, y〉 ∈ I çà âñåêè äâå ðàçëè÷-
íè òî÷êè x, y ∈ C. Òîãàâà E(n,C;h) ≤M(g0M−g(1)). Â ÷àñòíîñò, àêî [`(n,M, τ), u(n,M, τ)] ⊆
I, òî

U(n,M, τ ;h) ≤M(g0M − g(1)). (10)

Äîêàçàòåëñòâîòî íà òåîðåìàòà å ñõîäíî ñ äîêàçàòåëñòâîòî íà êëàñè÷åñêèòå ãðàíèöè íà

ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå.

Â [20] è [19] Áîéâàëåíêîâ è ñúàâòîðè ïîëó÷àâàò äîëíà ãðàíèöà çà åíåðãèÿòà íà ñôå-

ðè÷íè êîäîâå è äèçàéíè, êîÿòî å óíèâåðñàëíà, â ñìèñúëà íà Ëåâåíùåéí [41]. Çà ñôåðè÷íè

äèçàéíè ãðàíèöàòà èçãëåæäà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí. Íåêà âúâåäåì ñëåäíîòî îçíà÷åíèå:

L(n,M, τ ;h) := inf{E(n,C;h) : |C| = M, C ⊂ Sn−1 å τ -äèçàéí}. (11)
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Òîãàâà èìàìå òåîðåìàòà:

Òåîðåìà 3.3 [19] Íåêà n ≥ 3, τ , è M ∈ [D(n, τ), D(n, τ + 1)) ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è

h : [−1, 1]→ [0,+∞] å àáñîëþòíî ìîíîòîííà. Òîãàâà:

L(n,M, τ ;h) ≥

 M2
k−1∑
i=0

ρih(αi), àêî τ = 2k − 1,

M2
∑k
i=0 γih(βi), àêî τ = 2k

. (12)

Íåêà n ≥ 3, τ , è M ∈ (D(n, τ), D(n, τ + 1)) ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, à h : [−1, 1]→ [0,+∞] å

àáñîëþòíî ìîíîòîííà. Â íàñòîÿùàòà äèñåðòàöèÿ ïðåäñòàâÿìå äâå êîíñòðóêöèè íà ïîëè-

íîìè, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò óñëîâèÿòà (D1) è (D2) íà Òåîðåìà è ñëåäîâàòåëíî ïðåäëàãàò

âàëèäíè ãðàíèöè çà U(n,M, τ ;h).

Çà äà ïîäîáðèì ãðàíèöèòå, èçïîëçâàìå Åðìèòîâà èíòåðïîëàöèÿ íå â ïúëíèÿ èíòåðâàë

[−1, 1], a â èíòåðâàë [−1, u], êúäåòî u å âàëèäíà ãîðíà ãðàíèöà çà ìàêñèìàëíîòî ñêàëàðíî

ïðîèçâåäåíèå.

Ñëó÷àé 1. τ = 2k−1 Ðàçãëåæäàìå ïîëèíîìà g(t), ðåçóëòàò îò Åðìèòîâàòà èíòåðïîëàöèÿ

íà h â êîðåíèòå −1 è t1,1k−1,i, i = 1, 2, . . . , k− 1, íà ïîëèíîìà d
(n)
2k−1(t) (ïîëèíîì íà Äåëñàðò-

Ãüîòàëñ-Çàéäåë 4)

Ñëó÷àé 2. τ = 2k. Ùå ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà g(t), ðåçóëòàò îò Åðìèòîâàòà èíòåðïîëàöèÿ

íà h â êîðåíèòå t1,1k−1,i, i = 1, 2, . . . , k − 1, íà ïîëèíîìà d
(n)
2k (t)

Òàêà ïîëó÷åíèòå ãðàíèöè ìîãàò äà áúäàò çàïèñàíè êàòî ñóìà (ñ òåãëà) îò ñòîéíîñòè

íà ïîòåíöèàëà h(t), êàòî çà öåëòà ïîëçâàìå êâàäðàòóðàòà íà Ëåâåíùåéí.

Òåîðåìà 3.4 Íåêà n ≥ 3, τ è M ∈ (D(n, τ), D(n, τ + 1)) ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è h :

[−1, 1]→ [0,+∞] å àáñîëþòíî ìîíîòîííà. Òîãàâà:

U(n,M, τ ;h)

M2
≤



g0

(
1− D(n, 2k − 1)

M

)
+
D(n, 2k − 1)

M

k−1∑
i=0

γih(t1,1k−1,i),

τ = 2k − 1

g0

(
1− D(n, 2k)

M

)
+
D(n, 2k)

M

k−1∑
i=0

ρih(t1,0k,i+1), τ = 2k

(13)

(ïîëàãàìå t1,1k−1,0 := −1 çà íå÷åòíî τ).

Ïúðâèÿò îò äâàòà íà÷èíà çà ïðåäñòàâÿíå íà ãðàíèöàòà èçïîëçâà ñòîéíîñòèòå íà ïî-

òåíöèàëà â ãðàíèöèòå íà èíòåðâàëèòå íà Ëåâåíùåéí. Âòîðèÿò ÿ ïðåäñòàâÿ ïîñðåäñòâîì

óíèâåðñàëíàòà äîëíà ãðàíèöà è ïàðàìåòðèòå ρi, αi, γi è βi.

Òåîðåìà 3.5 Íåêà n ≥ 3, τ , è M ∈ (D(n, τ), D(n, τ + 1)) ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, à h :
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[−1, 1]→ [0,+∞] å àáñîëþòíî ìîíîòîííà. Òîãàâà å â ñèëà:

U(n,M, τ ;h)

M2
≤


ULB

M2
+

k−1∑
i=0

ρi(g(αi)− h(αi)), àêî τ = 2k − 1

ULB

M2
+

k∑
i=0

γi(g(βi)− h(βi)), àêî τ = 2k,

(14)

êúäåòî ULB å ñúîòâåòíàòà óíèâåðñàëíà äîëíà ãðàíèöà (12) è ρi, αi, γi, and βi ñà ñúùèòå

êàòî â (12).

Èçâåæäàìå è àñèìïòîòè÷åí ðåçóëòàò çà ïîâåäåíèåòî íà ãðàíèöàòà.

Òåîðåìà 3.8 Íåêà n èM êëîíÿò êúì áåçêðàéíîñò ñúñ ñëåäíàòà âðúçêàM = λn+o(1),

êúäåòî λ ∈ (1, 2) å êîíñòàíòà. Òîãàâà:

h(0) +
h(1− λ)− λh(0)

M(λ− 1)
≤ L(n,M, 2;h)

M2
≤ U(n,M, 2;h)

M2

≤ h(0) +
h(λ− 1) + (λ− 2)h(0)− (λ2 − 3λ+ 3)h′(0)

M(λ− 1)
+ o(M−2).

Äîêàçàòåëñòâîòî ñå ïîëó÷àâà ñ äèðåêòíè èç÷èñëåíèÿ.

Ãëàâà 4. Âúðõó q-è÷íè êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ

×åòâúðòà è ïåòà ãëàâà ïðåäñòàâÿò ðåçóëòàòèòå îò ðàáîòàòà ñ Ä.Â. Çèíîâèåâ è Â.À.

Çèíîâèåâ [15, 17], âúðõó q-è÷íè êîäîâå â Õåìèíãîâî ïðîñòðàíñòâî ñ äâå ðàçñòîÿíèÿ, êàòî

îñîáåí ôîêóñ ñå ïîñòàâÿ âúðõó êîäîâåòå ñ äâå áëèçêè èëè ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ è â ëè-

íåéíèÿ è â îáùèÿ ñëó÷àé. Ðàçãëåæäàò ñå ôàìèëèè òàêèâà êîäîâå, áàçèðàíè íà âðúçêè ñ

êëàñè÷åñêè îáåêòè êàòî åêâèäèñòàíòíè êîäîâå è ñå äàâàò ãðàíèöè çà òÿõíàòà ìîùíîñò.

Ìîòèâàöèÿòà çà ðàçãëåæäàíå íà êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ ïðîèçëèçà îò äâå

ïðè÷èíè. Ïúðâî, èíòåðåñåí å âúïðîñúò äî êîëêî áè áèëà ïî-áîãàòà ñòðóêòóðàòà íà òåçè

êîäîâå ñïðÿìî äîáðèòå åêâèäèñòàíòíè êîäîâå â ñúùèòå ïðîñòðàíñòâà. Ñúùî òàêà, ïîðàäè

áëèçêèòå ñè ðàçñòîÿíèÿ, òå ùå áúäàò êîäîâå ñ ïî÷òè êîíñòàíòíà åíåðãèÿ ïðè àìïëèòóäíî

ôàçîâà ìîäóëàöèÿ, êîåòî ìîæå äà áúäå ïîòåíöèàëíî ïðàêòè÷åñêî ïðèëîæåíèå.

Â ïðåäíèòå ãëàâè èçïîëçâàõìå çíà÷èìî ïîëèíîìèòå íà Ãåãåíáàóåð è òåõíèòå ñâîéñòâà,

êîèòî ïîçâîëÿâàò èçâåæäàíåòî íà ãðàíèöè çà êîäîâå è äèçàéíè, áàçèðàíè íà âðúçêàòà èì

ñ õàðìîíè÷íèòå ïîëèíîìè è îñíîâíîòî ðàâåíñòâî íà ãðàíèöèòå íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðà-

íå. Òå, îáà÷å, ñà êîíêðåòíî ñâúðçàíè ñ n-ìåðíàòà ñôåðà. Çà q-è÷íèòå êîäîâå àíàëîãè÷íà

ôóíêöèÿ èìàò ïîëèíîìèòå íà Êðàâ÷óê, êîèòî èìàò ïðàêòè÷åñêè àíàëîãè÷íè ñâîéñòâà.

Çà ôèêñèðàíè n è q, íîðìàëèçèðàíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê ñå äåôèíèðàò êàòî

Q
(n,q)
i (t) =

1

ri
K

(n,q)
i (d), d =

n(1− t)
2

, ri = (q − 1)i
(
n

i

)
,
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êúäåòî

K
(n,q)
i (d) =

i∑
j=0

(−1)j(q − 1)i−j
(
d

j

)(
n− d
i− j

)
.

ñà ñòàíäàðòíèòå ïîëèíîìè íà Êðàâ÷óê [34, 45]; âæ. ñúùî [40]. Â äèñåðòàöèÿòà ðàáîòèì ñ

Q
(n,q)
i (t).

Ðàçãëåäàíè ñà äâà òèïà ãðàíèöè - ãðàíèöè, èäâàùè îò ìåòîäà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìè-

ðàíå è ãðàíèöè, èäâàùè îò åäíî áèåêòèâíî ñúîòâåòñòâèå ìåæäó êîäîâå â Qn è Sn(q−1)−1.
Â ÷åòâúðòà ãëàâà ðàçãëåæäàìå ïúðâî ñëó÷àÿ, êîãàòî ðàçñòîÿíèÿòà ñà ñúñåäíè , à â ñëåä-

âàùàòà ãëàâà - ïî-îáùèÿ ñëó÷àé, íà ðàçñòîÿíèÿ d è d+ δ.

Íåêà

Aq(n; {d, d+ 1}) = max{|C| : C å (n, |C|, {d, d+ 1})-êîä},

ìàêñèìàëíàòà ìîùíîñò íà êîä â Qn ñ äâå ðàçñòîÿíèÿ d è d+ 1.

Êëàñè÷åñêèòå ðåçóëòàòè çà êîäîâå ñ äâå ðàçñòîÿíèÿ ñà õàðìîíè÷íàòà ãðàíèöà íà Äåë-

ñàðò [26] è íåéíîòî ïîäîáðåíèå îò Áàðã è Ìóñèí [7]. È äâåòå, îáà÷å, íå îòðàçÿâàò äîáðå

ñïåöèôèêàòà íà ñúñåäíèòå ðàçñòîÿíèÿ è ñà ñðàâíèòåëíî íåòî÷íè â ðàçãëåæäàíèÿ ñëó÷àé.

Këàñè÷åñêàòà ãðàíèöà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà q-è÷íè êîäîâå [26, 40], â ÷àñòíèÿ

ñëó÷àé çà äâå ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ èìà ñëåäíèÿ âèä.

Òåîðåìà 4.6 Íåêà n ≥ q ≥ 2 è f(t) å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè îò ñòåïåí íàé-

ìíîãî m ≤ n çà êîéòî ñà èçïúëíåíè ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(A1) f(t) ≤ 0 çà âñÿêî t ∈ {1− 2d/n, 1− 2(d+ 1)/n};

(A2) Êîåôèöèåíòèòå íà Êðàâ÷óê â ðàçâèòèåòî f(t) =
∑m
i=0 fiQ

(n,q)
i (t) ñà íåîòðèöàòåëíè

çà âñÿêî i.

Òîãàâà Aq(n; {d, d + 1}) ≤ f(1)/f0. Àêî ãðàíèöàòà ñå äîñòèãà îò (n,N, {d, d + 1})q-êîä
C è ïîëèíîì f(t), òî òîãàâà f(1− 2(d+ i)/n) = 0, i = 0, 1, è fiMi(C) = 0.

Òóê îòíîâî

Mi(C) =
∑
x,y∈C

Q
(n,q)
i (1− 2d(x, y)/n)

å i-èÿ ìîìåíò íà C, íî äåôèíèðàí çà q-è÷íè êîäîâå ïî àíàëîãè÷åí íà÷èí.

Àêî èçïîëçâàìå f(t) = t− 1 + 2d/n, â Òåîðåìà ïîëó÷àâàìå

f(1)

f0
=

2d

2d− n
,

êàòî òàçè ãðàíèöà å âàëèäíà ïðè f0 > 0. Òîâà ïðåäñòàâëÿâà êëàñè÷åñêàòà ãðàíèöà íà

Ïëîòêèí. Àêî èçïîëçâàìå ïîëèíîìè îò âòîðà ñòåïåí, ïîëó÷àâàìå ñëåäíàòà òåîðåìà:

Òåîðåìà 4.8 Íåêà d ≥ (n− 1)(q − 1)/q, òîãàâà å èçïúëíåíî

Aq(n; {d, d+ 1}) ≤ q2d(d+ 1)

n2(q − 1)2 − n(q − 1)(2dq + q − 1) + dq2(d+ 1)
. (15)
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Àêî ãðàíèöàòà (22) ñå äîñòèãà îò (n,N, {d, d+1})q-êîä C, òîM2(C) = 0 èM1(C)(dq− (n−
1(q − 1))) = 0.

Ãðàíèöàòà å òî÷íà çà íÿêîè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòðèòå. Íàïðèìåð

Aq(n; {d, d+ 1}) ≤ q2

çà d = n − 1 ñå äîñòèãà ïðè (q, n) = (3, 3), (3, 4), (4, 5), è (5, 6). Âñè÷êè ïîäîáíè ñëó÷àè ñà

ìàðêèðàíè ñ d2 â ïðèëîæåíèòå òàáëèöè. Àðãóìåíòè çà ìîìåíòèòå ïîçâîëÿâàò äîïúëíè-

òåëíè ïîäîáðåíèÿ. Òåçè ñëó÷àè ñà îòáåëÿçàíè ñ n â òàáëèöèòå êúì äèñåðòàöèÿòà.

Äðóãè ïîëèíîìè ñúùî äàâàò äîáðè ãðàíèöè, êàòî íàïðèìåð f(t) = 1+(q−1)nQ
(n,q)
(n(q−1)+1)/q(t)

è f(t) = 1 + n+2
2 Q

(n,2)
n/2 (t) + n

2Q
(n,2)
1+n/2(t). Òîçè òèï ñëó÷àè ùå áåëåæèì ñ a â òàáëèöèòå ñúñ

ñúáðàíèòå ðåçóëòàòè çà äîëíè è ãîðíè ãðàíèöè.

Çà êîíñòðóèðàíåòî íà äîáðè êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ îñíîâíà ðîëÿ èãðàÿò

åêâèäèñòàíòíèòå êîäîâå. Òå ñà åäèí îò êëàñè÷åñêèòå îáåêòè íà òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî,

âúðõó êîéòî ñà íàòðóïàíè ãîëÿì áðîé ðåçóëòàòè, êàòî íàïðèìåð ãðàíèöàòà íà Äæîíñúí

è ìíîãî êîíñòðóêöèè íà êîäîâå ñ äîáðè ïàðàìåòðè.

Ñëåäâàéêè [17] ìîæåì äà îïèøåì ñëåäíèòå âèäîâå êîíñòðóêöèè:

• Ñôåðà ñ ðàäèóñ 1 ñ èëè áåç ïðîâåðêà çà ÷åòíîñò

• Åêâèäèñòàíòåí êîä ñ ïðåìàõíàò èëè äîáàâåí ñòúëá

• Ñëåïâàíèÿ íà åêâèäèñòàíòåí êîä ñ êîä ñ äâå ðàçñòîÿíèÿ

• Êîäîâå, áàçèðàíè íà ëàòèíñêè êâàäðàòè

• Êîäîâå, áàçèðàíè íà ðàçíîñòíè ìàòðèöè

Èíòåðåñåí íà÷èí çà ïîëó÷àâàíå íà ãðàíèöè çà q-è÷íè êîäîâå å ïîñðåäñòâîì èçîáðàæåíèå

íà q-è÷eí êîä âúðõó S(q−1)n−1. Òàçè áèåêöèÿ å äîáðå èçâåñòíà è ÷ðåç íåÿ è ðåçóëòàòèòå íà
Ëàðìàí, Ðîäæúðñ è Çàéäåë [36] ìîæåì äà èçâåäåì ñëåäíàòà ãîðíà ãðàíèöà çà Aq(n, {d, d+

1}).

Òåîðåìà 4.13 Àêî d > (
√

2(q − 1)n− 1)/2, òî

Aq(n, {d, d+ 1}) ≤ 2(q − 1)n+ 1.

Ãðàíèöàòà îò íåÿ îáèêíîâåíî å ïî-äîáðà îò ñèìïëåêñ ìåòîäà çà äîñòàòú÷íî ãîëåìè n

è d â ñðåäàòà íà èíòåðâàëà. Íàé-ìàëêèÿò ïðèìåð çà òîâà ñà ñëó÷àèòå (q, n, d) = (2, 13, 4),

(q, n, d) = (3, 9, 3), (q, n, d) = (4, 8, 3) è (q, n, d) = (5, 7, 4).

Â äèñåðòàöèÿòà ñà îáîáùåíè ðåçóëòàòèòå çà äîëíèòå ãðàíèöè çà q = 2, 3, 4, 5, êàòî

äîëíèòå ãðàíèöè ïðåäëàãàò ïî-äîáðèÿò ðåçóëòàò èçìåæäó êîìïþòúðíî-ãåíåðèðàíè êîäîâå

è êîíñòðóêöèèòå, îïèñàíè â òàçè ãëàâà.
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Ãîðíèòå ãðàíèöè ñà íàé-äîáðîòî èçìåæäó ëèíåéíèòå ãðàíèöè ïîëó÷åíè ÷ðåç ñèìïëåêñ

ìåòîä, ÷ðåç ad-hoc ïîëèíîìè (êúäåòî ñà îòáåëÿçàíè ñ d2, n è a, ñúîòâåòíî), ÷ðåç íàé-

äîáðàòà èçâåñòíà ãðàíèöà çà Aq(n, d), âçåòà îò [23] (îòáåëÿçàíè ñ ∗), è ÷ðåç ñôåðè÷íè

êîäîâå (Òåîðåìà - îòáåëÿçíè ñ sc).

Êîìïþòúðíî-ãåíåðèðàíèòå êîäîâå ñà ïîëó÷åíè ïîñðåäñòâîì ñëó÷àéíà ðàçõîäêà ñ âðú-

ùàíå íàçàä, êàòî çà q = 2 òîâà ïîçâîëè ïîëó÷àâàíå íà ðåçóëòàòè äî n = 26, à çà q = 3 -

äî n = 14 è q = 4 - äî n = 12.

Ãëàâà 5. Ãîðíè ãðàíèöè íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå çà êîäîâå ñ äâå íåñú-

ñåäíè ðàçñòîÿíèÿ

Ãëàâà 5 ïðåäñòàâëÿâà ñâîåîáðàçíî ðàçøèðåíèå íà ïðåäíàòà, êàòî âìåñòî ñúñåäíè, ñå

ðàçãëåæäàò ðàçñòîÿíèÿ d è d + δ çà ìàëêè ñòîéíîñòè íà δ. Ïîëó÷åíèòå êîäîâå íàðè÷àìå

(n,N, {d, d+ δ})q-êîäîâå. Èçëîæåíèòå ðåçóëòàòè ñà ïóáëèêóâàíè çà ïúðâè ïúò â [16, 18].

Ãðàíèöàòà íà ëèíåéíîòî ïðîãðàìèðàíå èìà ñëåäíèÿ âèä:

Òåîðåìà 5.1 Íåêà n ≥ q ≥ 2 è f(t) å ïîëèíîì ñ ðåàëíè êîåôèöèåíòè, êîéòî èçïúëíÿâà

ñëåäíèòå óñëîâèÿ:

(A1) f(t) ≤ 0 for t ∈ {1− 2d/n, 1− 2(d+ δ)/n};

(A2) Êîåôèöèåíòèòå íà Êðàâ÷óê fi ñà íåîòðèöàòåëíè çà âñÿêî i ≥ 1.

Òîãàâà

Aq(n; {d, d+ δ}) ≤ f(1)

f0
. (16)

Àêî åäèí (n,N, {d, d+ δ})q êîä C äîñòèãà ãðàíèöàòà çà äàäåí ïîëèíîì f(t), òî f(1− 2(d+

i)/n) = 0, i = 0, δ, àêî èìà åëåìåíòè íà C íà ðàçñòîÿíèå d + i, i = 0, δ, è fiMi(C) = 0,

êúäåòî Mi å i-ÿ ìîìåíò íà C.

Äîêàçàòåëñòâîòî å àíàëîãè÷íî íà ïðåäíèòå òåîðåìè îò òîçè òèï.

Îòíîâî, ïðè f(t) = t−1 +2d/n ïîëó÷àâàìå ãðàíèöàòà íà Ïëîòêèí, êîÿòî ñå äîñòèãà çà

ìíîæåñòâî ñëó÷àè ïðè ãîëÿìî d. Èçïîëçâàéêè ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí ìîæåì äà ïîëó÷èì

ñëåäíàòà âðúçêà ìåæäó ïàðàìåòðèòå íà q-è÷åí äâóòåãëîâåí êîä.

Òåîðåìà 5.2 Íåêà C å q-è÷åí äâóòåãëîâè (n,N, {w1, w2})q-êîä, êîéòî å è îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñúñ ñèëà t ≥ 2, ò.å. M å êðàòíî íà q2. Òîãàâà àêî ui = n− wi, i = 1, 2 å â ñèëà:

• Äúëæèíàòà n óäîâëåòâîðÿâà ñëåäíîòî óðàâíåíèå îò âòîðà ñòåïåí:

n2 − n (Q1(u1 + u2 − 1) + 1) +Q2u1u2 = 0, (17)

Q1 = q
N − q
N − q2

, Q2 = q2
N − 1

N − q2
. (18)

• Àêî w2 = n (ò.å. àêî u2 = 0), òî äúëæèíàòà n íà C óäîâëåòâîðÿâà

n =
Q1(d+ 1)− 1

Q1 − 1
, (19)
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êúäåòî d = w1 å ìèíèìàëíîòî ðàçñòîÿíèå íà C.

Òàçè òåîðåìà èìà è êîìáèíàòîðíî äîêàçàòåëñòâî, ïðåäëîæåíî îò Ä. Çèíîâèåâ è Â.

Çèíîâèåâ.

Ñ ïîìîùòà íà ïîëèíîì îò âòîðà ñòåïåí ìîæåì äà ïîëó÷èì è ãðàíèöà, êîÿòî ñúâïàäà ñ

ãðàíèöàòà íà Õåëåñåò-Êëüîâå-Ëåâåíùåéí çà êîäîâå ñ èçâåñòíî ìàêñèìàëíî è ìèíèìàëíî

ðàçñòîÿíèå [31], à ñúùî òàêà è ñ ãðàíèöàòà çà k = 1 â Òåîðåìà 5.2 â [22].

Òåîðåìà 5.3 Àêî

q(2d+ δ) ≥ 2nq + 2− 2n− q, (20)

n(q − 1)(nq − n+ 1) + nq(2d+ δ) > q2(2nd+ nδ − d2 − dδ), (21)

òî

Aq(n, {d, d+ δ}) ≤ d(d+ δ)q2

n(q − 1)(nq − n+ 1)− q2(2nd+ nδ − d2 − dδ) + nq(2d+ δ)
. (22)

Àêî äàäåí êîä C ñ ïàðàìåòðè (n,N, {d, d+δ})q äîñòèãà ãðàíèöàòà, òî êîäúò å è îðòîãîíàëåí
ìàñèâ ñúñ ñèëà 2.

Êàêòî âúâ âòîðà ãëàâà, àêî äÿñíàòà ÷àñò íà (22) å öÿëî ÷èñëî, ìîæåì äà íàìåðèì

ñïåêòúðà íà C, êîåòî äàâà íÿêîëêî íîâè ðåçóëòàòà çà íåñúùåñòâóâàíå, êàòî íàïðèìåð:

A2(12, {6, 10}) ≤ 19 âìåñòî 20, A2(20, {10, 14}) ≤ 27 âìñòî 28, è A2(16, {8, 14}) ≤ 27 âìåñòî

28. Òåçè ñëó÷àè ùå áåëåæèì ñ (22).

Àíàëîãè÷íî íà ñëó÷àÿ δ = 1, ìîæåì äà èçêàæåì ñëåäíàòà òåîðåìà, âçèìàéêè ïðåäâèä

âðúçêàòà ñúñ ñôåðè÷íè êîäîâå:

Òåîðåìà 5.4 Íåêà îòíîøåíèåòî ìåæäó äâåòå ðàçñòîÿíèÿ ñå ïðåäñòàâÿ êàòî íåñúêðà-

òèìà äðîá ïî ñëåäíèÿ íà÷èí d
d+δ = r

s . Òîãàâà àêî å èçïúëíåíî s−r ≥ 2 (â ÷àñòíîñò, êîãàòî

GCD(d, d+ δ) = 1), òî

Aq(n, {d, d+ δ}) ≤ 2(q − 1)n+ 1.

Çà íÿêîëêî áåçêðàéíè ñåðèè êîäîâå ìîæåì äà äîêàæåì ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå

èëè äà íàìåðèì òÿõíàòà ìîùíîñò ïî ñðàâíèòåëíî äèðåêòåí íà÷èí, ÷ðåç êîìáèíàòîðíè

àðãóìåíòè è íåðàâåíñòâî íà òðèúãúëíèêà.

Ëåìà 5.1 Íå ñúùåñòâóâàò êîäîâå C ⊂ En2 ñ ðàçñòîÿíèÿ d and d+ δ êîãàòî:

(a) d è d+ δ ñà åäíîâðåìåííî íå÷åòíè;

(b) d å íå÷åòíî, d+ δ å ÷åòíî è n < (3d− δ)/2;

(c) d å íå÷åòíî, d+ δ å ÷åòíî è d < δ;

(d) d+ δ = n è n 6= 2d;

(e) d+ δ = n− 1 è 2d > n+ 1.

Ëåìà 5.2 Çà q = 2, àêî d å íå÷åòíî è |C| > 4, òî

A2(n, {d, 2d}) = 1 +
[n
d

]
.
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Ëåìà 5.3 A3(n, {1, 3}) = 6 çà âñÿêî n ≥ 4.

Êàêòî â ñëó÷àÿ ñ äâå ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ, ïîëó÷åíè è îáîáùåíè â òàáëèöè ñà ðå-

çóëòàòè çà q = 2, 3, 4, 5, êàòî äîëíèòå ãðàíèöè ïðåäëàãàò ïî-äîáðèÿò ðåçóëòàò èçìåæäó

êîìïþòúðíî-ãåíåðèðàíèòå êîäîâå è îïèñàíèòå êîíñòðóêöèè.

Êîìïþòúðíî-ãåíåðèðàíèòå êîäîâå ñà ïîëó÷åíè ñ ìîäèôèêàöèÿ íà îïèñàíèÿ â ïðåäíàòà

ãëàâà ñîôòóåð.

Ãîðíèòå ãðàíèöè ñà íàé-äîáðîòî èçìåæäó ëèíåéíèòå ãðàíèöè ïîëó÷åíè ÷ðåç îáùèÿò

ñèìïëåêñ ìåòîä (îòáåëÿçàíî ÷ðåç lp), ÷ðåç ñúîáðàæåíèÿ çà ñïåêòúðà (îòáåëÿçàíî ñ dd),

÷ðåç ad-hoc ïîëèíîìè (êúäåòî ñà îòáåëÿçàíè ñ d2), ÷ðåç íàé-äîáðàòà èçâåñòíà ãðàíèöà çà

Aq(n, d), âçåòà îò [23] (îòáåëÿçàíè ñ ∗), è ÷ðåç òåîðåìàòà çà ñôåðè÷íè êîäîâå (îòáåëÿçíè

ñ sc).

Áëàãîäàðíîñòè

Èçðàçÿâàì íàé-äúëáîêàòà ñè áëàãîäàðíîñò êúì ìîÿò íàó÷åí ðúêîâîäèòåë, ïðîô. Ïåòúð

Áîéâàëåíêîâ çà âúçìîæíîñòòà, êîÿòî ìè ïðåäîñòàâè äà ñòàíà ÷àñò îò óâàæàâàíàòà áúë-

ãàðñêà øêîëà ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî è çà îãðîìíîòî ìó âíèìàíèå è òúðïåíèå.

Áëàãîäàðÿ íà äîö. Òîäîðêà Àëåêñàíäðîâà, çà íåéíèòå âåäðè è âèíàãè òî÷íè ñúâåòè.

Íà äîö. Õðèñòî Êîñòàäèíîâ, ïðîô. Åìèë Êîëåâ è âñè÷êè îñòàíàëè êîëåãè îò ñåêöèÿ ÌÎÈ

áëàãîäàðÿ çà ðàáîòíàòà àòìîñôåðà è îêàçàíàòà ïîäêðåïà, êàêòî ïðè ðàáîòàòà âúðõó íàñòî-

ÿùèÿ òðóä, òàêà è ïðè öÿëàòà ìè îñòàíàëà äåéíîñò â ðàìêèòå íà ÈÌÈ-ÁÀÍ.
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Íàó÷íè ïðèíîñè

Â íàñòîÿùèÿ äèñåðòàöèîíåí òðóä ñà ïîëó÷åíè ñëåäíèòå íîâè ðåçóëòàòè:

• Íîâè ãðàíèöè çà ìîùíîñòòà íà àíòèïîäàëíè ñôåðè÷íè êîäîâå ñ ìàëúê áðîé ðàçñòî-

ÿíèÿ, ìîòèâèðàíè îò èçó÷àâàíåòî íà ðàâíîúãúëíè ïðàâè.

• Ðåçóëòàòè îò òèï íà Ëîéä çà ðàöèîíàëíîñò íà ñêàëàðíèòå ïðîèçâåäåíèÿ íà ìàêñè-

ìàëíè àíòèïîäàëíè ñôåðè÷íè êîäîâå ñ ìàëúê áðîé ðàçñòîÿíèÿ.

• Ãîðíè ãðàíèöè çà åíåðãèèòå íà ñôåðè÷íè äèçàéíè ñ ìîùíîñò áëèçêà äî ãðàíèöàòà

íà Äåëñàðò-Ãüîòàëñ-Çàéäåë

• Àñèìïòîòè÷íè îãðàíè÷åíèÿ çà åíåðãèèòå íà ñôåðè÷íè 2-äèçàéíè.

• Àëãîðèòúì çà êîíñòðóêöèè íà êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè èëè áëèçêè ðàçñòîÿíèÿ, ïîñðåä-

ñòâîì ñëó÷àéíè ðàçõîäêè ñ âðúùàíå íàçàä.

• Êîíñòðóêöèè çà q-è÷íè êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè ðàçñòîÿíèÿ, áàçèðàíè íà àëãåáðè÷íè è

êîìáèíàòîðíè îáåêòè

• Êîíñòðóêöèè çà q-è÷íè êîäîâå ñ äâå áëèçêè ðàçñòîÿíèÿ, áàçèðàíè íà àëãåáðè÷íè è

êîìáèíàòîðíè îáåêòè

• Ãðàíèöè çà ìîùíîñòòà è ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà q-è÷íè êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè

ðàçñòîÿíèÿ, áàçèðàíè íà ëèíåéíî ïðîãðàìèðàíå, âðúçêà ñúñ ñôåðè÷íè êîäîâå è äð.

• Ãðàíèöè çà ìîùíîñòòà è ðåçóëòàòè çà íåñúùåñòâóâàíå íà q-è÷íè êîäîâå ñ äâå ñúñåäíè

ðàçñòîÿíèÿ, áàçèðàíè íà ëèíåéíî ïðîãðàìèðàíå, ãåîìåòðè÷íè ñúîáðàæåíèÿ è äð.
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