
Àâòîðñêà ñïðàâêà

çà íàó÷íèòå ïðèíîñè íà äîö. ä-ð Íàòàëèÿ Òîäîðîâà Êîëüêîâñêà
â òðóäîâåòå, ïðåäñòàâåíè çà ó÷àñòèå â êîíêóðñ çà �ïðîôåñîð�,

îáÿâåí îò ÈÌÈ-ÁÀÍ è ïóáëèêóâàí â ÄÂ áð. 35/2016

â îáëàñò íà âèñøå îáðàçîâàíèå 4. Ïðèðîäíè íàóêè, ìàòåìàòèêà è èíôîð-
ìàòèêà, ïðîôåñèîíàëíî íàïðàâëåíèå 4.5 Ìàòåìàòèêà, íàó÷íà ñïåöèàëíîñò
�Èç÷èñëèòåëíà ìàòåìàòèêà� (×èñëåí è òåîðåòè÷åí àíàëèç íà íåëèíåéíè ÷àñ-
òíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ)

Çà ó÷àñòèå â êîíêóðñà ñà ïðåäñòàâåíè 27 ñòàòèè, ðàçäåëåíè â äâå ãðóïè.
Ñòàòèèòå, îçíà÷åíè ñ [À1]�[À11], ñà ïóáëèêóâàíè â ñïèñàíèÿ ñ èìïàêò ôàê-
òîð. Ñòàòèèòå [Â1]�[Â16] íÿìàò èìïàêò ôàêòîð, êàòî 13 îò òÿõ ñà â èçäàíèÿ
ñúñ SJR. Âñè÷êè ïðåäñòàâåíè ðåçóëòàòè ñà ïîëó÷åíè ñëåä ïðèñúæäàíåòî ìè
íà íàó÷íîòî çâàíèå

”
äîöåíò“.

Ïðåäñòàâåíèòå çà ó÷àñòèå â êîíêóðñà ñòàòèè ñà ãðóïèðàíè òåìàòè÷íî â
òðè ãðóïè:

1. Òåîðåòè÷åí àíàëèç íà íåëèíåéíè äèñïåðñíè óðàâíåíèÿ
2. ×èñëåíè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿ îò òèïà íà Áóñèíåñê
3. ×èñëåí àíàëèç íà äðóãè ïðîáëåìè.

1 Óâîä

Îñíîâíà ÷àñò îò ïðåäñòàâåíèòå ñòàòèè òðåòèðàò òåîðåòè÷íèÿ è ÷èñëåí àíà-
ëèç íà íåëèíåéíè äèñïåðñíè óðàâíåíèÿ îò òèïà íà Áóñèíåñê:

β2
∂2u

∂t2
= ∆u+ β1∆

∂2u

∂t2
−∆2u+ ∆f(u), x ∈ Rn, 0 < t ≤ T, T <∞ (1)

ñ íà÷àëíè

u(x, 0) = u0(x),
∂u

∂t
(x, 0) = u1(x) (2)

è ãðàíè÷íè óñëîâèÿ

u(x, t)→ 0, ∆u(x, t)→ 0, |x| → ∞ (3)

â áåçêðàéíàòà îáëàñò Rn × [0, T ]. Òóê ∆ å îïåðàòîðúò íà Ëàïëàñ ïî ïðîñò-
ðàíñòâåíèòå ïðîìåíëèâè, β1 è β2 ñà ïîëîæèòåëíè êîíñòàíòè. Íåëèíåéíîñò-
òà â óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñå çàäàâà îò ôóíêöèÿòà f . Ïðèìåðè íà ðàç-
ãëåæäàíè â ñòàòèèòå ôóíêöèè ñà f(u) = α|u|p, f(u) = α|u|p−1u, p ≥ 2;
f(u) = a|u|pu+ b|u|2pu, p ≥ 1.

Ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à (1)-(3) ñå ïîëó÷àâà ïðè ìîäåëèðàíåòî íà ðàçëè÷-
íè ïðîáëåìè îò ôèçèêàòà, áèîëîãèÿòà è äð.: êëàñè÷åñêîòî óðàâíåíèå íà
Áóñèíåñê å óðàâíåíèåòî (1) ñ n = 1, β1 = 0 è f(u) = αu2. Òî âúçíèêâà ïðè
ìîäåëèðàíå íà äâèæåíèåòî íà ïîâúðõíîñòíè âúëíè â ïëèòêè âîäè. Äðóãè
ïðèëîæåíèÿ íà (1), â êîèòî íåëèíåéíîñòòà å îò âèäà f(u) = a|u|pu+ b|u|2pu,
ñà äàäåíè ïî-íàòàòúê â èçëîæåíèåòî.
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Íÿêîè ôóíäàìåíòàëíè ñâîéñòâà íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñà ñëåäíè-
òå: çàïàçâàíå íà ìàñàòà, íà ìîìåíòà M(0) è íà åíåðãèÿòà E(0) â ïðîöåñà íà
åâîëþöèÿ íà ðåøåíèåòî âúâ âðåìåòî; íàëè÷èåòî íà ÷àñòíè ðåøåíèÿ íà (1),
êîèòî ñà ëîêàëèçèðàíè â ïðîñòðàíñòâîòî, äâèæàò ñå ñ ïîñòîÿííà ñêîðîñò
âúâ âðåìåòî è çàïàçâàò ôîðìàòà ñè ñ òå÷åíèå íà âðåìåòî. Òàêèâà ÷àñòíè
ðåøåíèÿ ñå íàðè÷àò ñîëèòîíè.

Çàäà÷àòà (1)-(3) ïðèòåæàâà äâà òèïà ðåøåíèÿ: ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàùè,
îãðàíè÷åíè çà âñÿêî ôèêñèðàíî âðåìå ðåøåíèÿ; è ò.í.

”
èçáóõâàùè“ çà êðàé-

íî âðåìå ðåøåíèÿ - ðåøåíèÿ, çà êîèòî ïðè êëîíåíå íà âðåìåòî êúì êðàéíà
âåëè÷èíà T ∗ (íàðå÷åíà âðåìå íà èçáóõâàíå), íÿêîÿ íîðìà íà ðåøåíèåòî
(íàïðèìåð H1 íîðìàòà) êëîíè êúì áåçêðàéíîñò. Îñíîâåí ïðîáëåì â òåîðè-
ÿòà å óñòàíîâÿâàíåòî íà êðèòåðèè, ïðè êîèòî â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíèòå
äàííè ðåøåíèåòî íà (1)-(3) ïðèíàäëåæè êúì åäèí îò äâàòà òèïà ðåøåíèÿ.

Çà çàäà÷è ñ åíåðãèÿ E(0) < d òàêèâà êðèòåðèè ñà ïîëó÷åíè ÷ðåç ïðåä-
ëîæåíèÿ â [13]1 ìåòîä íà ïîòåíöèàëíèòå ÿìè. Òóê êîíñòàíòàòà d (mountain
pass level) å ðàâíà íà äúëáî÷èíàòà íà ïîòåíöèàëíàòà ÿìà. Íàïðèìåð, îò [16],
[20] è äð. å èçâåñòíî, ÷å ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ íåëèíåé-
íîñò f(u) = α|u|p èçáóõâà, àêî íà÷àëíèòå äàííè ïðèòåæàâàò îòðèöàòåëíà
åíåðãèÿ, E(0) < 0. Â ñëó÷àÿ íà ñóáêðèòè÷íà åíåðãèÿ 0 < E(0) < d ãëîáàëíî-
òî ñúùåñòâóâàíå èëè èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî ñå îïðåäåëÿ íàïúëíî îò çíàêà
íà ôóíêöèîíàëà íà Íåõàðè (äåôèíèðàí êàòî ïðîèçâîäíà íà ïîòåíöèàëíàòà
åíåðãèÿ): àêî ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëà íà Íåõàðè å ïîëîæèòåëíà ïðè
t = 0, òî ðåøåíèåòî ñúùåñòâóâà ãëîáàëíî, àêî ñòîéíîñòòà íà ôóíêöèîíàëà
å îòðèöàòåëíà ïðè t = 0, òî ðåøåíèåòî èçáóõâà âúâ âðåìåòî.

Âúïðîñúò çà ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå èëè èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî íà (1)-
(3) ñúñ ñóïåðêðèòè÷íà åíåðãèÿ E(0) > d å íåäîñòàòú÷íî èçó÷åí. Òåîðåìè çà
ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèåòî ñà èçâåñòíè â ìíîãî ìàëêî ñëó÷àè,
íàïðèìåð çà çàäà÷è ñ íà÷àëíè äàííè, ñúîòâåòâàùè íà ñîëèòîíèòå. Îñâåí
òîâà çíàêúò íà ôóíêöèîíàëà íà Íåõàðè íå å äîñòàòú÷åí çà èçáóõâàíå íà
ðåøåíèåòî. Òúðñÿò ñå äðóãè, äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ âúðõó íà÷àëíèòå äàííè,
êîèòî äà ñà äîñòàòú÷íè çà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî.

Îñíîâåí ìåòîä [9] çà äîêàçàòåëñòâî íà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî å ñëåä-
íèÿò: íàé-íàïðåä ñå êîíñòðóèðà ïîäõîäÿùà èíòåãðàëíà õàðàêòåðèñòèêà íà
ðåøåíèåòî, êîÿòî ñå ðàçãëåæäà ïî-íàòàòúê êàòî ôóíêöèÿ íà âðåìåòî; ïðè
ïîäõîäÿùèÿ èçáîð òàçè ôóíêöèÿ ñå äîêàçâà, ÷å òÿ å ðåøåíèå íà äèôåðåíöè-
àëíî íåðàâåíñòâî; òîâà äèôåðåíöèàëíî íåðàâåíñòâî ñå èçñëåäâà è ñå óñòàíî-
âÿâà íàïðèìåð, ÷å ðåøåíèåòî ìó êëîíè êúì áåçêðàéíîñò çà êðàéíî âðåìå.
Äîáðå èçâåñòåí ïðèìåð çà ïîäîáíî íåðàâåíñòâî å òîâà îò [6].

1öèòèðàíèÿòà íà ñòàòèè áåç áóêâà â îçíà÷åíèåòî ñà îò ëèòåðàòóðàòà â êðàÿ íà àâòîð-
ñêàòà ñïðàâêà
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2 Òåîðåòè÷åí àíàëèç íà íåëèíåéíè äèñïåðñíè

óðàâíåíèÿ

Â òàçè ÷àñò ñà èçëîæåíè òåîðåòè÷íè ðåçóëòàòè âúâ âðúçêà ñ ðàçãëåäàíèòå
â óâîäà îñíîâíè ïðîáëåìè: èçâîä íà òî÷íà ñòîéíîñò íà êðèòè÷íàòà åíåð-
ãåòè÷íà êîíñòàíòà ïðè ðàçëè÷íè íåëèíåéíè ôóíêöèè; ðàçâèâàíå íà èäåèòå
íà ìåòîäà íà ïîòåíöèàëíàòà ÿìà, ïðåäëàãàéêè

”
íåñòàíäàðòåí ìåòîä“ íà ïî-

òåíöèàëíàòà ÿìà; èçñëåäâàíå íà óñòîé÷èâîñòòà íà ñîëèòîíè; ôîðìóëèðàíå
íà íîâî äèôåðåíöèàëíî íåðàâåíñòâî ñ èçáóõâàùî ðåøåíèå è íà íîâè äîñòà-
òú÷íè óñëîâèÿ çà èçáóõâàíå íà ðåøåíèÿ ñ ïðîèçâîëíà åíåðãèÿ; ïðåäëàãàíå è
èçñëåäâàíå íà íîâè ôóíêöèîíàëè, çàïàçâàùè çíàêà ñè â òå÷åíèå íà âðåìåòî.

Çà åäíîìåðíàòà çàäà÷à (1)-(3) ñ ïðîèçâîëíè äèñïåðñíè êîíñòàíòè β1 è
β2 è çà íåëèíåéíîñò îò âèäà f(u) = α|u|p, p ≥ 2, â [B6] è [A5] å ïîëó÷åíà
òî÷íàòà ñòîéíîñò íà êðèòè÷íà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà. Â [A5] âúâåæäàìå
äâà íîâè ôóíêöèîíàëà. Åäèíèÿò îò òÿõ, Iγ , îáîáùàâà êëàñè÷åñêèÿ ôóíê-
öèîíàë íà Íåõàðè è çàâèñè îò ïàðàìåòúðà γ. Çà íåãî ñå äîêàçâà çàïàçâàíå
íà çíàêà â òå÷åíèå íà âðåìåòî ïðè ïîäõîäÿùè ñòîéíîñòè íà ïàðàìåòúðà è
àêî 0 < E(0) < d . Îêàçâà ñå îáà÷å, ÷å çà çàäà÷è ñ ïîëîæèòåëíà åíåðãèÿ
ïðè âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè ñòîéíîñòè íà γ ôóíêöèîíàëúò Iγ å âèíàãè
îòðèöàòåëåí. Çàòîâà âúâåæäàìå âòîðè ôóíêöèîíàë K, âêëþ÷âàù íå ñàìî
íà÷àëíèÿ ïðîôèë u0, íî è íà÷àëíàòà ñêîðîñò u1 íà ðåøåíèåòî. Â òåîðåìà 6
ñå äîêàçâà çàïàçâàíå íà ïîëîæèòåëíèÿ çíàê íàK â òå÷åíèå íà âðåìåòî, àêî â
íà÷àëíèÿ ìîìåíò K å ïîëîæèòåëåí è íà÷àëíèòå äàííè óäîâëåòâîðÿâàò åäíî
íåðàâåíñòâî. Îñíîâåí ðåçóëòàò â [A5] å òåîðåìà 7 çà ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå
íà ðåøåíèå ñ ïðîèçâîëíà ïîëîæèòåëíà åíåðãèÿ, àêî â íà÷àëíèÿ ìîìåíò K å
ïîëîæèòåëåí è å èçïúëíåíî äîïúëíèòåëíîòî íåðàâåíñòâî, ñâúðçâàùî ñàìî
íà÷àëíèòå äàííè. Ïîñî÷åí å ìåòîä çà íàìèðàíå íà íà÷àëíè äàííè, çà êîèòî
óñëîâèÿòà íà íîâàòà òåîðåìà çà ñúùåñòâóâàíå ñà èçïúëíåíè.

Â ñòàòèè [A6], [A11] è [B11] ñå ðàçãëåæäà çàäà÷àòà (1) - (3) ñ êîìáèíèðàíà
íåëèíåéíîñò îò âèäà íà Áåðíóëè f(u) = a|u|pu + b|u|2pu, p ≥ 1, ïðè âñè÷êè
âúçìîæíè êîìáèíàöèè íà çíàöèòå íà a è b. Çàäà÷è ñ íåëèíåéíîñòè îò òî-
çè âèä âúçíèêâàò íàïðèìåð â ìåõàíèêàòà ïðè ìîäåëèðàíåòî íà íàäëúæíè
âúëíè â ñâèâàåì åëàñòè÷åí ïðúò, â áèîëîãèÿòà ïðè ðàçïðîñòðàíåíèåòî íà
íåðâíè èìïóëñè â áèîìåìáðàíè è äð. Áàçèñíà ðîëÿ èãðàå ò.í.

”
îñíîâíî“ ðå-

øåíèå, èëè ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå íà (1), èçâåñòíî îùå êàòî 'ground state'.
Â [A6 ], ïðèëàãàéêè ðåçóëòàòè îò [1], ñà íàìåðåíè íåîáõîäèìè è äîñòàòú÷-
íè óñëîâèÿ çà êîåôèöèåíòèòå a, b è ïàðàìåòúðà p, ïðè êîèòî ñúùåñòâóâà
åäèíñòâåíî (ñ òî÷íîñò äî òðàíñëàöèÿ) ïîëîæèòåëíî ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå
íà (1). Â ñëó÷àÿ b < 0 çà âñÿêî p ñå èç÷èñëÿâà êðèòè÷íàòà åíåðãåòè÷íà êîí-
ñòàíòà d â ÿâåí âèä ÷ðåç ñëîæåí èíòåãðàë. Â ÷àñòíîñò ïðè p = 2, òîåñò çà
÷åñòî ñðåùàíàòà 3-5 íåëèíåéíîñò, ôîðìóëàòà çà d å îïðîñòåíà è íå ñúäúðæà
èíòåãðàëè.

Çàäà÷àòà (1) - (3) ñ äîïóñêàíèÿòà b > 0, a < 0, a2 > (p+2)2

p+1 b â íåëèíåé-

íîñòòà f ñå ðàçãëåæäà â [A6] çà ïúðâè ïúò â ëèòåðàòóðàòà. Â òîçè ñëó÷àé
ñå âúâåæäà íîâ

”
íåñòàíäàðòåí“ ìåòîä íà ïîòåíöèàëíèòå ÿìè. Èçñëåäâà ñå
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ñòðóêòóðàòà íà ôóíêöèîíàëà íà Íåõàðè è íà ìíîãîîáðàçèåòî íà Íåõàðè,
êîèòî ñà ïî-ñëîæíè îò òåçè â ñëó÷àÿ b < 0. Äîêàçâà ñå, ÷å âåëè÷èíàòà d,
èç÷èñëåíà âúðõó ôóíêöèèòå îò öÿëîòî ìíîãîîáðàçèåòî íà Íåõàðè, êëîíè
êúì ìèíóñ áåçêðàéíîñò. Òîâà ïîçâîëÿâà ðàçãëåæäàíåòî íà íîâà ïîòåíöèàë-
íà ÿìà è äåôèíèðàíåòî íà íîâà êðèòè÷íà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà d+ êàòî
ìèíèìóì íà ïîòåíöèàëíàòà åíåðãèÿ ñàìî âúðõó åäíà ÷àñò îò ôóíêöèèòå îò
ìíîãîîáðàçèåòî íà Íåõàðè. Äîêàçâà ñå, ÷å d+ å ïîëîæèòåëíà âåëè÷èíà è
ñå íàìèðà íåéíàòà ñòîéíîñò â ÿâåí âèä ÷ðåç ñëîæåí èíòåãðàë ïðè p 6= 2.
Ôîðìóëà çà d+ å îïðîñòåíà ïðè p = 2. Ñ ïîìîùòà íà íîâàòà êðèòè÷íà åíåð-
ãåòè÷íà êîíñòàíòà d+ ñå äîêàçâà îñíîâíàòà Òåîðåìà 6.3 çà ñúùåñòâóâàíå íà
ãëîáàëíî ðåøåíèå íà çàäà÷è ñ åíåðãèÿ E(0) < d+.

Ñëó÷àÿò b > 0, a < 0, a2 = (p+2)2

p+1 b ñå ðàçãëåæäà ïîäðîáíî â ñòàòèÿ

[B11]. Â [A6] ïðè ðàçãëåæäàíèòå îãðàíè÷åíèÿ ñå äîêàçâà ñúùåñòâóâàíå íà
äâå ñèìåòðè÷íè íåòðèâèàëíè ðåøåíèÿ íà ñòàöèîíàðíîòî óðàâíåíèå, íî íå
îò âèäà íà ñîëèòîí, òîåñò ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ u(x, t) → 0 ïðè |x| → ∞ , à
îò âèäà 'kink', êîãàòî èìàìå ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ∂u

∂x (x, t) → 0 ïðè |x| → ∞.
Ïîäîáíî íà [A6], â [B11 ] ñå íàìèðà íîâà ïîòåíöèàëíà ÿìà è ñå äåôèíèðà
íîâà êðèòè÷íà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà d+ - àíàëîã íà êîíñòàíòàòà d îò êëà-
ñè÷åñêèÿ ìåòîä íà ïîòåíöèàëíèòå ÿìè. Äîêàçâà ñå îñíîâíàòà òåîðåìà 2 çà
ñúùåñòâóâàíå íà ãëîáàëíî ðåøåíèå ïðè ñóáêðèòè÷íà åíåðãèÿ E(0) < d+. Â
òåîðåìà 4 ñå äîêàçâà, ÷å L2 íîðìàòà íà ãðàäèåíòà íà ðåøåíèåòî å âèíàãè
îãðàíè÷åíà â ìàêñèìàëíèÿ èíòåðâàë íà ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèåòî, òî-
åñò èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî ÷ðåç êëîíåíå íà íîðìàòà íà ãðàäèåíòà ìó êúì
áåçêðàéíîñò å íåâúçìîæíî. Çà ðàçëèêà îò ïðåäèøíèòå ñëó÷àè íà âðúçêè
ìåæäó êîåôèöèåíòèòå a è b, ïðè êîèòî êðèòè÷íàòà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà
ñå èç÷èñëÿâà â ÿâåí âèä ÷ðåç ñòàöèîíàðíîòî ðåøåíèå, â ñëó÷àÿ b > 0, a < 0,

a2 = (p+2)2

p+1 b è çà âñÿêî p â òåîðåìà 5 ñà íàìåðåíè ñàìî îöåíêè îòãîðå è
îòäîëó íà êîíñòàíòàòà d+.

Â îñòàíàëèòå äâà ñëó÷àÿ, ñâúðçàíè ñ íåëèíåéíîñòòà íà Áåðíóëè (b > 0,

a > 0) è (b > 0, a < 0, a2 < (p+2)2

p+1 b), è çàäà÷àòà (1) - (3), â [A6] ñå äîêàçâà
ñúùåñòâóâàíå íà åäèíñòâåíî ãëîáàëíî ðåøåíèå ÷ðåç çàêîíà çà çàïàçâàíå íà
åíåðãèÿòà.

Â [B12] ñå ðàçãëåæäà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿâà-
ùà ñèëà è ñ íåëèíåéíîñò f(u) = α|u|p−1u. Òîâà óðàâíåíèå îïèñâà íàïðå÷íèòå
äåôîðìàöèè â åëàñòè÷åí ïðúò. Çà ïðúâ ïúò, ïðèëàãàéêè ìåòîäà íà ïîòåí-
öèàëíèòå ÿìè, â òåîðåìà 3 è òåîðåìà 4 ñå äîêàçâà ãëîáàëíîòî ñúùåñòâóâàíå
èëè èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî â ñëó÷àÿ íà ñóáêðèòè÷íà åíåðãèÿ. Èçâåäåíà å
îöåíêà îòäîëó íà êðèòè÷íàòà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà. Ïðè èçïúëíåíèå íà
äâå äîïúëíèòåëíè íåðàâåíñòâà çà íà÷àëíèòå äàííè, â òåîðåìà 5 è òåîðå-
ìà 6 ñå èçñëåäâà çíàêúò íà ôóíêöèîíàëà íà Íåõàðè, êàòî ñå äîêàçâà, ÷å
òîé å âèíàãè îòðèöàòåëåí. Îñíîâíèå ðåçóëòàòè, ïîëó÷åíè â òåîðåìà 7, ñà
çà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî â ñëó÷àÿ íà ïðîèçâîëíà ïîëîæèòåëíà åíåðãèÿ è
îöåíêàòà îòãîðå íà âðåìåòî íà èçáóõâàíå. Äàäåí å ìåòîä çà ïîñòðîÿâàíå íà
íà÷àëíè äàííè ñ åíåðãèÿ, ïî-ãîëÿìà îò ïðîèçâîëíî ïîëîæèòåëíî ÷èñëî, çà
êîèòî ñà èçïúëíåíè óñëîâèÿòà íà òåîðåìàòà çà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî.
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Â [A11] ñå èçñëåäâà îðáèòàëíàòà óñòîé÷èâîñò èëè íåóñòîé÷èâîñò íà ñî-
ëèòîííèòå ðåøåíèÿ íà (1) ïðè êâàäðàòè÷íî-êóáè÷íàòà íåëèíåéíîñò f(u) =
au2 + bu3. Íàé-íàïðåä, â çàâèñèìîñò îò çíàöèòå íà ó÷àñòâàùèòå â óðàâíå-
íèåòî ïàðàìåòðè, ñå èçâåæäàò âñè÷êè äâèæåùè ñå ñúñ ñêîðîñò c ñîëèòîíè
è èíòåðâàëèòå çà ñêîðîñòèòå èì. Çà åäèí îñíîâåí ñëó÷àé íà êîìáèíàöèÿ íà
ïàðàìåòðèòå, ñâúðçàí ñ ìîäåëèðàíåòî íà íåðâíè èìïóëñè, ñå ïðèëàãàò èäåè
îò òåîðèÿòà îò [5] è [3] çà óñòîé÷èâîñò èëè íåóñòîé÷èâîñò íà ñîëèòîíè. Â
òåîðåìà 1 è òåîðåìà 2 ñå èçâåæäàò â ÿâåí âèä ñâúðçàíàòà ñúñ çàêîíèòå çà
çàïàçâàíå íà åíåðãèÿ è ìîìåíò ôóíêöèÿ d(c) è âòîðàòà è ïðîèçâîäíà d′′(c).
Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå óñòàíîâè îðáèòàëíàòà óñòîé÷èâîñò èëè íåóñòîé÷èâîñò
íà ñîëèòîíèòå, êàòî ïðîñòî ñå çàìåñòÿò êîíêðåòíèòå ïàðàìåòðè îò çàäà÷àòà
âúâ ôîðìóëàòà çà d′′(c) è ñå îïðåäåëè çíàêúò íà d′′(c). Â òåîðåìà 5 ñà ïîëó-
÷åíè ðåçóëòàòè çà óñòîé÷èâîñò èëè íåóñòîé÷èâîñò, âàëèäíè â îêîëíîñòè íà
êðàéíèòå òî÷êè îò èíòåðâàëèòå íà ñúùåñòâóâàíå íà âúçìîæíèòå ñêîðîñòè
íà ñîëèòîíèòå. Â òåîðåìà 3 å íàïðàâåí ïðåöèçåí àíàëèç íà óñòîé÷èâîñòòà
çà ÷àñòíèÿ ñëó÷àé íà óðàâíåíèå (1), â êîåòî β1 = 0. Ïîëó÷åíèòå â ñòàòèÿòà
ðåçóëòàòè îáîáùàâàò èçâåñòíè ðåçóëòàòè îò [3], [4].

Â ñòàòèèòå [A7]�[A10], [B12] è [B13] ñå ðàçãëåæäàò âúïðîñè çà èçáóõâà-
íå íà ðåøåíèÿ ñ ïðîèçâîëíî âèñîêà ïîëîæèòåëíà åíåðãèÿ íà óðàâíåíèåòî
íà Êëàéí-Ãîðäîí è óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿâàùà ñè-
ëà, êàòî ðàçãëåæäàíèòå íåëèíåéíîñòè ñà îò îáù âèä. Â ÷àñòåí ñëó÷àè íà
íåëèíåéíîñòèòå ñå ïîëó÷àâà íåëèíåéíîñòòà íà Áåðíóëè. Òðóäíîñòèòå ïðè
òðåòèðàíåòî íà òàêèâà íåëèíåéíîñòè å ëèïñàòà íà õîìîãåííîñò ïðè ðåñêà-
ëèðàíå íà óðàâíåíèåòî è íà÷àëíèòå äàííè.

Â ñòàòèÿòà [A7] ñå ðàçãëåæäà óðàâíåíèåòî íà Êëàéí-Ãîðäîí ñ íåëèíåé-
íîñò îò äâà îáùè âèäà. Âúâåæäà ñå è ñå èçñëåäâà íîâ ôóíêöèîíàë P îò
ðåøåíèåòî, èäåÿòà çà êîéòî å âçåòà îò ïîäõîäÿùà äåêîìïîçèöèÿ íà ïðîèç-
âîäíàòà ïî âðåìåòî. Â îñíîâíàòà òåîðåìà 2.2 ñå äîêàçâà èçáóõâàíå íà ðåøå-
íèåòî íà óðàâíåíèåòî çà êðàéíî âðåìå, àêî ñà óäîâëåòâîðåíè äîïúëíèòåëíè
óñëîâèÿ âúðõó íà÷àëíèòå äàííè. Ïðåäëîæåíîòî â ñòàòèÿòà äîñòàòú÷íî óñ-
ëîâèå çà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî îáîáùàâà è îòñëàáâà èçâåñòíèòå äî ñåãà
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ îò [15], [18], [7], [19]. Îñâåí òîâà ïîëó÷àâàìå, ÷å íÿêîè
óñëîâèÿ âúðõó íà÷àëíèòå äàííè, íàëîæåíè â [18] è [19], ñà èçëèøíè. Êîí-
ñòðóèðàò ñå íà÷àëíè äàííè ñ ïðîèçâîëíî ãîëÿìà ïîëîæèòåëíà åíåðãèÿ, çà
êîèòî ïðåäëîæåíîòî â ñòàòèÿòà óñëîâèå å èçïúëíåíî, à èçâåñòíèòå äî ñåãà
äîñòàòú÷íè óñëîâèÿ - íå. Ìåòîäúò íà äîêàçàòåëñòâî ñå îñíîâàâà íà èçïúê-
íàëèÿ ìåòîä íà Ëåâèí [9].

Â ñòàòèÿòà [A8] ñå ðàçãëåæäà èçáóõâàíåòî íà ðåøåíèåòî íà óðàâíåíèåòî
íà Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿâàùà ñèëà è ñ äâà òèïà îáùè íåëèíåé-
íîñòè. Â òåîðåìà 4.1 ñå ôîðìóëèðà äîñòàòú÷íî óñëîâèå âúðõó íà÷àëíèòå
äàííè, ïðè èçïúëíåíèåòî íà êîåòî ñå äîêàçâà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî çà
êðàéíî âðåìå. Äàâà ñå îöåíêà îòãîðå íà âðåìåòî íà èçáóõâàíå. Ïðåäëîæåí
å íîâ ôóíêöèîíàë P îò ðåøåíèåòî è ñå äîêàçâà, ÷å ôóíêöèîíàëúò íà Íå-
õàðè å âèíàãè îòðèöàòåëåí, àêî å óäîâëåòâîðåíî äîñòàòú÷íîòî óñëîâèå çà
íà÷àëíèòå äàííè. Äîêàçàòåëñòâîòî íà ðåçóëòàòà ñå áàçèðà íà ïðåäëîæåíà
â ñòàòèÿòà ìîäèôèêàöèÿ íà èçïúêíàëèÿ ìåòîä íà Ëåâèí. Òîâà å ïúðâèÿò
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ïîëó÷åí â ëèòåðàòóðàòà ðåçóëòàò çà íåñúùåñòâóâàíå íà ãëîáàëíî ðåøåíèå
çà ðàçãëåæäàíîòî óðàâíåíèå.

Îñíîâåí ðåçóëòàò, ïîëó÷åí â ñòàòèÿòà [A9], å ôîðìóëèðàíîòî â òåîðå-
ìà 3.1 íîâî äèôåðåíöèàëíî íåðàâåíñòâî ñ íåñúùåñòâóâàùî ãëîáàëíî ðåøå-
íèå. Â òåîðåìàòà ñå èçâåæäà è îöåíêà îòãîðå íà ìàêñèìàëíîòî âðåìå íà
ñúùåñòâóâàíå íà ðåøåíèåòî. Ïîäîáíè íåðàâåíñòâà, èçâåñòíè â ëèòåðàòóðà-
òà, ñà òåçè îò [6], [15], [8]. Îêàçâà ñå, ÷å íîâîòî íåðàâåíñòâî ñå óäîâëåòâîðÿâà
åñòåñòâåíî ïðè òðåòèðàíåòî íà íåëèíåéíè äèñïåðñíè óðàâíåíèÿ îò âèäà íà
Êëàéí-Ãîðäîí è óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿâàùà ñèëà
è ñ íåëèíåéíîñòè îò äâà îáùè âèäà. Êàòî ñëåäñòâèå îò íîâîòî íåðàâåí-
ñòâî ñà ïîëó÷åíè òåîðåìè çà èçáóõâàíå íà ðåøåíèÿòà íà óðàâíåíèåòî íà
Êëàéí-Ãîðäîí è óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿâàùà ñèëà
ïðè óäîâëåòâîðÿâàíå íà äîïúëíèòåëíî óñëîâèå çà íà÷àëíèòå äàííè, êîåòî å
ïî-îáùî îò ñúîòâåòíèòå óñëîâèÿ â [19], [7].

Â òåîðåìà 3 îò [A10] å ïðåäñòàâåíî ïî-îáùî äîïúëíèòåëíî óñëîâèå çà íà-
÷àëíèòå äàííè îò òîâà â [A9], ïðè êîåòî ñå äîêàçâà íåñúùåñòâóâàíå íà ãëî-
áàëíî ðåøåíèå íà íîâîòî îáèêíîâåíî äèôåðåíöèàëíî íåðàâåíñòâî îò [A9].
Â òåîðåìà 2 ñå ôîðìóëèðà åäíî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå çà èçáóõ-
âàíå íà ðåøåíèåòî íà äèôåðåíöèàëíîòî íåðàâåíñòâî îò [A9]. Êàòî îñíîâíî
ïðèëîæåíèå íà òåîðåìà 3 ñå äîêàçâà èçáóõâàíå çà êðàéíî âðåìå íà ðåøåíè-
åòî íà óðàâíåíèåòî íà Êëàéí-Ãîðäîí ñ íåëèíåéíîñò îò îáù âèä ïðè ïî-îáùî
îò èçâåñòíèòå äî ñåãà äîïúëíèòåëíî óñëîâèå çà íà÷àëíèòå äàííè.

Â [B13] ñå ðàçãëåæäà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿ-
âàùà ñèëà è íåëèíåéíîñò îò îáù âèä. Äåôèíèðàíè ñà òðè îáîáùåíèÿ íà
êëàñè÷åñêèÿ ôóíêöèîíàë íà Íåõàðè. Çà âñåêè îò îáîáùåíèòå ôóíêöèîíà-
ëè, â òåîðåìà 4 - òåîðåìà 6 ñå äîêàçâà çàïàçâàíåòî íà îòðèöàòåëíèÿ çíàê
íà ôóíêöèîíàëà â òå÷åíèå íà âðåìåòî, àêî â íà÷àëíèÿ ìîìåíò ñòîéíîñòòà
íà ôóíêöèîíàëà å îòðèöàòåëíà. Êàòî ñëåäñòâèå ñå óñòàíîâÿâà èçáóõâàíå íà
ðåøåíèåòî íà ðàçãëåæäàíàòà çàäà÷à, êîåòî ìîæå äà èìà ïðîèçâîëíî ãîëÿìà
åíåðãèÿ. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â ñòàòèÿòà å òåîðåìà 7, â êîÿòî å ôîðìóëèðàíî
äîïúëíèòåëíî óñëîâèå çà íà÷àëíèòå äàííè (ïîäîáíî íà òîâà îò [A10]), ïðè
óäîâëåòâîðÿâàíåòî íà êîåòî ñå äîêàçâà èçáóõâàíå íà ðåøåíèåòî çà êðàéíî
âðåìå.

3 ×èñëåíè ìåòîäè çà óðàâíåíèÿ îò òèïà íà Áó-

ñèíåñê

Ñòàòèèòå [A4], [B3]�[B5], [B7]�[B10], [B14]�[B16] ñà ïîñâåòåíè íà ÷èñëåíè
ìåòîäè çà ðåøàâàíå íà ìíîãîìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê (1)-(3) è íà
îïðåäåëÿíåòî íà êðèòè÷íàòà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà â ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àé.
Çà ïðîñòîòà èçëîæåíèåòî å íàïðàâåíî çà äâóìåðíàòà çàäà÷à.

Çà ðåøàâàíå íà åäíîìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê â ëèòåðàòóðàòà ñà
ïðåäëîæåíè ðàçëè÷íè ÷èñëåíè ìåòîäè, êàòî äèôåðåí÷íè ìåòîäè, ìåòîä íà
êðàéíèòå åëåìåíòè, ñïåêòðàëíè è ïñåâäîñïåêòðàëíè ìåòîäè, ñèìïëåêòè÷íè
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ìåòîäè è äð. ×èñëåíè ðåçóëòàòè çà äâóìåðíàòà çàäà÷à ñà ïóáëèêóâàíè ñàìî
â [2]. Òåîðåòè÷åí àíàëèç å íàïðàâåí ñàìî çà ñëó÷àÿ β1 = 0 â (1), ñúîòâåòíî â
[12] - çà ìåòîäà íà êðàéíèòå åëåìåíòè, è â [11] - çà åäèí äèôåðåí÷åí ìåòîä.

Îñíîâíèòå öåëè, ïîñòàâåíè â ÷èñëåíèòå èçñëåäâàíèÿ, ñà:

• ïîñòðîÿâàíå è òåîðåòè÷íî èçñëåäâàíå çà ñõîäèìîñò è òî÷íîñò íà äèôå-
ðåí÷íè ñõåìè çà îáùîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê (1), ãëàâíî ñ β1 6= 0;

• ïîñòðîÿâàíå íà êîíñåðâàòèâíè ñõåìè (çàïàçâàùè ïîäõîäÿùè äèñêðåò-
íè àíàëîçè íà åíåðãèÿòà, ìîìåíòà è äð.);

• ïîñòðîÿâàíå íà åôåêòèâíè (ñ áðîé íà ïðåñìÿòàíèÿòà ïðîïîðöèîíàëåí
íà áðîÿ íà âúçëèòå) àëãîðèòìè (â åäíîìåðíèÿ è ìíîãîìåðíèÿ ñëó÷àè)
çà êîìïþòúðíà ñèìóëàöèÿ íà òåçè ñõåìè.

Êîíñåðâàòèâíîñòòà íà èçñëåäâàíèòå ÷èñëåíè ìåòîäè å îñîáåíî âàæíà õàðàê-
òåðèñòèêà çà ïðåñìÿòàíåòî íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå â äúëúã ïåðèîä îò âðåìå.

Â [B3], [B4] è [A4] ñà ðàçãëåäàíè òðè ñåìåéñòâà îò òðèñëîéíè äèôåðåí-
÷íè ñõåìè, çàâèñåùè îò ïàðàìåòúð, çà ÷èñëåíî ðåøàâàíå íà ìíîãîìåðíîòî
óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê ñ ïðîèçâîëíà íåëèíåéíîñò. Òå ñå ðàçëè÷àâàò ïî àï-
ðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíèÿ ÷ëåí â (1). Åäíàòà îò ïðåäëîæåíèòå ñõåìè,
ò.í.

”
ÿâíà“ ñõåìà, àïðîêñèìèðà íåëèíåéíîñòòà ÷ðåç ñòîéíîñòè íà ðåøåíè-

åòî íà îñíîâíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî. Îñòàíàëèòå äâå ñõåìè ñà
”
íåÿâíè“ - òå

âêëþ÷âàò ÷èñëåíîòî ðåøåíèå íà ãîðíèÿ ñëîé ïî âðåìåòî êàòî àðãóìåíò íà
íåëèíåéíà ôóíêöèÿ - è ñå ðàçëè÷àâàò ïî àïðîêñèìàöèÿòà íà íåëèíåéíîñòòà.
Àíàëèçúò íà ãëàâíèÿ ÷ëåí îò ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ, ïðîâåäåí â [A4],
ïîêàçâà ïðåäèìñòâîòî íà åäíàòà

”
íåÿâíà“ ñõåìà ïðåä äðóãàòà ïî îòíîøå-

íèå íà ãðåøêàòà íà àïðîêñèìàöèÿ, êîåòî å ñúùåñòâåíî ïðè çàäà÷è ñ ãîëåìè
ïðîèçâîäíè.

Â [B3], [B4] è [A4] å äîêàçàíà êîíñåðâàòèâíîñòòà íà äâåòå
”
íåÿâíè“ ñå-

ìåéñòâà äèôåðåí÷íè ñõåìè- çàïàçâàíå íà íà÷àëíàòà åíåðãèÿ ïðè åâîëþöèÿ
íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå âúâ âðåìåòî. Ïðè òðåòàòà ñõåìà, ò.í.

”
ÿâíà ñõåìà“, ñå

óäîâëåòâîðÿâà èíòåãðàëíî òúæäåñòâî, âàëèäíî çà âñåêè äâà ñúñåäíè ñëîÿ
ïî âðåìåòî, âèæ [B3].

Ïðè îñíîâíèòå ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷å òî÷íîòî è ÷èñëåíîòî ðåøåíèå ñà îã-
ðàíè÷åíè â ðàçãëåæäàíèÿ âðåìåâè èíòåðâàë, à ñòúïêàòà ïî âðåìåòî å äîñ-
òàòú÷íî ìàëêà (îãðàíè÷åíà îòãîðå îò ìàêñèìóìà íà òî÷íîòî è ÷èñëåíî ðå-
øåíèå), çà âñè÷êè ïðåäëîæåíè ñõåìè â [A4] è [B4] ñà äîêàçàíè çà ïðúâ
ïúò òåîðåìè çà ñõîäèìîñò íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî ñúñ ñêîðîñò
O(h2 + τ2) (h å õàðàêòåðíàòà ñòúïêà ïî ïðîñòðàíñòâîòî, à τ å ñòúïêàòà ïî
âðåìåòî). Ïîëó÷åíè ñà ñúãëàñóâàíè îöåíêè íà ãðåøêàòà â äèñêðåòíà ðàâíî-
ìåðíà íîðìà (ñ òî÷íîñò äî ëîãàðèòìè÷åí ìíîæèòåë) è â äèñêðåòíà Ñîáîëåâà
íîðìàW 1

2,h. Â òåîðåìà 3.4 îò [A4] äîïúëíèòåëíî å äîêàçàíî ñúùåñòâóâàíåòî

íà ëîêàëíî (ïî âðåìåòî) îãðàíè÷åíî â äèñêðåòíîòî ïðîñòðàíñòâî W 1
2,h ÷èñ-

ëåíî ðåøåíèå, ïðè äîñòàòú÷íî ìàëêà ñòúïêà ïî âðåìåòî, îãðàíè÷åíà îòãîðå
îò âõîäíè ïàðàìåòðè íà çàäà÷àòà. Îñíîâíèòå ïðåîäîëåíè òðóäíîñòè ïðè
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÷èñëåíèÿ àíàëèç íà ñõåìèòå ñà íåëèíåéíîñòòà íà èçõîäíàòà äèôåðåíöèàëíà

çàäà÷à è íàëè÷èåòî íà íåñòàíäàðòíèÿ ÷ëåí β1∆∂2u
∂t2 â íåÿ.

Â åäíîìåðíèÿ ñëó÷àé â [B3], [B7] è [A4], à â äâóìåðíèÿ ñëó÷àé â [B5], ñà
íàïðàâåíè ìíîãî÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè îòíîñíî ðåäà íà ñõîäèìîñò è óäîâ-
ëåòâîðÿâàíåòî íà äèñêðåòíèÿ çàêîí çà çàïàçâàíå íà åíåðãèÿòà. Âñè÷êè òå
ïîêàçâàò âòîðèÿ ðåä íà ñõîäèìîñò è çàïàçâàíå íà äèñêðåòíàòà åíåðãèÿ ñ
ìíîãî âèñîêà òî÷íîñò.

Ïðåäëîæåíèòå â [B3], [B4] è [A4] äèôåðåí÷íè ñõåìè çà óðàâíåíèåòî íà
Áóñèíåñê (1) ñà èçïîëçâàíè ìíîãîêðàòíî ïðè ÷èñëåíèòå åêñïåðèìåíòè, ïðåä-
ñòàâåíè â òåîðåòè÷íèòå ñòàòèè [A5], [A6], [Â6], [Â11] è [Â12]. Íàïðèìåð, â
[A5] è [Â6] ñå äåìîíñòðèðà ÷èñëåíî òî÷íîñòòà íà êðèòè÷íà åíåðãåòè÷íà êîí-
ñòàíòà, êàòî ñå èçñëåäâà ïîâåäåíèåòî íà ÷èñëåíè ðåøåíèÿ ñ åíåðãèè, áëèçêè
ïîä è íàä òàçè êîíñòàíòà. Ïðîâåäåíèòå â [B6] è [A5] äðóãè ÷èñëåíè åêñïå-
ðèìåíòè ïîêàçâàò, ÷å ãëîáàëíàòà ðàçðåøèìîñò èëè èçáóõâàíå íà ðåøåíèÿòà
íà çàäà÷è ñúñ ñóáêðèòè÷íà åíåðãèÿ E(0) < d çàâèñÿò íå ñàìî îò íà÷àëíèÿ
ïðîôèë íà ðåøåíèåòî u0, à è îò ñêîðîñòòà u1. Òîâà íè ìîòèâèðà äà âúâåäåì
â [A5] äâàòà íîâè åíåðãåòè÷íè ôóíêöèîíàëà. Îñíîâíèòå èäåè çà ÷èñëåíî
ðåøàâàíå íà (1)�(3) ñà ïðèëîæåíè ïðè ïîñòðîÿâàíåòî íà ÷èñëåíè ìåòîäè çà
ðåøàâàíå íà óðàâíåíèåòî íà Áóñèíåñê îò øåñòè ðåä è ïðè óðàâíåíèåòî íà
Áóñèíåñê ñ ëèíåéíà âúçñòàíîâÿâàùà ñèëà â [Â12].

Àëãîðèòúìúò, ðåàëèçèðàí â [B5], å îñíîâàí íà ðàçöåïâàíåòî íà äèôåðåí-
÷íèòå ñõåìè íà äèñêðåòíà äâóìåðíà åëèïòè÷íà çàäà÷à è íà õèïåðáîëè÷íà
çàäà÷à. Çà èç÷èñëÿâàíå íà ðåøåíèåòî íà

”
íåÿâíèòå“ ñõåìè ñå èçèñêâà è

äîïúëíèòåëåí èòåðàöèîíåí ïðîöåñ. Òàêà â [B5], åäíîâðåìåííî ñ [2], ñà ïðåä-
ñòàâåíè ïúðâèòå èçâåñòíè â ëèòåðàòóðàòà ÷èñëåíè ðåçóëòàòè çà ðåøàâàíå
íà äâóìåðíàòà çàäà÷à íà Áóñèíåñê.

Â [B7] å ïðåäëîæåíî ðàçëè÷íî, ò.í. ïîêîîðäèíàòíî, ðàçöåïâàíå íà ïðåä-
ëîæåíèòå äèôåðåí÷íè ñõåìè, êîåòî ñå îñíîâàâà íà ðåøàâàíåòî íà ñåðèÿ
îò åäíîìåðíè çàäà÷è íàé-íàïðåä â åäíàòà, à ïîñëå â äðóãàòà êîîðäèíàò-
íà ïîñîêà, è íà ðåøàâàíåòî íà äâóìåðíà åëèïòè÷íà çàäà÷à ñúñ ñòàíäàðòåí
äèñêðåòåí Ëàïëàñèàí.

Â [B10] ñå ïðåäëàãàò è èçñëåäâàò äâå ÷èñëåíè ñõåìè çà ðåøàâàíå íà äâó-
ìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê, çàïèñàíî â äâèæåùà ñå åäíîâðåìåííî ñúñ
ñîëèòîíà êîîðäèíàòíà ñèñòåìà. Ñìåñåíàòà ïðîèçâîäíà ïî âðåìåòî è ïî åäíà-
òà ïðîñòðàíñòâåíà ïðîìåíëèâà â åäíàòà ñõåìà ñå àïðîêñèìèðà ÷ðåç öåíòðàë-
íà êðàéíà ðàçëèêà ïî ïðîñòðàíñòâåíàòà ïðîìåíëèâà, à âúâ âòîðàòà ñõåìà
- ÷ðåç ðàçëèêà

”
ñðåùó ïîòîêà“ (upwind). Ëèíåéíèòå ñõåìè, ñúîòâåòñòâàùè

íà ïðåäëîæåíèòå íåëèíåéíè, ñå àíàëèçèðàò è ñå ïîêàçâà òÿõíàòà óñòîé÷è-
âîñò ïî íà÷àëíè äàííè è äÿñíà ÷àñò. Çà åäíîìåðíàòà çàäà÷à ñà ïðîâåäåíè
ìíîãî÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè çà íàìèðàíå íà ÷èñëåíèÿ ðåä íà ñõîäèìîñò.
Ïðåäèìñòâîòî íà òåçè ñõåìè å â çàïàçâàíåòî íà ñîëèòîíà âèíàãè â öåíòúðà
íà êîîðäèíàòíàòà ñèñòåìà â òå÷åíèå íà âðåìåòî. Òî ïîçâîëÿâà óñïåøíîòî
èçïîëçâàíå íà íåðàâíîìåðíà ìðåæà, ñãúñòÿâàùà ñå îêîëî íà÷àëîòî íà êîîð-
äèíàòíàòà ñèñòåìà, êúäåòî ïðîèçâîäíèòå ïî ïðîñòðàíñòâåíèòå ïðîìåíëèâè
ñà ãîëåìè.
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Â [B9] ñå ïðåäëàãà íîâà ÷åòèðèñëîéíà äâóïàðàìåòðè÷íà äèôåðåí÷íà ñõå-
ìà çà ðåøàâàíå íà äâóìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê, êàòî â òåîðåìà 1 ñå
äîêàçâà íåéíàòà êîíñåðâàòèâíîñò. Ïðè ïîäõîäÿù èçáîð íà åäèíèÿ îò ïàðà-
ìåòðèòå è ñëàáî îãðàíè÷åíèå îòãîðå çà ñòúïêàòà ïî âðåìåòî ÷ðåç õàðàêòåð-
íàòà ñòúïêà ïî ïðîñòðàíñòâîòî, íàìèðàíåòî íà ðåøåíèåòî íà ïîëó÷åíàòà
äèôåðåí÷íà ñõåìà ñå ñâåæäà ñàìî äî ðåøàâàíå íà äèñêðåòíî åëèïòè÷íî
óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä âúðõó ïðàâîúãúëíà ìðåæà, êîåòî å ñòàíäàðòíà çà-
äà÷à â ÷èñëåíèòå ìåòîäè. Òàêà ÷èñëåíàòà ðåàëèçàöèÿ íà ìåòîäà ñòàâà ìíîãî
åôåêòèâíà. Â òåîðåìà 2 îò [B14] ñå äîêàçâà, ÷å ÷åòèðèñëîéíàòà äèôåðåí÷íà
ñõåìà èìà O(h2 + τ2) ñêîðîñò íà ñõîäèìîñò. Â [B9] è [B14] ñà ïðåäñòàâå-
íè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè çà óñòàíîâÿâàíå íà ÷èñëåíèÿ ðåä íà ñõîäèìîñò
è çàïàçâàíå íà äèñêðåòíèÿ åíåðãåòè÷åí ôóíêöèîíàë, êàêòî è ñðàâíåíèå ñ
èçâåñòíèòå âå÷å òðèñëîéíè äèôåðåí÷íè ñõåìè.

Â [B8] ñå ïðåäëàãà âåêòîðíà àäèòèâíà ñõåìà, íàðè÷àíà îùå
”
ìíîãîêîì-

ïîíåíòåí ìåòîä íà ïðîìåíëèâèòå íàïðàâëåíèÿ“, çà äâóìåðíîòî óðàâíåíèå
íà Áóñèíåñê. Ïðè òîçè ìåòîä íà âñÿêà åäíà ñòúïêà ïî âðåìåòî ñå îïðåäåëÿ
âåêòîð îò ðåøåíèÿ, êîèòî ñà ïðèáëèæåíèÿ íà òî÷íîòî ðåøåíèå. Ðåäúò íà
àïðîêñèìàöèÿ íà òîçè ìåòîä å O(h2 + τ), àêî çà êîåôèöèåíòà β1 îò óðàâ-
íåíèåòî (1) å èçïúëíåíî β1 6= 0, è O(h2 + τ2), àêî β1 = 0. Â òåîðåìà 1 ñå
äîêàçâà, ÷å ðàçëèêàòà ìåæäó åíåðãåòè÷íèòå íîðìè íà ðåøåíèåòî, èç÷èñëå-
íè çà äâà ïîñëåäîâàòåëíè ñëîÿ ïî âðåìåòî, å O(τ). Â òåîðåìà 2 è ñëåäñòâèå 1
ñå äîêàçâà ñõîäèìîñò íà ÷èñëåíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî â ñèëíà äèñêðåòíà
íîðìà W 2

2,h ñúñ ñêîðîñò O(h2 + τ), àêî β1 6= 0. Àëãîðèòúìúò çà íàìèðàíå
íà âåêòîðà îò ïðèáëèæåíèòå ðåøåíèÿ å åôåêòèâåí, êàòî íà âñÿêà ñòúïêà ñå
ðåøàâàò ëèíåéíè 5-äèàãîíàëíè ñèñòåìè óðàâíåíèÿ. Ïðåäñòàâåíè ñà ÷èñëåíè
åêñïåðèìåíòè, êàòî å íàïðàâåíî ñðàâíåíèå ñ äðóãè äèôåðåí÷íè ñõåìè.

Â ñòàòèèòå [B15] è [B16] ñå íàìèðà ÷èñëåíî ñòàöèîíàðíîòî (ò.í.
”
ground

state“) ðåøåíèå íà äâóìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê ñ åäèíè÷íà íåëèíåé-
íîñò èëè íåëèíåéíîñò îò âèäà íà Áåðíóëè. Òðÿáâà äà îòáåëåæèì, ÷å òî÷íî
ðåøåíèå íà òîâà ñòàöèîíàðíî óðàâíåíèå íå å èçâåñòíî. Ìåòîäúò ñå îñíîâà-
âà íà çàïèñâàíå íà îáèêíîâåííîòî äèôåðåíöèàëíî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä
êàòî íà÷àëíà çàäà÷à çà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ îò ïúðâè ðåä; ðåøàâàíåòî
íà ïîñëåäíàòà ÷ðåç ìåòîäà íà ñòðåëáàòà â ïîäõîäÿùà ïîñîêà íà íàìèðà-
íå íà ðåøåíèåòî, â ñúîòâåòñòâèå ñ óñòîé÷èâèÿ ïî îòíîøåíèå íà ãðåøêè îò
çàêðúãëÿíå àëãîðèòúì íà Miller [14]; ïðèëàãàíå íà ìåòîäà íà Ðóíãå-Êóòà ñ
ãëîáàëåí ðåä íà ñõîäèìîñò O(h4). Íàìèðà ñå ÷èñëåíèÿò ðåä íà ñõîäèìîñò íà
ìåòîäà, êîéòî ñå îêàçâà O(h3) çà åäíîìåðíàòà çàäà÷à è O(h4) çà äâóìåðíàòà
çàäà÷à. Ñ ïîìîùòà íà èç÷èñëåíîòî ñ âèñîêà òî÷íîñò ñòàöèîíàðíî ðåøåíèå,
â [B15] å íàìåðåíà ñ òî÷íîñò ≈ 10−12 êðèòè÷íàòà åíåðãåòè÷íà êîíñòàíòà
d çà äâóìåðíîòî óðàâíåíèå íà Áóñèíåñê ïðè êâàäðàòè÷íà è êóáè÷íà íåëè-
íåéíîñò. Òîâà ïîçâîëÿâà äà ñå ïðèëîæàò çà äâóìåðíèòå çàäà÷è íà Áóñèíåñê
ñúñ ñóáêðèòè÷íà åíåðãèÿ E(0) < d òåîðåòè÷íèòå ðåçóëòàòè, ôîðìóëèðàíè
â óâîäà, êàòî ñå îïðåäåëè îòíàïðåä, áåç äà ñå ðåøàâà ÷èñëåíî çàäà÷àòà,
ïîâåäåíèåòî íà ðåøåíèåòî (ãëîáàëíî ñúùåñòâóâàíå èëè èçáóõâàíå).
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4 ×èñëåí àíàëèç íà äðóãè ïðîáëåìè

Â ñòàòèèòå [A1] è [A2] ñå èçñëåäâà ìåòîä çà ÷èñëåíî íàìèðàíå íà ëîãà-
ðèòìè÷íèÿ ïîòåíöèàë îò äâîåí ñëîé è íà îáåìåí ïîòåíöèàë, êîéòî ñâåæäà
äâåòå çàäà÷è äî ðåøàâàíå íà äèñêðåòíî åëèïòè÷íî óðàâíåíèå ñúñ ñòàíäàð-
òåí äèñêðåòåí ëàïëàñèàí è ïîäõîäÿùà äÿñíà ÷àñò. Òåçè çàäà÷è âúçíèêâàò
ïðè ïðèëàãàíåòî íà ìåòîäà íà ãðàíè÷íè åëåìåíòè çà ðåøàâàíå íà äâóìåðíè
åëèïòè÷íè çàäà÷è â îáëàñòè ñ ãëàäêà ãðàíèöà. Â òåîðåìà 1 îò [A1] è òå-
îðåìà 1 îò [A2] ñà ïîëó÷åíè îöåíêè íà ãðåøêàòà â äèñêðåòíîòî Ñîáîëåâî
ïðîñòðàíñòâî W 2

p , ñúãëàñóâàíè ñ ãëàäêîñòòà íà ïîòåíöèàëèòå îò ïðîñòðàí-
ñòâî íà Áåñîâ. Ñ òÿõíà ïîìîù ñà èçâåäåíè îöåíêè íà ãðåøêàòà â äèñêðåòíà
ìàêñèìàëíà íîðìà, êîèòî ñà îïòèìàëíè ïî ïîðÿäúê ñ òî÷íîñò äî ëîãàðèò-
ìè÷åí ìíîæèòåë. Â ÷àñòííîñò ñå ïîëó÷àâàò èçâåñòíèòå ñõåìè îò [10].

Â ñòàòèÿòà [A3] ñå ðàçãëåæäà ïðîöåñ íà êðèñòàëåí ðàñòåæ â ìíîãîêîì-
ïîíåíòíè ñèñòåìè (íàïðèìåð ïðè ôîðìèðàíåòî íà ñòúêëî). Ìàòåìàòè÷åñ-
êèÿò ìîäåë ñå ñâåæäà äî íåëèíåéíî ïàðàáîëè÷íî óðàâíåíèå, ðàçãëåæäàíî â
îáëàñò ñ íåèçâåñòíà ãðàíèöà, è äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ âúðõó íåèçâåñòíàòà
ãðàíèöà îò òèïà íà òåçè ïðè åäíîôàçíàòà çàäà÷à íà Ñòåôàí. Ïðåäëîæåíèÿò
÷èñëåí ìåòîä ñå áàçèðà íà èçïðàâÿíå íà ãðàíèöàòà ÷ðåç ñìÿíà íà ïðîìåíëè-
âèòå è ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà íåëèíåéíà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ. Ïðîâå-
äåíèòå ñ êîíêðåòíè ôèçè÷åñêè ïàðàìåòðè ÷èñëåíè åêñïåðèìåíòè ïîêàçâàò
ñúîòâåòñòâèå ñ åêñïåðèìåíòàëíèòå äàííè.

Â ñòàòèÿòà [B1] ñå ðàçãëåæäà åëèïòè÷íî óðàâíåíèå îò âòîðè ðåä ñ íåñ-
òàíäàðòíè ãðàíè÷íè óñëîâèÿ, âêëþ÷âàùè êàêòî íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ è
íîðìàëíàòà é ïðîèçâîäíà, òàêà è âòîðàòà ïðîèçâîäíà íà íåèçâåñòíàòà ôóí-
êöèÿ â òàíãåíöèàëíî íàïðàâëåíèå. Òàêèâà ãðàíè÷íè óñëîâèÿ ñå íàðè÷àò
óñëîâèÿ íà Âåíöåë [17]. Çà àïðîêñèìàöèÿ íà ïîñî÷åíàòà çàäà÷à ñå ïðåäëàãà
äèôåðåí÷íà ñõåìà ñúñ ñïåöèôè÷íà àïðîêñèìàöèÿ íà ãðàíè÷íîòî óñëîâèå.
Â ëåìà 3 e ïîëó÷åíà àïðèîðíà îöåíêà íà äèñêðåòíîòî ðåøåíèå â ñïåöèàëíà
íîðìà ÷ðåç íîðìà íà äÿñíàòà ÷àñò. Â òåîðåìà 1 å äîêàçàíà ñõîäèìîñò íà
äèñêðåòíîòî ðåøåíèå êúì òî÷íîòî, êàòî ðåäúò íà ñõîäèìîñò å ñúãëàñóâàí ñ
ãëàäêîñòòà íà òî÷íîòî ðåøåíèå.

Çàäà÷àòà ñ ãðàíè÷íè óñëîâèÿ íà Âåíöåë îò [B1] å ìîòèâèðàíà îò ðàç-
ãëåäàíèÿ â [B2] ìîäåë íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå îêîëî âúðõà íà àòîìíî ñè-
ëîâ ìèêðîñêîï (AFM), êîéòî ïðîáèâà äèåëåêòðèê. Íåèçâåñòíàòà ôóíêöèÿ
å ïîòåíöèàëúò íà åëåêòðè÷íîòî ïîëå, à ìîäåëúò ñå ñâåæäà äî ðåøàâàíå íà
äâóìåðíî åëèïòè÷íî óðàâíåíèå â öèëèíäðè÷íè êîîðäèíàòè, ñ íà ÷àñòè ïîñ-
òîÿííè êîåôèöèåíòè è ñ óñëîâèÿ çà ñâúðçâàíå îò âèäà íà Âåíöåë. ×èñëåíèÿò
ìåòîä ñå áàçèðà íà ìåòîäà íà êðàéíèòå ðàçëèêè. Ïðè àïðîêñèìàöèÿòà íà
óñëîâèåòî íà ñâúðçâàíå íà Âåíöåë ñå ïðèëàãà ìåòîäúò íà êðàéíèòå åëåìåí-
òè (èçïîëçâàò ñå òðèúãúëíè êðàéíè åëåìåíòè). Âúðõó ðåäèöà îò âëîæåíè
ìðåæè ñå èçñëåäâà ÷èñëåíèÿò ðåä íà ñõîäèìîñò â ðàâíîìåðíà íîðìà, êîéòî
ñå îêàçâà ïúðâè.

27.06.2016 ã. Ïîäïèñ:

(äîö. ä-ð Íàòàëèÿ Êîëüêîâñêà)
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