
Авторска справка на Николай Николов

Представените статии за конкурса са с номера от 1 до 28 в литерату-
рата накрая и са писани след хабилитацията на автора.

Почти всички от тях са в областта на многогомерния комплексен
анализ. По-голямата част са свързани със свойствата на различни инва-
риантни функции и техните инфинитезимални форми, наречени (псев-
до)метрики, а друга част са посветени на геометрията на различни важ-
ни области в Cn.

Един от най-красивите и важни резултати в класическия комплексен
анализ е теоремата на Риман, която гласи, че с изключение на комплекс-
ната равнина, всяка едносвързана област е бихоломорфна на единичния
кръг D ⊂ C. От друга страна, още А. Поанкаре (1907 г.) забелязва, че
групите от (холоморфни) автоморфизми на полидиск и кълбо в C2 не
са изоморфни и следователно тези две топологично еквивалентни облас-
ти не са бихоломорфно еквивалентни. Ето защо е важно с всяка област
D ⊂ Cn да бъдат свързани бихоломорфно инвариантни обекти. Обобща-
вайки лемата на Шварц–Пик, К. Каратеодори (1926 г.) дефинира първия
такъв обект, различен от групата от автоморфизми, наречен по-късно
псевдоразстояние на Каратеодори. Малко по-късно Ст. Бергман (1933
г.) започва да се занимава с възпоризвеждащото ядро на хилбертовото
пространство от холоморфните функции в D с интегруем квадрат, с ко-
ето естествено се свързват ермитова метрика и разстояние (по-късно и
трите инварианти са наречени на негово име). С. Кобаяши (1967 г.) въ-
вежда псевдоразстояние, двойствено в известен смисъл на псевдоразсто-
янието на Каратеодори. По-точно, то е най-голямото псевдоразстояние,
което не надминава т. нар. функция на Лемперт.

Да отбележим още, че точното пресмятане на някои от инварианти-
те или намирането на оценки за тях води например и до критерии за
разрешимост на съответни интерполационни задачи или до ограничения
за тази разрешимост. Част от статиите са (частично) мотивирани от два
актуални примера на такива задачи.

Първо ще направим преглед на статиите, включени в дисертацията
на автора за д.м.н., които ще разделим както там.

1. Основни свойства на инвариантни функции и метрики.
Ще направим преглед на 8 статии.
Функцията на Лемперт lM на произволнo комплексно многообразие
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е най-голямата холоморфно свиваема функция (т.е. намаляваща при хо-
ломорфни изображения), която върху единичния кръг D ⊂ C съвпада
с разстoянието на Mьобиус mD (с други думи, инфимумът на разсто-
янието на Мьобиус между прообразите на две точки от D при произ-
волно холоморфно изображение от D в D). Функцията на Кобаяши k∗M
е най-голямото псевдоразстояние, което не надминава lM , а функция-
та на Каратеодори c∗M e най-малката холоморфно свиваема функция
(т.е. най-голямото разстояние на Мьобиус между образите на две точ-
ки от D при всевъзможните холомофни изображения от D в D). Тогава
kM = tanh−1 k∗M и cM = tanh−1 c∗M са (псевдо)разстоянията съответно на
Кобаяши и Каратеодори (те съвпадат върху D с разстоянието на Поан-
каре pD). (Псевдо)метриките на Кобаяши κM , Кобаяши–Буземан κ̂M и
Каратеодори γM са инфинитезималните форми съответно на lM , km и
cM . Естествено възникват функциите на Лемперт k

(m)
M от по-висок ред,

които се намират между tanh−1 lD(= k
(1)
M ) и kM = (= k

(∞)
M ), и техните

инфинитезимални форми – метриките на Кобаяши κ
(m)
M от по-висок ред.

В статията [14] е отбелязано, че разглежданите обекти са полунепре-
къснати отгоре, а основният резултат там е

Теорема 1. Ако D ⊂ Cn е хиперболичнa област в z (т.е. kD(z, w) > 0
за ∀w 6= z) и κD е непрекъсната в (z, X), то

κD(z; X) = lim
t→0,w→z,Y→X

lD(w, w + tY )

|t| .

(ii) Ако κM е непрекъсната и положителна в (z, X) за всяко X 6= 0,
то при m = N ∪∞,

κ
(m)
D (z; X) = lim

t→0,w→z,Y→X

k
(m)
D (w, w + tY )

|t| .

Теоремата остава вярна за комплексни мноогбразия (при стандарт-
ните изменения в границите). Примери показват, че условията в нея са
съществени. Теорема 1 обобщава резултати на М.-Й. Панг [72] и М. Ко-
баяши [57], които се отнасят за монтелеви многообразия (области) (т.е.
O(D,M) е нормално семейство).

Доказателството използва следното общо

Твърдение 2. κD(z; X) ≥ lim sup
t→0,w→z,Y→X

lD(w,w + tY )

|t| .
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В статията [17] са установени връзки между функциите на Минков-
ски на балансирана област или нейната изпъкнала обвивка/обвивка на
холоморфност и (част от) дефинираните по-горе бихоломорфни инва-
рианти на областта, когато единият от техните аргументи е началото.
Някои от тези връзки са използвани и в други статии.

В статията [8] е доказанa следната
Теорема 3. За всяка област D ⊂ Cn имаме, че

κ
(2n−1)
D = κ̂D.

От друга страна, ако n ≥ 2 и

Dn = {z ∈ Cn :
n∑

j=2

(2|z3
1 − z3

j |+ |z3
1 + z3

j |) < 2(n− 1)},

то
κ

(2n−2)
Dn

(0; ·) 6= κ̂Dn(0; ·).

Подобен резултат за 2n вместо 2n − 1 (която е най-добрата констан-
та според горната теорема) се съдържа в работата [58] на С. Кобаяши
(където се въвежда κ̂M).

Доказателството показва, че Теорема 3 остава в сила и за произволно
n-мерно комплексно многообразие.

В статията [9] е доказано общо твърдение за апроксимация и интерпо-
лация върху т. нар. множества на Аракелян. За целта се привлича извес-
тен интерполационно-апроксимационен резултат на Готие–Хенгартнер
[48] и А. Нерсесян [67].

Това твърдение не е в областта на многомерния комплексен анализ,
но е в основата на доказателството на Теорема 4 по-долу от статията [5],
според която т. нар. обобщена функция на Лемперт (на дадена област)
не намалява при добавяне на полюси. Последното е доказано от Фр.
Викстрьом [78] в случая на изпъкнала област и е поставено от него като
въпрос в [79] за общия случай.

По-точно, нека p  0 е функция върху област D ⊂ Cn, |p| = {a ∈ D :
p(a) > 0} и lD(p, ·) е функцията на Лемперт на D с полюси върху |p|
(като p(a) е теглото на полюса a ∈ |p|). В сила са следните твърдения.

Теорема 4. lD(p, ·) = inf{lD(p|B, ·) : B ⊂ |p|, 0 < #B < ∞}.
В частност, lD(p, ·) = inf{lD(p|B, ·) : ∅ 6= B ⊂ |p|}.
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Следствие 5. Ако 0 � p ≤ q, то lD(q, ·) ≤ lD(p, ·).
В статията [3] се дискутира декартовото свойство на обобщената фун-

кция на Лемперт с цел опровергаване на хипотеза на Д. Коман [40] за ра-
венство между тази функция и обобщената плюрикомплексна функция
на Грийн. В основното твърдение там е намерено необходимо и достатъч-
но условие функцията на Лемперт на бидиска с (фиксиран аргумент и)
полюси в декартовото произведение на две двуелементни подмножества
на D∗ = D \ {0} да е равна на всяка от съответните функции на D.

В "едномерната" статия [1] е доказана слаба локализация за ядрото и
метриката на Бергман на равнинна област с неполярно допълнение. Това
е възможно най-общия резултат за не непременно ограничени равнинни
области. В случая на ограничена псевдоизпъкнала област тази теорема
се съдържа във фундаменталната работа [50] на Л. Хьормандер като
приложение на получените L2-оценки за ∂-задачата.

Накрая на този раздел ще отбелжим, че възможността за локали-
зация на различни инварианти е тясно свързана с локалната геомет-
рия на областта. Като се използва частично този подход, в статията
[16] се дават отговори на въпроси кога локалната валидност на различ-
ни свойста (монтелевост, хиперизпъкналост, k-пълнота; k е разстояние-
то на Кобаяши) около всяка гранична точка (възможно и безкрайната)
влече глобално съответните свойства. Приведени са и различни (конт-
ра)примери. Също така е нaмерено необходимо и достатъчно условие за
k-хиперболичност на обобщени области на Харгогс, което отговаря по-
ложително на въпрос на М. Ярницки и П. ПФлуг [55].

2. Симетризираният полидиск и спектралното кълбо
Този раздел включва 11 статии.
За да разберем по-добре геометрията на т. нар. симетризиран поли-

диск (на който ще се спрем по-късно) са нужни различни понятия за
комплексна изпъкналост на области и връзките между тях, които са
подробно дискутирани в [33, 51] заедно с разнообразни приложения. Ще
отбележим само, че C-изпъкналостта е тясно свързана с важни свойства
на трансформацията на Фантапе и, като дълбоко следствие, с въпроса
за разрешимостта на линейни частни диференциални уравнения в класа
на холоморфните функции. Една област D ⊂ Cn се нарича C-изпъкнала,
ако всяко нейно непразно сечение с комплексна права е свързано и еднос-
вързано. Други понятия за комплексна изпъкналост на D са линейната
(през всяка точка от допълнението на D минава комплексна хиперрав-
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нина, непресичаща D), слабo линейната (същото, но за точките от ∂D)
и слабо локално линейната. C-изпъкналостта влече слабата линейна из-
пъкналост, а всичките четири понятия съвпадат за ограничени области
с C1-гладки граници. В общия случай те се "намират" между изпъкна-
лостта и псевдоизпъкналостта.

Частен случай на резултат в от статията [18] дава положителен отго-
вор на въпрос на Д. Жаке [54, p. 58].

Твърдение 6. Всяка слабо локално линейно изпъкнала област е псев-
доизпъкнала.

Следващите няколко резултата се съдържат в статията [13].
Първият от тях допълва горното твърдение.
Твърдение 7. Всяка слабо линейно изпъкнала балансирана област

D ⊂ Cn е изпъкнала.
Това усилва същото наблюдение за пълни Райнхардови области в [33,

Еxample 2.2.4].
Резултатът по-долу обобщава резултат на Т. Дж. Барт в [34] за из-

пъкнали области, като доказателството използва по-нетривиални факти.

Теорема 8. Нека D е C-изпъкнала област в Cn.
Ако D съдържа комплексна права, то тя е декартово произведение

на C и друга C-изпъкнала област.
Ако D не съдържа комплексна права, то тя D е бихоломорфна на

ограничена област и е c-крайно компактна, значи и c-пълна (c е разс-
тоянието на Каратеодори). В частност, D е хиперизпъкнала, значи и
монтелева.

Сега да означим с L класа от области D, зa които най-малката и
най-голямата инвариантни функция на D (от гледна точка на комплек-
сния анализ), функциите на Каратеодори c∗D и Лемперт lD, съвпадат (в
частност, те съвпадат с функцията на Кобаяши k∗D).

Наскоро Д. Жаке [53] доказа, чe всяка ограничена C-изпъкнала об-
ласт с C2-гладка граница може да бъде изчерпана C-изпъкнали области
с C∞-гладки граници. Toгава фундаменталната теорема на Л. Лемперт
[61, 62] може да бъде формулирана така:

Всяка ограничена C-изпъкнала област с C2-гладка граница е от класа
L.

Това свойство се пренася и върху изпъкналите области понеже те
могат бъдат изчерпани с гладки (даже строго) изпъкнали области. От-
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ворен беше дали въпросът ограничените псевдоизпъкнали области от L
са бихоломорфни на изпъкнали области [84, 55]. Неотдавна беше наме-
рен контрапример, т. нар. симетризиран бидиск G2 ⊂ C2 – образът на
бидиска D2 при изображението с координатни компоненти двете елемен-
тарни симетрични функции на две комплексни променливи. Тази област
възниква във връзка със спектралната задача на Неванлина–Пик, която
е свързана с проблеми oт теория на контрола и приложения в инженер-
ната математика (вж. напр. [29, 31, 52] и литературата там).

Дж. Аглер и Н. Янг [30] показаха, че G2 ∈ L, като пресметнаха lG2 .
От друга страна, К. Костара [42] доказа, че G2 не е бихоломорфна на
изпъкнала област. Нещо повече, да означим с E класа от области, които
могат да бъде изчерпана с области, бихоломорфни на изпъкнали области.
От теоремата на Лемперт следва, че E ⊂ L. А. Едигарян [44] показа, че
даже G2 6∈ E .

В тази насока и споменатия резултат на Д. Жаке ще отбележим след-
ната

[84, Задача 2], хипотеза на Л. А. Азейнберг [32] Всяка ли
ограничeна C-изпъкнала област може да бъде изчерпана с гладки C-
изпъкнали области?

По подобен начин на G2 може да се дефинира и симетризирания по-
лидиск Gn ⊂ Cn – образът на полидиска Dn при изображението с коор-
динати елементарните симетрични функции на n-те променливи.

Първата част на следващата теорема, която се съдържа пак в статия-
та [13] ни казва, че или хипотезата на Айзенберг не е вярна, или фактът,
че G2 ∈ L директно следва от теоремата на Лемперт (и резултата на Д.
Жаке).

Теорема 9. (i) G2 е C-изпъкнала област.
(ii) Gn, n ≥ 3, e линейно изпъкнала област, но не е C-изпъкнала.
Да отбележим, че наскоро (повлияни от тази теорема) П. Пфлуг и В.

Звонек [74] доказаха хипотезата на Айзенберг за G2.
Тези резултати е в унисон с един по-слаб вариант на горната хипотеза,

а именно
[84, Задача 4’] Всяка ли ограничeна C-изпъкнала област е от класа

L?
Положителният отговор на Задача 4’ би следвал от този на
[84, Задача 4] Всяка ли ограничeна C-изпъкнала област е бихоло-

морфна на изпъкнала област?
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Tези две задачи са поставени от С. В. Знаменски и П. Пфлуг.
Теорема 9 (i) заедно с резултата на Едигарян дават отрицателен от-

говoр на въпроса от последната задача.
От друга страна, Теорема 9 (ii) дава първото различие между Gn при

n ≥ 3 и G2.
Друго, и то съществено различие, следва от отрицателния отговор

(който даваме) на следния въпрос на М. Ярницки и П. Пфлуг.
[55, Problem 1.2] Дали Gn ∈ L и даже Gn ∈ E?
Ясно е, че ако Gn 6∈ L, то Gn 6∈ E .
Хронологично първо в статията [7] е показано, че
Теорема 10. Gn 6∈ E при n ≥ 3.

За доказателството на този факт подходът от [42, 44] е пренесен върху
т. нар. обобщени балансирани области. За целта в основното твърдение
от [7] е доказано, че ако една такава област в Cn принадлежи на E , то
нейно сечение със специално линейно подпространство на Cn e непре-
менно изпъкнало (подходът там е използван по-късно и от други автори
– вж. напр. [59, 82]). Това се съгласува с факта, че (обичайна) баланси-
рана област е от класа E точно когато е изпъкнала. Теорема 10 следва от
споменатото основно твърдение, като се покаже, че съответните сечения
за Gn не са изпъкнали.

Да отбележим още, че Gn при n ≥ 3 e линейно изпъкнала област, но
не е C-изпъкнала съгласно Теорема 9 (ii) по-горе.

Теорема 10 може да се получи и от
Теорема 11. Ако n ≥ 3, то

lGn(0, ·)  k∗Gn
(0, ·) ≥ c∗Gn

(0, ·)

В частност, Gn 6∈ L при n ≥ 3.

За целта в основната теорема от статията [10] се оценяват инфини-
тезималните форми на cGn , lGn и kGn , а именно съответно метриките на
Каратеодори, Кобаяши и Кобаяши–Буземан: γGn , κGn и κ̂Gn . Привлечено
е и още едно естествено възникващо разстояние mGn върху Gn (аналог
на разстоянието на Mьобуис mD) и неговата инфинитезимална форма в
началото – ρn. Показано е, че за разлика от случая n = 2, при n ≥ 2
имаме, че

c∗Gn
(0, ·)  mGn(0, ·), γGn(0, ·)  ρn.
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Горните резултати и въведената функция ρn се използват съществено
в работата [36] на Г. Бхарали.

В работата [30] на Аглер–Янг е доказано, че

lG2 = k∗G2
= c∗G2

= mG2 ,

като за целта mG2 е (почти) явно пресметнато. Доказателството се базира
на метода на комплексните геодезични; тяхното пълно описание за G2

може да се намери в работата [73] на П. Пфлуг и В. Звонек.
В [43] това равенство е получено и за някои специални двойки точки

от Gn, n ≥ 3. В този случай обаче, съгласно резултат в [10], се оказва, че

lGn(0, ·)  k∗Gn
(0, ·) ≥ c∗Gn

(0, ·)  mGn(0, ·).
Тези неравенства се получават директно от съответните неравенства
между инфинитезималните форми, които основно се разглеждат върху
координатни направления.

В твърдение от статията [12] е получена оценка, която показва докол-
ко количествено се различават γG2n+1(0; ·) и ρ2n+1 по първото направле-
ние, където не съвпадат. Тази оценка се базира на едно "полиномиално"
описание на γGn . С помощта на това описание и компютърни изчисления
е показано, че

κ̂G3(0; ·) 6= γG3(0; ·)
и значи метриките на Каратеодори и Кобаяши не съвпадат върху G3.
Може да се предполага, че подходът от доказателството е приложим и
за по-големите размерности.

Това, че Gn при n ≥ 3 има твърде различни свойства от G2 се потвър-
ждава и от статията [6], където е даден положителен отговор на следния
въпрос на М. Ярницки и П. Пфлуг.

[55, Problem 3.2] Дали (за разлика от G2) ядрото на Бергман на
Gn има нули?

Теорема 12. Gn при n ≥ 3 не е област на Лу Ки-Кенг, т.е ядрото
на Бергман има нули.

Доказателството се базира на явна формула, получена от А. Едигарян
и В. Звонек в [45].

Както отбелязахме, симетризираният полидиск възниква във връзка
със спектралната задача на Неванлина–Пик, т.е. интерполационна за-
дача от едничния диск D в спектралното кълбо Ωn – множеството от
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комплексните n× n матрици със спектрален радиус, по-малък от 1 (т.е.
със собствени стойности в D). Инфинитезималната форма на тази задача
е спектралната задача на Каратеодори–Фейер. Най-лесните варианти на
тези задачи се свеждат до намирането съответно на lΩn и κΩn , а непре-
къснатата им зависимост от данните – до непрекъснатостта на тези две
функции. В случая на циклични матрици (т.е. имащи цикличен вектор)
те съвпадат със съответните функции на монтелевата област Gn (и значи
са непрекъснати). Това позволява в случая на циклични матрици горни-
те две задачи (които са върху Ωn) да бъдат редуцирани до съответните
същи задачи (с корен квадратен по-малко параметри!) върху Gn).

В случай на нециклични матрици и n = 2, 3 резултатите от статията
[25] описват напълно съответните интерполационни задачи върху Gn, до
които се редуцират споменатите две спектрални задачи.

В статията [15] са намерени необходими и достатъчни условия за неп-
рекъснаттоста на lΩn и κΩn , когато единият аргумент е скаларна матрица.
Резултати оттам съществено се изполват за доказателство на основния
резултат в статията [22], а именно

Теорема 13. Ако A ∈ Ωn, то lΩn(A, ·) е непрекъсната функция тога-
ва и само тогава, когато A е скаларна матрица или A е 2×2 циклична
матрица с равни собствени стойности.

В статията [16] се изследват нулите на κΩn (като една от целите по-
детайлно изучаване на (не)прекъснатостта на тази функция). В частност,
намерени са всички матрици A ∈ Ω3, за които κΩ3(A; B) > 0 при B 6= 0
(този въпрос е сравнително лесен при n = 2).

Последните няколко резултата са използвани и продължени в раз-
лични насоки от други автори – вж. напр. [76, 77].

Като приложение на предишните разглеждания, в статията [24] e по-
казано, че метриката на Кобаяши на псевдоизпъкнала област не е равна
на слабата "производна" на функцията на Лемперт в общия случай. То-
ва дава частичен положителен отговор на въпрос от статията [14]. Съот-
ветният (контра)пример е областта Ω̃3 ⊂ C8 от матриците в Ω3 с нулева
следа.

Твърдение 14. Съществуват A,B ∈ Ω̃3 така, че

κΩ̃3
(A; B) ≥ κΩ3(A; B) > 0 = lim sup

t→0

lΩ̃3
(A,A + tB)

|t| .
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3. Oценки за инвариантни метрики на C-изпъкнали области
Този раздел се базира само на статията [24], част от резултатите в ко-

ято пренасят или обобщават резултатите в по-ранната работа на автора
[69]. В [24] са получени (по геометричен начин) оценки за метриките на
Каратеодори, Кобаяши и Бергман, както и за ядрото на Бергман (върху
диагонала), на произволна C-изпъкнала област D ⊂ Cn, която не съдър-
жа комплексна права, в термините на разстоянието dD(z; X) от точката
z ∈ D до границата ∂D по направлението X ∈ (Cn)∗. Tези оценки по-
казват, че трите метрики съвпадат върху такава област с точност до
константи, зависещи само от n. Подобни резултати в частния случай на
C∞-гладка ограничена C-изпъкнала област от краен тип, и то с тежки
доказателства, са основните резултати в дисертациите на С. Блумберг
[37] и М. Лидер [63]. При това константите в тях зависят от областта.
Предишни такива резултати, но за изпъкнали области и със съществен
проблем в доказателствата, могат да се намерят в работата [39] на Дж.-Х.
Чен и работите [65, 66] на Дж. Д. Макнийл.

Използвайки 1/4-теоремата на Кьобе, получаваме
Твърдение 15. Нека D ⊂ Cn е C-изпъкнала област. Ако dD(z; X) <

∞, то
1/4 ≤ γD(z; X)dD(z; X) ≤ κD(z; X)dD(z; X) ≤ 1.

Двете (абсолютни) константи са точни, като 1/4 може да се замени с
1/2 в случая на изпъкнали области (вж. [35]).

В статията [24] се разискват и основните в многомерния комплексен
анализ понятия за тип и мултитип на гладка гранична точка на дадена
област. Като приложение на горните и други оценки е доказано

Твърдение 16. Стандартните и линейните мултитипове на Д’Ан-
жело и на Катлин съвпадат за гладка гранична точка на C-изпъкнала
област.

Това обобщава резултати на М. Конрад [41] и Дж. Ю [80] (вж. също
работите на Дж. Д. Макнийл [64], и Х. П. Боас и Е. Щраубе [38]), като съ-
щевременно доказателството е съществено различно и доста по-кратко.
То се базира на несложен резултат от [81] и пренасяне на основния ре-
зултат Л. Ли в [60] от изпъкналия в C-изпъкналия случай (при това
разсъжденията са по-лесни от тези в [60]).

Основният резултат в статията [24] гласи, че подобни неравенства
на тези от са в сила и за метриката на Бергман BD, като съответните
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константи зависят само от размерността n на областта D.

Теорема 17. Съществува константа cn > 0, зависеща само от n,
така, че за всяка C-изпъкнала област D ⊂ Cn, несъдържаща комплек-
сна права, е в сила неравенството

1/4 ≤ BD(z; X)dD(z; X) ≤ cn.

Оттук и Твърдение 15 получаваме, че трите разглежданите инва-
рианти метрики за сравними върху такива области в Cn с точност до
константа, зависеща само от n.

Следствие 18. Съществува константа cn ≥ 1, зависеща само от
n, така, че за всяка C- изпъкнала област D ⊂ Cn, несъдържаща комп-
лексна права, имаме, че

κD/4 ≤ BD ≤ cnγD ≥ κD.

Ако D е изпъкнала област, то константата 4 може да се замени с
1.

Един от ключовите моменти в доказателството на Теорема 17 e Теор-
eма 19 по-долу, където са получени оценки за ядрото на Бергман KD(z)
(върху диагонала), които имат и самостоятелно значение. Константите
в тях зависят само от n и са точни за класа на изпъкналите области.
Тези оценки са свързани с т. нар. минимален базис (за точка от даде-
на област), въведен от Т. Хефер [49] за гладкия случай (от краен тип)
и малко по-късно, но независимо, от автора и П. Пфлуг [69] в общия
случай. Той се използва и в доказателството на Теорема 17, като поч-
ти всички аргументи са геометрични. Тези аргументи се допълват от
устойчивостта на C-изпъкналостта при проектиране.

За точка z от област D ⊂ Cn да означим с pD(z) произведението на
n-те разстояния от z до ∂D по направления на базисните вектори.

Теорема 19. Нека D ⊂ Cn е C-изпъкнала област, несъдържаща ком-
плексна права. Тогава

1

(16π)n
≤ KD(z)p2

D(z) ≤ (2n)!

(2π)n
.

Освен това, оценката отдолу е точна при n = 1, а оценката отгоре
е точна за всяко n (дори за изпъкнали области), като неравенството
е строго при n ≥ 2.
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В допълнение, ако D е изпъкнала област, несъдържаща комплексна
права, оценката отдолу може да се подобри, като числото 16 се замени
с 4. В този случай оценката е точна за всяко n.

Накрая ще отбележим, че в споменатите по-горе работи [39, 65, 66],
освен ∂-техника, е използван подобен (но значително по-сложен) подход
в термините на базис, който се нарича максимален. В препринта [70] е
приведен естествен контрапример за основното "свойство" на този базис,
което се използва в тези и в други работи за различни задачи (например
за линейния тип и типа на Д’Анжело в цитираната вече работа [64]).
От друга страна, в този препринт е показано как получените оценки
в термините на минималния базис влекат тези в максималния (като са
привлечени и комбинаторни разсъждения).

4. Статии извън дисертацията
Ще проследим 6 статии хронологично.
Статията [2] е продължение на предишна работа на автора [68]. С

техники и от теорията на потенциал е доказано, че т. нар. сингулярна
функция на Каратеодори съвпада с функцията на Грийн на равнинна
област, за която множеството от едноточковите свързани компоненти на
чието допълнение образуват полярно множество. Същото е вярно и за
съответните инфинитезимални форми – сингулярната метрика на Кара-
теодори и метриката на Азукава. Както показва общо твърдение там,
резултатът не е верен, ако множеството не е полярно, но с нулев ка-
пацитет. Доказано е още че т. нар. сингулярна метрика на Кобаяши (в
смисъл на Полецки) съвпада с метриката на Азукава върху произвол-
но отворено множество в Cn. Това обобщава (и същевременно коригира
доказателството) на резултат на Ст. Нивош [71].

Почти не са известни формули за инвариантни разстояния и метрики
на комплексни многообразия с особености. В статията [11] са намерени
такива формули за обобщената парабола на Нейл

Am,n = {(z, w) ∈ D2 : zm = wn},
където 1 < m < n са взаимно прости естествени числа. В частност,
показано е, че разстоянието на Каратеодори на Am,n при m > 1 не е
вътрешно (факт, който не е чест феномен). Статията е мотивирана от
работата [56] на Гр. Кнезе за семикубичната парабола (m = 2, n = 3), а
подходът от [11] е използван в по-високи размерности в работата [82] на
П. Запаловски.
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В статията [19] е установена локалната липшицовост на функцията
на Лемперт и плюрикомплексната фунцкия на Грийн, както на техни-
те инфинитезимални форми – метриките на Кобаяши и на Азукава, за
широки класове от области в Cn, включващи строго псевдоизпъкналите
области. За целта са използвани елементи и от теорията на плюрипотен-
циала.

Основният резултат в статията [20] гласи, че ако D ⊂ Cn е C1+ε-гладка
ограничена област, то съществува константа c > 0 така, че

lD(z, w) ≤ 1− cdD(z)dD(w), z, w ∈ D

където dD е разстоянието до ∂D и lD е функцията на Лемперт. Този ре-
зултат обобщава подобен резултат от [47], отнасящ се до разстояниeто
на Кобаяши и намиращ приложение в продължаването на холоморфни
изображения между области в Cn. Приведен е и пример, показващ, че C1-
гладкост не е достатъчна. Доказателството на горната оценка използва
детайлно изучаване (което има и самостоятелно значение) на поведени-
ето на конформните изборажения между C1-гладки ограничени еднос-
вързани области в C и единичния кръг D, когато тези области клонят
към дадена ограничена област.

В статията [26] е доказано, че ако a e непсевдоизпъкнала C2-гладка
гранична точка на ограничена област D ⊂ Cn, то за най-голямата ин-
вариантна метрика κ̃D на D с псевдоизпъкнала индикатриса е в сила
оценката

κ̃D(z; X) ∼ |〈∇d(z), X〉|
d(z)1/2

+ |X| около a.

Тази метрика е въведена от автора и горната оценка (която е вярна и за
метриките на Азукава и Сибони) усилва основния резултат от работата
[46] на Дж. Е. Форнес и Л. Ли.

Един от резултатите в статията [27] обобщава факта, че псевдоиз-
пъкналостта е двумерен феномен: едно отворено множество в Cn (n ≥ 3)
е псевдоизпъкнала тогава и само тогава, когато всяко негово непразно
сечение с двумерна комплекснa равнина е псведоизпъкнало. Достатъч-
ността в това твърдение е нетривилна. От друга страна, тя може да бъде
отслабена в C2-гладкия случай. По-точно,

Teорема 20. Ако дадено C2-гладко отворено множество в Cn е та-
кова, че всяко негово сечение с двумерна комплекснa равнина през на-
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чалотo е псевдоизпъкнало, то и самото множество е псевдоизпъкнало.

Приведен е и пример, който показва, че резултатът престава да бъде
в сила, ако гладкостта се наруши даже само в една гранична точка.

5. Други статии
Последните две статии, на които ще се спрем, също са извън дисер-

тацията и са в областта на анализа (но не на комплексния).
В статията [21] се разглеждат т. нар. супермедианни функция – обоб-

щение на суперхармоничните функции, които имат свойството стойнос-
тите им във всяка точка да не са по-малки от техните средни стойности
върху произволна окръжност с център тази точка. За супермедианните
функции това свойство пак е изпълнено за всяка точка, но само за една
окръжност с център точката. Подобна е връзката между хармоничните
и медианните функции, въведени от Литълууд. Доказано е, че при ми-
нимални изисквания за радиуса на окръжнстта, теоремата на Лиувил
остава в сила и за супермедианните функции. Нещо повече,

Teорема 21. Нека r : R2 → R+ е такава непрекъсната функция, че

lim sup
|x|→∞

(r(x)− |x|) < ∞, lim inf
|x|→∞

(r(x)− |x|) = −∞,

a f : R2 → R e полунепрекъсната отдолу функция, за която

lim inf
|x|→∞

f(x)/ ln |x| ≥ 0.

Ако средната стойност на f върху окръжността с център x и радиус
r(x) не надминава f(x) за всяка точка x ∈ R2, то f е константа.

Дадени са различни примери, показващи, че всички условия са съ-
ществени. Доказана е и едномерната версия на горната теорема.

В статията [28] е решена напълно една класическа минимаксна зада-
ча, а именно за дадено число λ > 0 и окръжност Γ да се пресметне

min
A,B,C∈Γ

max
M∈Γ

(MAλ + MBλ + MCλ).

Изцяло са решени и задачите за минимум и максимум на сумата
n∑

i=1

MAλ
i ,

кoгато M се мени върху окръжност, концетрична на описаната около да-
ден правилен n-ъгълник A1 . . . An. Частни случаи на горните три задачи
са решени в работата [75] на К. Столарски.
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6. Основни приноси (според автора)
– Намиране на универсални оценки за метриките на Каратеодори,

Кобаяши и Бергман, както и на ядрото на Бергман, на произволна C-
изпъкнали област, несъдържаща комплексни прави; тези оценки показ-
ват, че трите метрики съвпадат с точност до константа, зависеща от
размерността на областта.

– Пример на ограничена C-изпъкнала област (симетризираният по-
лидиск), която не може да бъде изчерпана с области, бихоломорфни на
изпъкнали области.

– Доказателство, че теоремата на Лемперт не е в сила за симетризи-
рания полидиск в размерност, по-голяма от 2.

– Пълна характеризация на непрекъснатостта на функцията на Лем-
перт на спектралното кълбо при фиксиран първи аргумент и на нулите
на метриката на Кобаяши (при n ≤ 3), което влече информация за "ус-
тойчивост" на спектрални задачи.

– Установяване на монотонноста на обобщената фунцкия на Лемперт
при добаване на полюси.

– Намиране на минималния ред на метрика на Кобаяши, която съв-
пада с метриката на Кобаяши–Буземан.

– Тест за псевдоизпъкналост чрез двумерни сечения през началото.
– Равенство между сингулярната функция на Каратеодори и функ-

цията на Грийн за широк клас равнинни области.
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Carathéodory metric on the symmetrized polydisc, J. Math. Anal. Appl.
341 (2008), 140–148.

[13] N. Nikolov, P. Pflug, W. Zwonek, An example of a bounded C-convex
domain which is not biholomorphic to a convex domain, Math. Scand. 102
(2008), 149–155.

[14] N. Nikolov, P. Pflug, On the derivatives of the Lempert functions, Ann.
Mat. Pura Appl. 187 (2008), 547–553.

[15] N. Nikolov, P. J. Thomas, W. Zwonek, Discontinuity of the Lempert
function and the Kobayashi–Royden metric of the spectral ball, Integr. Equ.
Oper. Theory 61 (2008), 401–412.

[16] N. Nikolov, P. J. Thomas, On the zero set of the Kobayashi–Royden
pseudometric of the spectral ball, Ann. Polon. Math. 93 (2008), 53–68.

[17] N. Nikolov, P. Pflug, Remarks on Lempert functions on balanced
domainsz, Monatsh. Math. 156 (2009), 159–165.

16



[18] N. Nikolov, P. Pflug, P. J. Thomas and W. Zwonek, On a local
characterization of pseudoconvex domains, Indiana Univ. Math. J. 58
(2009), 2661–2671.

[19] N. Nikolov, P. Pflug and P. J. Thomas, Lipschitzness of the Lempert and
Green functions, Proc. Amer. Math. Soc. 137 (2009), 2027–2036.

[20] N. Nikolov, P. Pflug and P. J. Thomas, Upper bound for the Lempert
function of smooth domains, Math. Z. 266 (2010), 425–430.

[21] N. Nikolov, W. Hansen, One-radius results for supermedian functions
on Rd, d ≤ 2, Math. Ann. 348 (2010), 565–575.

[22] N. Nikolov, P. J. Thomas, Separate continuity of the Lempert function
of the spectral ball, J. Math. Anal. Appl. 367 (2010), 710–712.

[23] N. Nikolov, P. Pflug, W. Zwonek, Estimates for invariant metrics on
C-convex domains, Trans. Amer. Math. Soc. 363 (2011), 6245–6256.

[24] N. Nikolov, P. Pflug, Kobayashi-Royden pseudometric vs. Lempert
function, Ann. Mat. Pura Appl. DOI: 10.1007/s10231-010-0164-z.

[25] N. Nikolov, P. Pflug, P. J. Thomas, Spectral Nevanlinna-Pick and
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