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Â ðàçðàáîòêàòà ñà îïèñàíè äèñêðåòíè òðàíñôîðìàöèè è íÿêîè òåõíè ïðè-
ëîæåíèÿ çà íàìèðàíå íà ïàðàìåòðè íà ëèíåéíè êîäîâå. Îñíîâíà ðîëÿ çà åôåê-
òèâíîñòòà íà èç÷èñëèòåëíèòå àëãîðèòìè èãðàÿò áúðçèòå òðàíñôîðìàöèè, ðàç-
ðàáîòåíè ïðåç 60-òå ãîäèíè íà XX âåê. Ìàêàð øèðîêî ðàçïðîñòðàíåíè â øóìî-
çàùèòíîòî êîäèðàíå è îáðàáîòêàòà íà ñèãíàëè, áúðçèòå äèñêðåòíè òðàíñôîð-
ìàöèè èìàò âñå îùå íåèçïîëçâàí ïîòåíöèàë çà ïðèëàãàíå â ðàçëè÷íèòå îáëàñòè
íà íàóêàòà è òåõíèêàòà.

Óâîä

Ñúùíîñòòà íà íÿêîè äèñêðåòíè òðàíñôîðìàöèè (ïðåîáðàçóâàíèÿ) å óì-
íîæåíèåòî íà âåêòîð ñ ìàòðèöà. Ñïåöèôèêàòà íà êîíêðåòíà òðàíñôîðìàöèÿ
ñå èçðàçÿâà â òèïà íà èçïîëçâàíàòà ìàòðèöà. Çà öåëèòå íà áúðçèòå àëãîðèòìè
îñíîâíàòà ìàòðèöà ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ðàçðåäåíè ìàòðèöè, ÷è-
èòî ðåäîâå ñå ñúñòîÿò îò íóëè ñ èçêëþ÷åíèå íà ìàëúê áðîé åëåìåíòè, íàïðèìåð
ñúñ ñòîéíîñò 1 èëè −1. Òîâà âîäè äî àëãîðèòìè ñ ïî-ìàëêà ñëîæíîñò, îòêîëêîòî
ïðè îáè÷àéíîòî óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ñ âåêòîð [11, 14, 26]. Îáçîð íà áúðçè
òðàñôîðìàöèè è òåõíè ïðèëîæåíèÿ å íàïðàâåí â [5, 12, 19, 27].

Â èñòîðè÷åñêè ïëàí, ôóíêöèèòå íà Óîëø âúçíèêâàò êàòî äèñêðåòåí àíà-
ëîã íà îðòîíîðìèðàíàòà ñèñòåìà îò òðèãîíîìåòðè÷íè ôóíêöèè, à òðàíñôîð-
ìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð � êàòî àíàëîã íà ïðåîáðàçóâàíèåòî íà Ôóðèå [30].
Òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð ñå ïðèëàãà ïðè èçñëåäâàíå íà êîìáèíàòîð-
íè êîíôèãóðàöèè êàòî áóëåâè è âåêòîð áóëåâè ôóíêöèè [8, 9], äâîè÷íè ëèíåéíè
êîäîâå [17] è äðóãè.

Ôóíêöèèòå íà Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí [10, 29] è ñúîòâåòíàòà òðàíñôîðìà-
öèÿ ñà îáîáùåíèå íà ôóíêöèèòå è òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø â êîìïëåêñíè
÷èñëà, êàòî çà îñíîâà âìåñòî −1 ñå âçåìà q-òè ïðèìèòèâåí êîìïëåêñåí êîðåí
íà åäèíèöàòà. Òðàíñôîðìàöèÿòà å ïðèëîæèìà çà êîìáèíàòîðíè êîíôèãóðàöèè
íàä êðàéíè ïðîñòè ïîëåòà [17, 18].

Çà ëèíåéíè êîäîâå íàä ñúñòàâíè êðàéíè ïîëåòà å óäîáíî äà ñå ïîëçâà
òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå [1, 18]. Ïðè íåÿ çà îñíîâà ñå âçåìà ïðèìèòèâåí
êîìïëåêñåí êîðåí íà åäèíèöàòà îò ñòåïåí õàðàêòåðèñòèêàòà íà ïîëåòî. Ïðè
èç÷èñëåíèÿòà, âìåñòî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, ñå ïîëçâà ñëåäàòà íà ñêàëàðíîòî
ïðîèçâåäåíèå.

Çàäà÷àòà, ïîñòàâåíà çà ðåøàâàíå ÷ðåç äèñåðòàöèîííèÿ òðóä, å íàìèðàíå
íà åôåêòèâíè àëãîðèòìè çà èç÷èñëÿâàíå íà òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå è ðàäè-
óñà íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä íàä êðàéíî ïîëå ÷ðåç èçïîëçâàíå íà õàðàêòå-
ðèñòè÷åí âåêòîð.
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Ëèíåéíèòå êîäîâå ñå äåôèíèðàò êàòî ëèíåéíè ïîäïðîñòðàíñòâà íà n-
ìåðíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî íàä êðàéíî ïîëå. Òå ñå êîíñòðóèðàò è ïîëçâàò â
òåðìèíèòå íà ïîðàæäàùà ìàòðèöà, ÷èèòî ðåäîâå ñà áàçèñ íà ïîäïðîñòðàíñòâî-
òî. Íàìèðàíåòî íà ïàðàìåòðèòå íà êîäà (òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå, ìèíèìàëíî
ðàçñòîÿíèå, ðàäèóñ íà ïîêðèòèå) ïî äàäåíà ïîðàæäàùà (èëè ïðîâåðî÷íà) ìàò-
ðèöà ñà îñíîâíè è âàæíè çàäà÷è â ìíîãî àñïåêòè îò òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî.
Óñòàíîâÿâàíåòî (ïîïðàâÿíåòî) íà ãðåøêè ïðè ïðåíîñ íà èíôîðìàöèÿ å åäíà îò
öåëèòå â òåîðèÿòà íà êîäèðàíåòî, à îïðåäåëÿù ôàêòîð çà òîâà ñà ìèíèìàëíîòî
òåãëî è ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå íà èçáðàíèÿ ëèíååí êîä. Òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî
å ñèñòåìàòè÷åñêè èçãðàäåíà, íàïðèìåð â [2, 4, 15, 22, 24].

Ïîâîä çà ïðîó÷âàíåòî ñà ðåçóëòàòèòå è èäåèòå íà Ìàðê Êàðïîâñêè [17, 18]
çà ïðèëàãàíå íà áúðçè äèñêðåòíè òðàíñôîðìàöèè çà íàìèðàíå íà òåãëîâíîòî
ðàçïðåäåëåíèå è ðàäèóñà íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä. Çà äâîè÷íè ëèíåéíè êî-
äîâå Êàðïîâñêè ïðèëàãà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð. Êàòî îáîáùåíèå
ïðè íåäâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå ïðåäëàãà èçïîëçâàíåòî íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà
Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí (çà ïðîñòè ïîëåòà) è òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå (çà
ñúñòàâíè ïîëåòà).

Ñúùåñòâåí ïðèíîñ íà íàñòîÿùàòà ðàçðàáîòêà å, ÷å èç÷èñëåíèÿòà ñå ïðà-
âÿò âúðõó ìàêñèìàëíî ìíîæåñòâî îò íåïðîïîðöèîíàëíè âåêòîðè. Òîâà îò åäíà
ñòðàíà å äîñòàòú÷íî çà îïðåäåëÿíå íà òåãëîâíàòà ôóíêöèÿ è äðóãè ïàðàìåò-
ðè íà ëèíåéíèÿ êîä, à îò äðóãà ñòðàíà íàìàëÿâà ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòìèòå
è îáåìà íà ïîëçâàíàòà ïàìåò. Çà öåëòà ïîðàæäàùàòà (ïðîâåðî÷íàòà) ìàòðè-
öà, êîÿòî çàäàâà ëèíåéíèÿ êîä, ñå ïðåäñòàâÿ ÷ðåç õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð íà
íåéíèòå ñòúëáîâå, êîéòî îò÷èòà áðîÿ íà ñòúëáîâåòå, ïðèíàäëåæàùè êúì ñú-
îòâåòíèòå òî÷êè íà ïðîåêòèâíà ãåîìåòðèÿ. Êîíñòðóêöèÿòà å ïîëåçíà, êîãàòî
áðîÿò íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà å çíà÷èòåëíî ïî-ìàëúê îò áðîÿ íà íåéíèòå
ñòúëáîâå.

Ãëàâà 1 å ïîñâåòåíà íà áàçîâè ïîíÿòèÿ. Â ðàçäåë 1 ñà âúâåäåíè íÿêîè
ïîíÿòèÿ è òâúðäåíèÿ çà êðàéíè ïîëåòà � ñëåäà, ñàìîäóàëåí áàçèñ è äð. Â ðàç-
äåë 2 ñà îïèñàíè îñíîâíè ïîíÿòèÿ è òâúðäåíèÿ çà ëèíåéíè êîäîâå. Â ðàçäåë 3
å âúâåäåíà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð. Â ðàçäåë 4 ñà äàäåíè ìåòîäè
çà ïðåäñòàâÿíå íà Êðîíåêåðîâà ñòåïåí êàòî ïðîèçâåäåíèå íà ðàçðåäåíè ìàò-
ðèöè. Òàçè òåõíèêà ñòîè â îñíîâàòà íà áúðçèòå òðàíñôîðìàöèè è ñúîòâåòíèòå
áúòåðôëàé àëãîðèòìè. Â ðàçäåë 5 å îïèñàíà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-
Êðåñòåíñîí. Â ðàçäåë 6 å îïèñàíà òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå.

Â Ãëàâà 2 å îïèñàí ðàçðàáîòåí àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíî
ðàçïðåäåëåíèå íà ëèíååí êîä íàä êðàéíî ïðîñòî ïîëå. Â ðàçäåë 1 å îïèñàí
ñïåöèàëåí òèï íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà ñèìïëåêñ êîäà è å äåôèíèðàíî ïî-
íÿòèåòî õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð ïî îòíîøåíèå íà ñèìïëåêñ êîäà. Â ðàçäåë 2
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å äåôèíèðàíî ïîíÿòèåòî õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå è ñà èçâåäåíè íåãî-
âèòå ñâîéñòâà. Ïîêàçàíà å âðúçêàòà ñ òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå. Â ðàçäåë 3 å
îïèñàí â äåòàéëè ðàçðàáîòåíèÿò àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà õàðàêòåðèñòè÷íî
ðàçïðåäåëåíèå. Â ðàçäåë 4 å äåôèíèðàíî ïîíÿòèåòî ñúêðàòåíî õàðàêòåðèñòè÷íî
ðàçïðåäåëåíèå è å äàäåíà âðúçêàòà ìó ñ òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå. Ñúêðàòåíî-
òî õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå ñå ÿâÿâà îáîáùåíèå íà ñïåêòúðà íà Óîëø. Â
ðàçäåë 5 å èç÷èñëåíà ñëîæíîñòòà íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì è ñà ïðåäñòàâåíè
åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóëòàòè.

Â Ãëàâà 3 ñà ðàçãëåäàíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëå-
íèå, êîãàòî ëèíåéíèÿò êîä å íàä ñúñòàâíî êðàéíî ïîëå. Â ðàçäåë 1 ÷ðåç êîä
íà ñëåäèòå, ïîëó÷åí îò ðàçøèðåíà ïîðàæäàùà ìàòðèöà, çàäà÷àòà å ñâåäåíà äî
ëèíååí êîä íàä ïðîñòî ïîëå. Â îñòàíàëèòå ðàçäåëè çà îñíîâà ñå ïîëçâà òðàíñ-
ôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå [1]. Â ðàçäåë 2 å êîìåíòèðàí ñòàíäàðòíèÿò ïîäõîä ÷ðåç
òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå îò ðàçøèðåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð. Ïðåäñòà-
âåí å ïî-åôåêòèâåí àëãîðèòúì ïðè ëåêñèêîãðàôñêà íàðåäáà íà åëåìåíòèòå íà
ïîëåòî ñïðÿìî ñàìîäóàëåí áàçèñ. Â ðàçäåëè 3 è 4 å îïèñàí ïîäîáðåí àëãîðèòúì
çà ïðåñìÿòàíå íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå, êîéòî ïîëçâà õàðàêòåðèñòè÷åí
âåêòîð îòíîñíî ñèìïëåêñ êîäà. Â ðàçäåë 3 ïîäîáðåíèÿò àëãîðèòúì å îáîñíî-
âàí àíàëèòè÷íî ÷ðåç ìàòðèöè, à â ðàçäåë 4 å äàäåíî ïîäðîáíîòî îïèñàíèå è å
èç÷èñëåíà ñëîæíîñòòà.

Â Ãëàâà 4 ñà îïèñàíè ìåòîäè çà íàìèðàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíå-
åí êîä ÷ðåç äèñêðåòíè òðàíñôîðìàöèè. Îáîáùåíî è ïîäîáðåíî å ïðåäëîæåíîòî
îò Êàðïîâñêè ðåøåíèå çà äâîè÷íè êîäîâå [18]. Äåôèíèðàíî å ïîíÿòèåòî ñúêðà-
òåíî ðàçïðåäåëåíèå íà âåêòîð, êîåòî å âàðèàíò íà îáîáùåíèå íà òðàíñôîðìà-
öèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð. Â ðàçäåë 1 âíèìàíèåòî å íàñî÷åíî êúì ëèíåéíè êîäîâå
íàä ïðîñòè êðàéíè ïîëåòà, êàòî å ïðèëîæåíà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-
Êðåñòåíñîí. Â ðàçäåë 2 ñà îïèñàíè ðåçóëòàòèòå çà ñúñòàâíè êðàéíè ïîëåòà,
êàòî å ïðèëîæåíà òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå.

Áëàãîäàðíîñòè

Áëàãîäàðÿ íà ìîèòå ó÷èòåëè è íàñòàâíèöè ïðåç ãîäèíèòå Ñòåôêà Òîäîðî-
âà, Åìèë Ïåòðîâ, ïðîô. äìí Äèìèòúð Âàêàðåëîâ è äîö. ä-ð Äèìèòúð Ïåòðîâ!
Áëàãîäàðÿ íà íàó÷íèÿ ìè ðúêîâîäèòåë ïðîô. äìí Èëèÿ Áóþêëèåâ, êîéòî ïðî-
ÿâè ìíîãî òúðïåíèå è ïîñòîÿíñòâî, âÿðâàøå áåçðåçåðâíî âúâ âúçìîæíîñòèòå
ìè è ìå äîâåäå äî çàâúðøåêà íà òîçè òðóä! Áëàãîäàðÿ íà ïðîô. äìí Ñòåôêà
Áóþêëèåâà çà ïîäêðåïàòà è ìíîãîòî òðóä êàòî ñúàâòîð! Áëàãîäàðÿ íà Òàäçÿ
Ìàðóòà, ÷å ìå ïðèå çà ñúàâòîð! Áëàãîäàðÿ íà äèðåêòîðèòå íà Èíñòèòóòà ïî
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ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà àêàä. Þëèàí Ðåâàëñêè, àêàä. Âåñåëèí Äðåíñêè è
ïðîô. äìí Ïåòúð Áîéâàëåíêîâ çà ïîäêðåïàòà è äîâåðèåòî, êîåòî ìè ãëàñóâàõà!
Áëàãîäàðÿ íà êîëåãèòå îò ñåêöèÿ ½Ìàòåìàòè÷åñêè îñíîâè íà èíôîðìàòèêàòà“,
íà ðúêîâîäèòåëèòå ïðîô. äìí Åìèë Êîëåâ è äîö. ä-ð Õðèñòî Êîñòàäèíîâ çà
ïîäêðåïàòà ïðåç öÿëîòî âðåìå íà ðàáîòàòà ìè ïî äîêòîðàíòóðàòà! Áëàãîäàðÿ
çà ïîäêðåïàòà è êîíñòðóêòèâíèòå ðàçãîâîðè íà ó÷àñòíèöèòå â Íàöèîíàëíèÿ ñå-
ìèíàð ïî òåîðèÿ íà êîäèðàíåòî ½Ïðîôåñîð Ñòåôàí Äîäóíåêîâ“ è íà êîëåãèòå
îò Ôàêóëòåò ½Ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà“ íà Âåëèêîòúðíîâñêèÿ óíèâåðñèòåò
½Ñâ. ñâ. Êèðèë è Ìåòîäèé“!

1 Îñíîâíè ïîíÿòèÿ

1.1 Êðàéíè ïîëåòà

Íåêà Fq å êðàéíî ïîëå ñ q åëåìåíòà è õàðàêòåðèñòèêà ïðîñòîòî ÷èñëî p.
Òåîðèÿòà íà êðàéíèòå ïîëåòà å ñèñòåìàòè÷åñêè èçãðàäåíà íàïðèìåð â [21, 23].

Äåôèíèöèÿ 1.1. Íåêà K = Fq, F = Fqm è α ∈ F . Ñëåäàòà TrF/K(α) íà
åëåìåíòà α íàä K ñå îïðåäåëÿ îò ðàâåíñòâîòî

TrF/K(α) = α + αq + αq
2

+ . . .+ αq
m−1

.

Àêî K å ïðîñòî ïîäïîëå íà F , òî TrF/K(α) ñå íàðè÷à àáñîëþòíà ñëåäà íà
åëåìåíòà α è ñå îçíà÷àâà ñ TrF (α).

Â ðàçðàáîòêàòà ñå ïîëçâà ñàìî àáñîëþòíà ñëåäà, êîÿòî çà êðàòêîñò ùå
áúäå íàðè÷àíà ñëåäà. Êîãàòî ïîëåòî ñå ïîäðàçáèðà, ñëåäàòà ùå áúäå îçíà÷àâàíà
ñ Tr(α).

Äåôèíèöèÿ 1.2. Äâà áàçèñà β1, . . . , βm ∈ F è β′1, . . . , β
′
m ∈ F íà ïîëåòî F íàä

ïîëåòî K ñå íàðè÷àò äóàëíè, àêî çà 1 ≤ i, j ≤ m å èçïúëíåíî

TrF/K(βiβ
′
j) =

{
0, ïðè i 6= j,
1, ïðè i = j.

Áàçèñ, äóàëåí íà ñåáå ñè, ñå íàðè÷à ñàìîäóàëåí.

Çà âñåêè áàçèñ ñúùåñòâóâà åäíîçíà÷íî îïðåäåëåí äóàëåí áàçèñ.

Òåîðåìà 1.1 ([25]). Ñúùåñòâóâà ñàìîäóàëåí áàçèñ íà ïîëåòî F = Fqm íàä
K = Fq òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî q å ÷åòíî èëè q è m ñà åäíîâðåìåííî
íå÷åòíè.
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Çà öåëèòå íà ðàçðàáîòêàòà åëåìåíòèòå íà ïîëåòî Fq ñà ëèíåéíî íàðåäåíè
è îçíà÷åíè ñúîòâåòíî ñ α0 = 0, α1, . . . , αq−1. Ñ÷èòà ñå, ÷å íàðåäáàòà å ôèêñèðàíà
îò ëåêñèêîãðàôñêàòà íàðåäáà ñïðÿìî ôèêñèðàí áàçèñ íà ïîëåòî íàä ïðîñòîòî
ìó ïîäïîëå.

Àêî x ∈ Fkq , êîîðäèíàòèòå íà x ñå îçíà÷àâàò ñ äîëåí èíäåêñ, ò. å. x =
(x1, x2, . . . , xk). Àêî äâà âåêòîðà x è x′ ñà îò ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî Fkq , òÿõ-
íîòî Åâêëèäîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå ñå äåôèíèðà ñ ðàâåíñòâîòî 〈x, x′〉 =
x1x

′
1 + x2x

′
2 + · · · + xkx

′
k, êàòî äåéñòâèÿòà ñå èçâúðøâàò â ïîëåòî Fq. Òúé êàòî

â ðàçðàáîòêàòà ñå ïîëçâà ñàìî Åâêëèäîâî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå, òî ùå áúäå
íàðè÷àíî ñêàëàðíî ïðîèçâåäåíèå.

1.2 Ëèíåéíè êîäîâå

Äåôèíèöèÿ 1.3. Âñÿêî k-ìåðíî ëèíåéíî ïîäïðîñòðàíñòâî C íà ëèíåéíîòî
ïðîñòðàíñòâî Fnq ñå íàðè÷à q-è÷åí ëèíååí [n, k] êîä (èëè ëèíååí [n, k]q êîä).
Ïàðàìåòðèòå n è k ñå íàðè÷àò ñúîòâåòíî äúëæèíà è ðàçìåðíîñò íà C, à âåê-
òîðèòå îò C ñå íàðè÷àò êîäîâè äóìè.

Äåôèíèöèÿ 1.4. Òåãëî (ïî Õåìèíã) wt(x) íà âåêòîðà x ∈ Fnq å áðîÿò íà íåíó-
ëåâèòå ìó êîîðäèíàòè.

Äåôèíèöèÿ 1.5. Çà äàäåí ëèíååí [n, k]q êîä C, íàé-ìàëêîòî íåíóëåâî òåãëî
íà êîäîâà äóìà ñå íàðè÷à ìèíèìàëíî òåãëî íà êîäà C è ñå îçíà÷àâà ñ d. Àêî
Aw å áðîÿò íà êîäîâèòå äóìè ñ äúëæèíà w â C, w = 0, 1, . . . , n, òî ðåäèöàòà
(A0, A1, . . . , An) ñå íàðè÷à òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå íà C, à ïîëèíîìúò W (z) =∑n

w=0Awz
w ñå íàðè÷à òåãëîâíà ôóíêöèÿ íà êîäà C.

Äåôèíèöèÿ 1.6. Âñÿêà k × n ìàòðèöà G, ÷èèòî ðåäîâå ôîðìèðàò áàçèñ íà
ëèíåéíèÿ [n, k]q êîä C, ñå íàðè÷à ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà êîäà C.

Äåôèíèöèÿ 1.7. Ìàòðèöà H ñ ðàçìåðíîñò (n− k)× n, êîÿòî îïðåäåëÿ êîä C
â ñëåäíèÿ ñìèñúë

C = {x ∈ Fnq |HxT = 0},
ñå íàðè÷à ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà íà êîäà C.

Äåôèíèöèÿ 1.8. Çà ëèíååí [n, k]q êîä C è ïðîèçâîëåí âåêòîð x ∈ Fnq ìíîæåñ-
òâîòî x+C = {x+ c|c ∈ C} ñå íàðè÷à ñúñåäåí êëàñ íà êîäà C. Òåãëî íà ñúñåäåí
êëàñ å íàé-ìàëêîòî òåãëî íà âåêòîð îò ñúñåäíèÿ êëàñ, à ïðîèçâîëåí âåêòîð ñ
òîâà íàé-ìàëêî òåãëî îò ñúñåäíèÿ êëàñ ñå íàðè÷à ëèäåð íà ñúñåäíèÿ êëàñ.

Äåôèíèöèÿ 1.9. Ñèíäðîì íà âåêòîðà x ∈ Fnq ïî îòíîøåíèå íà ïðîâåðî÷íàòà
ìàòðèöà H íà äàäåí ëèíååí [n, k]q êîä C å âåêòîðúò syn(x) = HxT ∈ Fn−kq .
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Äåôèíèöèÿ 1.10. Ìàêñèìàëíîòî èçìåæäó òåãëàòà íà ñúñåäíèòå êëàñîâå íà
ëèíåéíèÿ [n, k]q êîä C ñå íàðè÷à ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà C è ñå îçíà÷àâà ñ R(C).

Òåîðåìà 1.2 ([15], Theorem 1.12.5). R(C) å íàé-ìàëêîòî ÷èñëî s òàêîâà, ÷å
âñåêè íåíóëåâ ñèíäðîì å ëèíåéíà êîìáèíàöèÿ íà s èëè ïî-ìàëêî ñòúëáîâå îò
ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà H, à íÿêîé ñèíäðîì èçèñêâà s ñòúëáà.

Äåôèíèöèÿ 1.11. Ëèíååí êîä ñ ïúëíà äúëæèíà å ëèíååí êîä áåç íóëåâè ñòúë-
áîâå â ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà.

Ìàêñèìàëíèÿò áðîé îò ïî äâîéêè ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðè â ëèíåé-

íîòî ïðîñòðàíñòâî Fkq å θ(q, k) = qk−1
q−1

. Òîâà å áðîÿò íà åäíîìåðíèòå ëèíåéíè

ïîäïðîñòðàíñòâà íà Fkq .

Äåôèíèöèÿ 1.12. Ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò k × θ(q, k), ÷èèòî ñòúëáîâå ñà ïî
äâîéêè ëèíåéíî íåçàâèñèìè âåêòîðè îò Fkq , ïîðàæäà ëèíååí [θ(q, k), k]q êîä,
êîéòî ñå íàðè÷à ñèìïëåêñ êîä è ñå îçíà÷àâà ñ Sq,k.

1.3 Äèñêðåòíà òðàíñôîðìàöèÿ íà Óîëø-Àäàìàð

Äåôèíèöèÿ 1.13 ([17]). Íåêà f å áóëåâà ôóíêöèÿ íà k ïðîìåíëèâè. Äèñêðåò-

íà òðàíñôîðìàöèÿ íà Óîëø-Àäàìàð íà f å ôóíêöèÿòà f̂ : Fk2 → Z, äåôèíèðàíà
ñ ðàâåíñòâîòî

f̂(ω) =
∑
x∈Fk2

f(x)(−1)〈x,ω〉, ω ∈ Fk2. (1)

Òàáëèöàòà íà èñòèííîñò íà ôóíêöèÿòà f̂ ñå íàðè÷à Óîëø ñïåêòúð íà ôóíêöè-
ÿòà f è ñå îçíà÷àâà ñ Wf .

Òðàíñôîðìàöèîííèòå ìàòðèöè ñå äåôèíèðàò èíäóêòèâíî, êàêòî ñëåäâà:

H1 =

(
1 1
1 −1

)
, Hk =

(
Hk−1 Hk−1

Hk−1 −Hk−1

)
, k > 1. (2)

Òåîðåìà 1.3. Àêî f å áóëåâà ôóíêöèÿ íà k ïðîìåíëèâè, òî Wf = Hk · TTf .

Ñúâñåì åñòåñòâåíî, äåôèíèöèÿ 1.13 ìîæå äà ñå îáîáùè çà ïñåâäîáóëåâè
ôóíêöèè, ò. å. ôóíêöèè îò âèäà f : Fkq → Z, ïðè êîåòî

f̂(ω) =
∑
x∈Fk2

f(x)(−1)〈x,ω〉, ω ∈ Fk2. (3)
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Íåêà G å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ëèíååí [n, k]2 êîä, à f : Fk2 → Z å õà-
ðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ â ñìèñúë, ÷å f(x) å áðîÿò íà ñòúëáîâåòå â G, êîèòî ñà

ðàâíè íà x. Â òîçè ñëó÷àé òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð f̂ êîðåñïîíäèðà
ñ òåãëîòî íà êîäîâàòà äóìà ωG ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

wt(ωG) =
n− f̂(ω)

2
, ω ∈ Fk2. (4)

Òîçè ôàêò å ñïîìåíàò îò Êàðïîâñêè [17] â ñëó÷àÿ, êîãàòî â G íÿìà íóëåâè
èëè ïîâòàðÿùè ñå ñòúëáîâå, ò. å. êîãàòî äóàëíèÿò êîä å ñ ìèíèìàëíî òåãëî,
ïî-ãîëÿìî îò 2.

1.4 Êðîíåêåðîâà ñòåïåí. Áúðçè òðàíñôîðìàöèè

Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå íà ìàòðèöèòå A = (aij)s1×t1 è B = (bij)s2×t2 å
s1s2 × t1t2 ìàòðèöàòà

A⊗B =


a11B a12B . . . a1t1B
a21B a22B . . . a2t1B
. . .

as11B as12B . . . as1t1B

 .

Êðîíåêåðîâîòî ïðîèçâåäåíèå íå å êîìóòàòèâíî.
Çà êâàäðàòíàòà ìàòðèöà M ñå äåôèíèðà k-òà Êðîíåêåðîâà ñòåïåí ⊗kM

÷ðåç ðåêóðåíòíèòå ôîðìóëè:

⊗2M = M ⊗M, ⊗k+1M = M ⊗
(
⊗kM

)
, k > 1.

Ãóä [14] ïîêàçâà, ÷å Êðîíåêåðîâîòî ïðîèçâåäåíèå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
êàòî ïðîèçâåäåíèå (â îáè÷àéíèÿ ñìèñúë) íà ðàçðåäåíè ìàòðèöè. Ñëåäâàùàòà
òåîðåìà å ïðåôîðìóëèðîâêà çà ñëó÷àÿ íà Êðîíåêåðîâà ñòåïåí.

Òåîðåìà 1.4. Íåêà M å êâàäðàòíà ìàòðèöà îò ðåä t è k å åñòåñòâåíî ÷èñëî.
Òîãàâà

⊗kM = B1 ·B2 · · ·Bk, (5)

êúäåòî Bl = Itl−1 ⊗M ⊗ Itk−l, 1 ≤ l ≤ k, à Is å åäèíè÷íàòà ìàòðèöà îò ðåä s.

Ëåõíåð [20] ïðèëàãà (5) çà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð, íî â îáðà-
òåí ðåä íà ìíîæèòåëèòå, êàòî ñïîìåíàâà, ÷å ìíîæèòåëèòå êîìóòèðàò. Òîâà å
òâúðäåíèåòî íà ñëåäâàùàòà òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.5. Ìíîæèòåëèòå â (5) êîìóòèðàò. Òàêà íÿìà çíà÷åíèå ðåäúò íà
óìíîæåíèå.
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1.5 Äèñêðåòíà òðàíñôîðìàöèÿ íà Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí

Íåêà ξ å ïðèìèòèâåí êîìïëåêñåí q-òè êîðåí íà åäèíèöàòà. Ìàòðèöèòå íà
Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí îò ðåä k ñå äåôèíèðàò ðåêóðåíòíî, êàêòî ñëåäâà:

V1 =


1 1 1 . . . 1
1 ξ ξ2 . . . ξq−1

1 ξ2 ξ4 . . . ξ2(q−1)

...
...

...

1 ξq−1 ξ2(q−1) . . . ξ(q−1)2

 , Vk+1 = V1 ⊗ Vk, k ∈ Z, k ≥ 1, (6)

êúäåòî ⊗ îçíà÷àâà Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå. Åëåìåíòèòå íà ìàòðèöàòà Vk ñà
îò âèäà vω(x) = ξ〈ω,x〉, êúäåòî èíäåêñèòå ïî ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå, ñúîòâåòíî
ω, x ∈ Zkq , ñà ëåêñèêîãðàôñêè íàðåäåíè.

Äåôèíèöèÿ 1.14. Íåêà f : Zkq → C å ôóíêöèÿ. Òðàíñôîðìàöèÿ íà Âèëåíêèí-

Êðåñòåíñîí íà f å ôóíêöèÿòà f̂ : Zkq → C, äåôèíèðàíà ÷ðåç

f̂(ω) =
∑
x∈Zkq

f(x)vω(x), ω ∈ Zkq . (7)

Ïîäðîáíà èíôîðìàöèÿ çà òàçè òðàíñôîðìàöèÿ, êàêòî è çà äðóãè äèñê-
ðåòíè òðàíñôîðìàöèè, ñâúðçàíè ñ ïðåîáðàçóâàíèåòî íà Ôóðèå, èìà íàïðèìåð
â [3, 13, 19].

Íåêà TTf å âåêòîðúò îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèÿòà f , êîãàòî åëåìåíòèòå íà
Zkq ñà ïîäðåäåíè ëåêñèêîãðàôñêè. Òîâà å àíàëîã íà òàáëèöàòà çà èñòèííîñò íà
áóëåâà ôóíêöèÿ, íî òóê êîîðäèíàòèòå íà TTf̂ ñà êîìïëåêñíè ÷èñëà. Âåêòîðèòå

îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèèòå f è f̂ ñà ñâúðçàíè ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

TTf̂ = Vk · TTf .

Ïî òîçè íà÷èí òðàíñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí ñå ïðåâðúùà â óì-
íîæåíèå íà ìàòðèöà ñ âåêòîð.

Íåêà q å ïðîñòî ÷èñëî, G å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ëèíååí [n, k]q êîä ñ
ïúëíà äúëæèíà è ôóíêöèÿòà f : Fkq → Z å äåôèíèðàíà òàêà, ÷å f(x) å áðîÿò íà
ñòúëáîâåòå â G, êîèòî ñà ïðîïîðöèîíàëíè (ñ íåíóëåâ êîåôèöèåíò) íà x. Â òîçè

ñëó÷àé òðàíñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí f̂ êîðåñïîíäèðà ñ òåãëîòî
íà êîäîâàòà äóìà ωG ïî ñëåäíèÿ íà÷èí

wt(ωG) =
(q − 1)n− f̂(ω)

q
, ω ∈ Fkq . (8)
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1.6 Òðàíñôîðìàöèÿ íà ñëåäèòå

Îáîáùåíèå íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà Óîëø-Àäàìàð, êîåòî ñå ïðèëàãà çà
ïàðàìåòðè íà ëèíåéíè êîäîâå íàä ñúñòàâíè êðàéíè ïîëåòà, å ïðåäëîæåíî îò
Êàðïîâñêè [18]. Òîé ïðåäëàãà èçïîëçâàíåòî íà òîâà ïðåîáðàçóâàíèå çà èç÷èñ-
ëÿâàíå íà òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ñúñåäíè êëàñîâå.

Íåêà Fq ñúñòàâíî êðàéíî ïîëå, êàòî q = pm è p å ïðîñòî ÷èñëî.
Çà òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå âìåñòî ñêàëàðíîòî ïðîèçâåäåíèå â òðàí-

ñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí ñå ïîëçâà àáñîëþòíàòà ñëåäà íà ñêàëàð-
íîòî ïðîèçâåäåíèå [1, p. 367].

Íåêà ζ å ïðèìèòèâåí êîìïëåêñåí p-òè êîðåí íà 1 è ñà äåôèíèðàíè èçðà-
çèòå

τω(x) = ζTr(〈ω,x〉) (9)

çà ïðîèçâîëíè ω, x ∈ Fkq . Êàêòî ïî-ðàíî áå îòáåëÿçàíî, ïîëçâà ñå åñòåñòâåíèÿò
õîìîìîðôèçúì ìåæäó Fp è êîìïëåêñíèòå ÷èñëà ñ àáñîëþòíà ñòîéíîñò 1. Òðàí-
ñôîðìàöèÿòà ñå îïðåäåëÿ îò ìàòðèöàòà Tk = (τω(x)) ñ ðàçìåðè qk × qk, â êîÿòî
èíäåêñèòå ω, x ∈ Fkq ñà íàðåäåíè ëåêñèêîãðàôñêè. ×ðåç ðàâåíñòâîòî (9) ñå äå-
ôèíèðà ïðåîáðàçóâàíèå îò òèï Ôóðèå [1], êîåòî ñå íàðè÷à òðàíñôîðìàöèÿ íà
ñëåäèòå.

Äåôèíèöèÿ 1.15. Íåêà Fq å êðàéíî ïîëå ñ q åëåìåíòà, q = pm çà ïðîñòîòî ÷èñ-
ëî p, à ζ å ïðèìèòèâåí êîìïëåêñåí p-òè êîðåí íà 1. Òðàíñôîðìàöèÿ íà ñëåäèòå
íà ôóíêöèÿòà f : Fkq → C å ôóíêöèÿòà f̂ : Fkq → C, äåôèíèðàíà ñ

f̂(ω) =
∑
x∈Fkq

f(x)τω(x) =
∑
x∈Fkq

f(x)ζTr(〈ω,x〉), ω ∈ Fkq . (10)

Âåêòîðèòå îò ñòîéíîñòèòå íà ôóíêöèèòå f è f̂ ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî

TTf̂ = Tk · TTf .

Ìàòðèöèòå Tk ñà ñâúðçàíè ÷ðåç Êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå, ò. å. Tk+1 =
T1 ⊗ Tk è Tk = ⊗kT1 çà k ∈ N.

Äåôèíèöèÿ 1.16. Ñòîéíîñòòà íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ fG(x) íà ëè-
íåéíèÿ [n, k]q êîä C ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà G å áðîÿò íà ñòúëáîâåòå íà G, êîèòî
ñà ïðîïîðöèîíàëíè (ñ íåíóëåâ êîåôèöèåíò) íà x, çà x ∈ Fkq .

Çàáåëåæêà 1.1. Êàðïîâñêè [18] ðàçãëåæäà ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà

G′ = (α1G|α2G| . . . |αq−1G) (11)
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ïðè óñëîâèå, ÷å â G íÿìà ïðîïîðöèîíàëíè ñòúëáîâå, ò. å. ìèíèìàëíîòî òåãëî
íà äóàëíèÿ êîä å ïî-ãîëÿìî îò 2. Â òîçè ñëó÷àé õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ â
êëàñè÷åñêèÿ ñìèñúë f ′ : Fkq → F2, êîÿòî çà âñåêè âåêòîð x ïîêàçâà äàëè å ñòúëá
â G′, ñúâïàäà ñ äåôèíèðàíàòà ïî-ãîðå ôóíêöèÿ fG.

Òåîðåìà 1.6. Íåêà G å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ëèíåéíèÿ [n, k]q êîä ñ ïúëíà
äúëæèíà C. Òîãàâà çà òåãëàòà íà êîäîâèòå äóìè íà C å èçïúëíåíî

wt(ωG) =
(q − 1)n− f̂(ω)

q
, ω ∈ Fkq , (12)

êúäåòî f̂ å òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ fG
íà êîäà C.

2 Àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíî ðàçïðå-

äåëåíèå íà ëèíååí êîä íàä êðàéíî ïðîñòî ïîëå

÷ðåç õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð

Â òàçè ãëàâà ñå ðàçãëåæäà êðàéíîòî ïðîñòî ïîëå Fq = Zq = {0, 1, 2, . . . , q−
1} ñ ôèêñèðàíà íàðåäáà íà åëåìåíòèòå α0 = 0, α1 = 1, α2, . . . , αq−1.

Ñ α ñå îçíà÷àâà âåêòîðúò (α, α, . . . , α) = α(1, 1, . . . , 1), ñúñòîÿù ñå îò åäíè
è ñúùè êîîðäèíàòè, ñúñ ñúîòâåòíàòà ïîäðàçáèðàùà ñå äúëæèíà.

2.1 Õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð íà ëèíååí êîä

Ñïåöèàëåí òèï íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà íà ñèìïëåêñ êîäà Sq,k, êîéòî ùå
áúäå îñíîâíî ïîëçâàí â ðàçðàáîòêàòà, ñå äåôèíèðà ðåêóðåíòíî ñ ðàâåíñòâàòà:

G1 = (1) , Gk+1 =

(
0 α1 α2 . . . αq−1 1
Gk Gk Gk Gk 0T

)
, k ∈ N. (13)

Äåôèíèöèÿ 2.1. Õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð íà ëèíåéíèÿ [n, k]q êîä C ïî îò-
íîøåíèå íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G å âåêòîðúò

χ(C,G) = (χ1, χ2, . . . , χθ(q,k)) ∈ Zθ(q,k), (14)

êúäåòî χu å áðîÿò íà ñòúëáîâåòå íà G, êîèòî ñà ðàâíè èëè ïðîïîðöèîíàëíè (ñ
íåíóëåâ êîåôèöèåíò) íà u-òèÿ ñòúëá íà ìàòðèöàòà Gk, u = 1, 2, . . . , θ(q, k).
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Ïî-äîëó, çà êðàòêîñò õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð ñå îçíà÷àâà ñàìî ñ χ,
êîãàòî êîäúò C è ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà G ñà ÿñíè îò êîíòåêñòà.

Çà íàìèðàíå íà òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà êîäà C, äîñòàòú÷íî å äà ñå
ïðåñìåòíàò òåãëàòà íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà GT

k ·G.
Íåêà Mk = GT

k ·Gk, k ∈ N, êàòî óìíîæåíèåòî å íàä Fq. Ïî-äîëó ñ N (Mk) å
îçíà÷åíà ìàòðèöàòà, ïîëó÷åíà îò Mk ÷ðåç çàìåñòâàíå íà íåíóëåâèòå åëåìåíòè
ñ 1 (íîðìàëèçèðàíà ìàòðèöà).

Ëåìà 2.1. Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà G è χ å õàðàê-
òåðèñòè÷íèÿò âåêòîð íà C ïî îòíîøåíèå íà G. Òîãàâà òåãëîòî ïî Õåìèíã
íà i-òèÿ ðåä íà ìàòðèöàòà GT

k ·G (óìíîæåíèåòî å íàä Fq) å i-òèÿò åëåìåíò
íà âåêòîðà ñòúëá N (Mk) · χT (óìíîæåíèåòî å íàä Z), i = 1, . . . , θ(q, k).

Îò (13) ñå ïîëó÷àâà ðåêóðåíòíà âðúçêà çà ìàòðèöèòå Mk, à èìåííî:
M1 = (1) è çà âñÿêî k ∈ Z, k ≥ 2

Mk =



Mk−1 Mk−1 . . . Mk−1 0T

Mk−1 Mk−1 + J . . . Mk−1 + αq−1J 1T

Mk−1 Mk−1 + α2J . . . Mk−1 + α2αq−1J α2
T

...
Mk−1 Mk−1 + αq−1J . . . Mk−1 + α2

q−1J αq−1
T

0 1 . . . αq−1 1


. (15)

Ìàòðèöàòà J â ãîðíàòà ôîðìóëà å θ(q, k−1)×θ(q, k−1) ìàòðèöà, ñúñòîÿùà
ñå îò åäèíèöè.

2.2 Õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå

Äåôèíèöèÿ 2.2. Íåêà χ = (χ1, . . . , χt) ∈ Zt è b = (b1, . . . , bt) ∈ Ftq, t ∈ N.
Õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå íà âåêòîðà b ïî îòíîøåíèå íà χ å âåêòîðúò

b[χ] = (µ0, µ1, . . . , µq−1) ∈ Zq,

êúäåòî µj å ñóìàòà îò êîîðäèíàòèòå χu íà âåêòîðà χ, òàêèâà ÷å bu = αj, 1 ≤
u ≤ t, j = 0, 1, . . . , q − 1. Àêî íÿìà êîîðäèíàòè íà b, êîèòî ñà ðàâíè íà αj, òî
µj = 0.

Äåôèíèöèÿ 2.3. Íåêà s, t ∈ N, χ ∈ Zt, B ∈ Fs×tq è B1, . . . , Bs ñà ðåäîâåòå íà
ìàòðèöàòà B. Õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàòðèöàòà B ïî îòíîøåíèå
íà âåêòîðà χ å ìàòðèöàòà B[χ] ∈ Zs×q, ÷èèòî ðåäîâå ñà B[χ]

1 , . . . , B
[χ]
s .
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Òåîðåìà 2.2. Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïúëíà äúëæèíà è χ å õàðàêòåðèñ-
òè÷åí âåêòîð íà êîäà C ïî îòíîøåíèå íà íÿêîÿ íåãîâà ïîðàæäàùà ìàòðèöà.
Ïîðåäíàòà i-òà êîîðäèíàòà íà N (Mk) ·χT å ðàâíà íà n−µ0, êúäåòî µ0 å ïúð-

âàòà êîîðäèíàòà íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå c
[χ]
i = (µ0, µ1, . . . , µq−1)

íà i-òèÿ ðåä ci íà ìàòðèöàòà Mk ïî îòíîøåíèå íà χ.

Íåêà õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð χ íà ëèíåéíèÿ [n, k]q êîä C å ðàçäåëåí
íà q + 1 ÷àñòè, êàêòî ñëåäâà

χ =
(
χ(0)|χ(1)| . . . |χ(q−1)|χ(q)

)
, (16)

êúäåòî χ(j) ∈ Zθ(q,k−1), j = 0, . . . , q − 1 è χ(q) ∈ Z. Èçâåñòíî å, ÷å θ(q, k) =
qθ(q, k − 1) + 1. Òîãàâà å â ñèëà ñëåäíàòà ðåêóðåíòíà âðúçêà:

M
[χ]
k =

M
[χ(0)]
k−1 + M

[χ(1)]
k−1 + · · ·+ M

[χ(q−1)]
k−1 + 0T[χ(q)]

M
[χ(0)]
k−1 + SR(M

[χ(1)]
k−1 ) + · · ·+ SRαq−1(M

[χ(q−1)]
k−1 ) + 1T[χ(q)]

M
[χ(0)]
k−1 + SRα2(M

[χ(1)]
k−1 ) + · · ·+ SRα2αq−1(M

[χ(q−1)]
k−1 ) + α2

T[χ(q)]

...

M
[χ(0)]
k−1 + SRαq−1(M

[χ(1)]
k−1 ) + · · ·+ SRα2

q−1
(M

[χ(q−1)]
k−1 ) + αq−1

T[χ(q)]

0[χ(0)] + 1[χ(1)] + · · ·+ αq−1
[χ(q−1)] + 1[χ(q)]


,

(17)
êúäåòî ñ SR å îçíà÷åíà îïåðàöèÿòà öèêëè÷íî ïðåìåñòâàíå íàäÿñíî.

Òàêà ìîæå äà ñå èçïîëçâàò ñàìî ïåðìóòàöèè è ñúáèðàíå, çà äà ñå èç÷èñëè

M
[χ]
k îò M

[χ(0)]
k−1 ,M

[χ(1)]
k−1 , . . . ,M

[χ(q−1)]
k−1 è χ(q). Îñâåí òîâà, 1[χ], . . . ,αq−1

[χ] ìîãàò äà

ñå ïîëó÷àò îò 0[χ] ÷ðåç îïåðàöèÿòà SR.

Äåôèíèöèÿ 2.4. Íåêà k ∈ N è χ = (χ1, . . . , χθ(q,k)) ∈ Zθ(q,k). ×àñòè÷íî õà-

ðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå M
[χ]
k (l) çà l = 1, . . . , k ñå äåôèíèðà ðåêóðñèâíî,

êàêòî ñëåäâà

1. M
[χ]
k (k) = M

[χ]
k .

2. Àêî 1 ≤ l < k è âåêòîðúò χ ñå ðàçäåëÿ íà q + 1 ÷àñòè, êàêòî â (16), òî

M
[χ]
k (l) ñå ïðåñìÿòà ïî ôîðìóëàòà

M
[χ]
k (l) =


M

[χ(0)]
k−1 (l)

M
[χ(1)]
k−1 (l)

. . .

M
[χ(q−1)]
k−1 (l)

M
[χ(q)]
1

 .
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Ìàòðèöàòà M
[χ]
k (1) å ñ ðàçìåðíîñò θ(q, k) × q è ðåäîâå M

[χu]
1 , çà u =

1, . . . , θ(q, k). Òúé êàòî M1 = (1), ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà M
[χ]
k (1) ñà íóëåâè

âåêòîðè ñ èçêëþ÷åíèå íà âòîðèÿ, êîéòî å ðàâåí íà χT.
Ïîñëåäíèÿò ðåä íà ìàòðèöàòà M

[χ]
k (l) çà l = 1, . . . , k − 1 å åäèí è ñúù,

èìåííî M
[χ(q)]
1 . Îñâåí òîâà, ðåäúò ïðåäè ïîñëåäíèÿ â M

[χ]
k (l) å åäèí è ñúù çà

l = 1, . . . , k − 2. Äåéñòâèòåëíî, çà âñÿêî l < k èìà íÿêîè ðåäîâå, êîèòî ñå
çàïàçâàò âúâ âñè÷êè ìàòðèöè M

[χ]
k (l′) çà 1 ≤ l′ < l. Òåçè ðåäîâå ñå íàðè÷àò

íåàêòèâíè ðåäîâå. Èìà òî÷íî θ(q, k−l) íåàêòèâíè ðåäà âM [χ]
k (l), l = 2, . . . , k−1.

2.3 Àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðå-

äåëåíèå

Â òîçè ðàçäåë å ïðåäñòàâåí ðàçðàáîòåíèÿò àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà
M

[χ]
k ñ ïîñëåäîâàòåëíî èç÷èñëÿâàíå íà M

[χ]
k (1), M

[χ]
k (2),..., M

[χ]
k (k − 1), M

[χ]
k (k).

Àëãîðèòúìúò ñå ñúñòîè îò òðè îñíîâíè ïðåîáðàçóâàíèÿ, êîèòî ñå íàðè÷àò
Add0, LastRow è AllRows. Ïî-äîëó òåçè ïðåîáðàçóâàíèÿ ñà îáÿñíåíè ïðè
l = k. Ïðåñìÿòàíåòî çàïî÷âà ñ

1. Add0: Ïúðâî, ïðèëàãà ñå îïåðàöèÿòà öèêëè÷íî ïðåìåñòâàíå íàëÿâî âúðõó

ïîñëåäíèÿ ðåä íà ìàòðèöàòàM
[χ]
k (k−1). Ïîëó÷åíèÿò âåêòîð lcs(M

[χ(q)]
1 ) =

(χ(q), 0, . . . , 0) = 0[χ(q)] ñå äîáàâÿ êúì âñåêè ðåä íà ìàòðèöàòà M
[χ(1)]
k−1 .

2. LastRow: Ïðåñìÿòà ñå ïîñëåäíèÿò ðåä íà ìàòðèöàòà M
[χ]
k (k), êîéòî å

ðàâåí íà

M
[χ]
k last =

(
0[χ(0)] + 1[χ(1)] + · · ·+ αq−1

[χ(q−1)] + 1[χ(q)]
)

=

(
θ0∑
u=1

χu, χ
(q) +

2θ0∑
u=θ0+1

χu, . . . ,

θ1−1∑
u=θ1−θ0

χu

)
,

êúäåòî θ0 = θ(q, k − 1) è θ1 = θ(q, k).

3. AllRows: ×ðåç ÿäðîòî íà òîâà ïðåîáðàçóâàíèå ñå èç÷èñëÿâàò q ðåäà
AllRows[j], j = 0, 1, . . . , q − 1, îò ìàòðèöàòà M

[χ]
k . Çà öåëòà ñå ïîëçâà

ïîìîùíèÿò ìàñèâ TEMP ñ ðàçìåðè q × q. Âåêòîðèòå AllRows[j] ñå èç-
÷èñëÿâàò îò TEMP ïî ôîðìóëèòå

AllRows[0](TEMP) = TEMP[0]+TEMP[1] + · · ·+ TEMP[q − 1],
AllRows[j](TEMP) = TEMP[0]+SRαj(TEMP[1]) + · · ·+

SRαjαq−1(TEMP[q − 1]), j > 0,
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êúäåòî TEMP[0], TEMP[1], . . ., TEMP[q − 1] ñà ðåäîâåòå íà TEMP.

Â àëãîðèòúìà, ïðè ïðåñìÿòàíåòî íà M
[χ]
k (l) îò M

[χ]
k (l − 1), ñå çàïàçâàò

íåàêòèâíèòå ðåäîâå íåïðîìåíåíè è ñå ïðèëàãàò ãîðåîïèñàíèòå ïðåîáðàçóâàíèÿ

çà ïîëó÷àâàíå íà ìàòðèöàòà M
[χ′]
l (l) îò ìàòðèöàòà M

[χ′]
l (l − 1), êúäåòî χ′ å

ïîäõîäÿùà ÷àñò îò χ.
Çà äà ñå îáÿñíè ïî-ôîðìàëíî îñíîâíèÿò àëãîðèòúì, ìîæå äà ñå âúâåäå

ìàòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ñòúïêèòå íà ïðåîáðàçóâàíèÿòà ìåæäó ÷àñòè÷íèòå
õàðàêòåðèñòè÷íè ðàçïðåäåëåíèÿ.

Íåêà âñè÷êè ðåäîâå íà ìàòðèöàòà M
[χ]
k (l) ñà íàðåäåíè â åäèí âåêòîð ñ

äúëæèíà qθ(q, k), êîéòî ùå áúäå îçíà÷àâàí ñ M̃
[χ]
k (l), l = 1, . . . , k. Çà êðàòêîñò

ïî-äîëó ñå ïîëçâàò îçíà÷åíèÿòà: M̃
[χ]
k = M̃

[χ]
k (k) è χ̃ = M̃

[χ]
k (1).

Â ñëåäâàùàòà òåîðåìà ñå ïîëçâàò ìàòðèöè îò íÿêîëêî òèïà, à èìåííî:

� Åäèíè÷íèòå s× s ìàòðèöè Is.

� q × q ïåðìóòàöèîííè ìàòðèöè Pj, êîèòî îñúùåñòâÿâàò ñúîòâåòíî ïåðìó-

òàöèèòå SRαj . Â ÷àñòíîñò, P0 = Iq, P1 =

(
0 1
Iq−1 0T

)
è Pj = P j

1 .

� q× q ìàòðèöè Ej, j = 0, 1, . . . , q−1, çà êîèòî j+ 1-èÿò ðåä íà Ej ñå ñúñòîè
ñàìî îò åäèíèöè, à îñòàíàëèòå ðåäîâå íà ìàòðèöàòà ñå ñúñòîÿò îò íóëè.

� Ìàòðèöè O, ñúñòîÿùè ñå ñàìî îò íóëè, ñ ðàçìåðè ïî ïîäðàçáèðàíå.

� Ìàòðèöèòå Tk,l çà k, l ∈ Z, 2 ≤ l ≤ k, êîèòî ñå äåôèíèðàò èíäóêòèâíî ïî
ñëåäíèòå ïðàâèëà:

1. àêî k = l = 2, òî

T2,2 =



Iq Iq Iq . . . Iq P−1
1

Iq P1 Pα2 . . . Pαq−1 Iq
Iq Pα2 Pα2

2
. . . Pα2αq−1 Pα2P

−1
1

...
Iq Pαq−1 Pαq−1α2 . . . Pα2

q−1
Pαq−1P

−1
1

E0 E1 E2 . . . Eq−1 E1


; (18)

2. àêî k > l, òî

Tk,l =

(
Iq ⊗ Tk−1,l O

O Iq

)
; (19)

3. àêî k = l > 2, òî
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Tk,k =

Iθ(q,k−1) ⊗ Iq Iθ(q,k−1) ⊗ Iq . . . Iθ(q,k−1) ⊗ Iq 1⊗ P−1
1

Iθ(q,k−1) ⊗ Iq Iθ(q,k−1) ⊗ P1 . . . Iθ(q,k−1) ⊗ Pαq−1 1⊗ Iq
Iθ(q,k−1) ⊗ Iq Iθ(q,k−1) ⊗ Pα2 . . . Iθ(q,k−1) ⊗ Pα2αq−1 1⊗ P2 · P−1

1
...
Iθ(q,k−1) ⊗ Iq Iθ(q,k−1) ⊗ Pαq−1 . . . Iθ(q,k−1) ⊗ Pα2

q−1
1⊗ Pαq−1 · P−1

1

E0 O E1 O . . . Eq−1 O Iq


.

(20)

Òåîðåìà 2.3. Íåêà χ å õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð íà ëèíååí [n, k]q êîä. Òîãàâà(
M̃

[χ]
k (l)

)T

= Tk,l ·
(
M̃

[χ]
k (l − 1)

)T

, l = 2, . . . , k, (21)

è (
M̃

[χ]
k

)T

= Tk,k · Tk,k−1 · · ·Tk,2 · χ̃T. (22)

2.4 Ñúêðàòåíî õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå

Äåôèíèöèÿ 2.5. Íåêà χ ∈ Zt è b ∈ Ftq, t ∈ N. Ñúêðàòåíîòî õàðàêòåðèñòè÷íî
ðàçïðåäåëåíèå íà âåêòîðà b ïî îòíîøåíèå íà χ å âåêòîðúò

b[χ]r = (µ0 − µ1, . . . , µ0 − µq−1) ∈ Zq−1,

êúäåòî b[χ] = (µ0, µ1, . . . , µq−1) å õàðàêòåðèñòè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå íà b ïî îò-
íîøåíèå íà χ.

Ëåìà 2.4. Àêî χ ∈ Zt è b ∈ Ftq, t ∈ N, òî

(b[χ]r)T =


1 −1 0 · · · 0 0
1 0 −1 · · · 0 0
...

...
...

. . .
...

...
1 0 0 · · · −1 0
1 0 0 · · · 0 −1

 · (b[χ])T.

Àíàëîãè÷íî íà îïèñàíîòî â ïðåäèøíèÿ ðàçäåë ñå âúâåæäàò ïîíÿòèÿòà
ñúêðàòåíî õàðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàòðèöà, ÷àñòè÷íî ñúêðàòåíî õà-
ðàêòåðèñòè÷íî ðàçïðåäåëåíèå è íåãîâîòî ïðåäñòàâÿíå êàòî âåêòîð.

Ëåìà 2.5. Íåêà χ å õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð íà ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïúëíà

äúëæèíà. Òîãàâà ñóìàòà îò êîîðäèíàòèòå íà M̃
[χ]r
k å −n.
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2.5 Ñëîæíîñò íà àëãîðèòìèòå è åêñïåðèìåíòàëíè ðåçóë-

òàòè

Îáùàòà ñëîæíîñò íà îïèñàíèÿ àëãîðèòúì å

k∑
l=2

qk+2 − qk+2−l + qk−1 − qk−l

q − 1
= (k − 1)

qk+2 + qk−1

q − 1
− (q2 + 1)(qk−1 − 1)

(q − 1)2
.

Òîâà äàâà, ÷å çà ôèêñèðàíî q ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòúìà å O(kqk). Êîãàòî ñå
ñ÷èòàò k è q çà ïðîìåíëèâè, âðåìåòî çà èçïúëíåíèå å O(kqk+1).

Çàáåëåæêà 2.1. Áå íàïðàâåíî ñðàâíåíèå íà ïðåäëîæåíèÿ àëãîðèòúì ñ Algo-
rithm 9.8 (Walsh transform over a prime �nite �eld Fp) â [16]. Ñïîðåä Æó, ñëîæ-
íîñòòà íà òîçè àëãîðèòúì, êîãàòî p ñå ïðîìåíÿ, å O(kpk+2).

Ïðåäñòàâåíèÿò ìåòîä å ïðîãðàìèðàí íà C/C++ [6]. Çà äà ñå ñðàâíè åôåê-
òèâíîñòòà, å ïîëçâàíà ïðîãðàìà íà C, â êîÿòî å âëîæåí àëãîðèòúìúò, îïèñàí â
[7], ÷èÿòî ñëîæíîñò å êàòî íà àëãîðèòìèòå, áàçèðàíè íà êîäîâå íà Ãðåé. Âõîäíè
äàííè ñà ñëó÷àéíî ãåíåðèðàíè ëèíåéíè êîäîâå ñ äúëæèíè 30, 300, 3000, 30000
è ðàçëè÷íè ðàçìåðíîñòè íàä ïîëåòà ñ 2, 3, 4, 5 è 7 åëåìåíòà. Ïðåäñòàâåíè ñà
è ðåçóëòàòè çà ñúùèòå ïàðàìåòðè, íî ïîëó÷åíè ñ Magma V2.25-2 îíëàéí ÷ðåç
Magma Calculator.

Ðåçóëòàòèòå ïîêàçâàò, ÷å ïðåäñòàâåíèÿò ìåòîä å ïî-áúðç çà êîäîâå ñ ãîëå-
ìè äúëæèíè. Âðåìåòî çà èç÷èñëÿâàíå íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ âåêòîð å ïðåíåáðå-
æèìî ìàëêî.

3 Ìåòîäè çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëå-

íèå íà ëèíååí êîä íàä ñúñòàâíî êðàéíî ïîëå

3.1 Ïîäõîä ÷ðåç êîä íà ñëåäèòå

Íåêà q = pm, êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî è m > 1.
Àêî ìàòðèöàòà G å ïîðàæäàùà çà ëèíåéíèÿ [n, k]q êîä C, òî ðàçøèðåíàòà

ìàòðèöà G = (α1G|α2G| · · · |αq−1G) å ïîðàæäàùà çà ëèíååí [(q−1)n, k]q êîä C.
Àêî ìèíèìàëíîòî òåãëî íà C å d, òî ìèíèìàëíîòî òåãëî íà C å (q − 1)d.

Çà âñåêè âåêòîð x ∈ Fnq íåêà Tr(x) = (Tr(x1), . . . ,Tr(xn)) ∈ Fnp .

Äåôèíèöèÿ 3.1. Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïîðàæäàùà ìàòðèöà G. Êîäúò
Tr(C) = {Tr(c)|c ∈ C} ñå íàðè÷à êîä íà ñëåäèòå íà C.
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Tr(C) å ëèíååí êîä íàä ïðîñòîòî ïîëå Fp ñúñ ñúùàòà äúëæèíà êàòî C,
íî ñ ðàçìåðíîñò ïî-ìàëêà èëè ðàâíà íà mk [28]. Çàòîâà âìåñòî Tr(C) ùå áúäå
ðàçãëåäàí êîäúò íà ñëåäèòå íà C.

Ëåìà 3.1. Ðàçìåðíîñòòà íà êîäà Tr(C) å ðàâíà íà mk.

Ñëåäñòâèå 3.2. Êîäîâåòå C è Tr(C) èìàò åäèí è ñúù áðîé êîäîâè äóìè,
èìåííî qk = pmk.

Òåîðåìà 3.3. Íåêà q = pm, êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî è m > 1. Íåêà C å ëèíååí
[n, k]q êîä ñ òåãëîâíà ôóíêöèÿ W (z) =

∑n
w=0 Awz

w. Òîãàâà Tr(C) å ëèíååí
[(q − 1)n,mk]p êîä ñ òåãëîâíà ôóíêöèÿ

W1(z) =
n∑

w=0

Awz
q(p−1)w

p .

Ñúãëàñíî ãîðíàòà òåîðåìà òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèíååí êîä C
íàä ñúñòàâíî êðàéíî ïîëå ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå
íà ëèíåéíèÿ êîä Tr(C), êîéòî å íàä ïðîñòî ïîëå, êàòî ñå ïðèëîæè àëãîðè-
òúìà, îïèñàí â ïðåäõîäíàòà ãëàâà. Ñëîæíîñòòà çà èç÷èñëÿâàíå íà õàðàêòåðèñ-
òè÷íèÿ âåêòîð íà Tr(C) å O(mkqn), à íà õàðàêòåðèñòè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå �
O(mkpmk+1) = O(kmpqk).

3.2 Ïîäõîä ÷ðåç òðàíñôîðìàöèÿ íà ñëåäèòå

Ðàçñúæäåíèÿòà äî êðàÿ íà òàçè ãëàâà ñà íàïðàâåíè çà ñúñòàâíî êðàéíî
ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêà 2. Òå ñ ëåêîòà ìîãàò äà ñå îáîáùÿò ïðè äðóãà õàðàêòå-
ðèñòèêà íà ðàçãëåæäàíîòî ñúñòàâíî êðàéíî ïîëå.

Íåêà q = 2m è β1, . . . , βm å ñàìîäóàëåí áàçèñ íà F2m íàä F2. Ñúãëàñíî
òåîðåìà 1.1 òàêúâ áàçèñ ñúùåñòâóâà. Íåêà ñ λ(α) = (λ1(α), . . . , λm(α)) å îçíà÷åí
âåêòîðúò λ(α) ∈ Fm2 , ñúîòâåòñòâàù íà åëåìåíòà

α = λ1(α)β1 + · · ·+ λm(α)βm ∈ Fq.

Äî êðàÿ òàçè ãëàâà, íåêà åëåìåíòèòå α0 = 0, α1, . . . , αq−1 íà Fq ñà íàðåäåíè òàêà,
÷å ñúîòâåòíèòå äâîè÷íè âåêòîðè λ(0), λ(α1), . . . , λ(αq−1) ñà íàðåäåíè ëåêñèêîã-
ðàôñêè.

Íåêà G å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ëèíååí [n, k]q êîä C ñ ïúëíà äúëæèíà,
êúäåòî q = 2m. Íåêà fG å õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà C ñúãëàñíî äåôèíè-
öèÿ 1.16. Òåîðåìà 1.6 äàâà âðúçêàòà ìåæäó òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà C è
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òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå íà fG, êîÿòî ïî äåôèíèöèÿ 1.15 å ôóíêöèÿòà

f̂(ω) =
∑
x∈Fkq

fG(x)τω(x) =
∑
x∈Fkq

fG(x)(−1)Tr(〈ω,x〉), ω ∈ Fkq . (23)

Âåêòîðèòå îò ñòîéíîñòèòå íà f̂ è fG ñà ñâúðçàíè ñ ðàâåíñòâîòî TTf̂ = Tk ·TTfG ,
ïðè êîåòî èíäåêñèòå ω, x ∈ Fkq , îïðåäåëÿùè ïîðåäíîñòòà ñúîòâåòíî íà ðåäîâåòå
è ñòúëáîâåòå â ìàòðèöàòà Tk = (τω(x)), ñà íàðåäåíè ëåêñèêîãðàôñêè.

Ëåìà 3.4. Ìàòðèöàòà

T1 =
(

(−1)Tr(αjαj′ )
)q−1

j,j′=0

å òðàíñôîðìàöèîííàòà ìàòðèöà Hm, äåôèíèðàíà ñ (2).

Ãîðíàòà ëåìà ïîêàçâà, ÷å

T1 = Hm = ⊗mH1 = ⊗m
(

1 1
1 −1

)
. (24)

Òúé êàòî òðàíñôîðìàöèîííàòà ìàòðèöà Tk å Êðîíåêåðîâà ñòåïåí íà T1, òî

Tk = ⊗kT1 = ⊗kmH1 = ⊗km
(

1 1
1 −1

)
(25)

è ìîæå äà ñå ïîëçâà áúòåðôëàé àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíå íà òðàíñôîðìàöèÿ-
òà (23). Ïîäîáåí ïñåâäîêîä å îïèñàí îò Æó [16, Algorithm 9.3].

3.3 Ìàòðè÷íî ïðåäñòàâÿíå íà ïîäîáðåí àëãîðèòúì

Óñúâúðøåíñòâàíå íà ïðåñìÿòàíèÿòà ìîæå äà ñå íàïðàâè, êîãàòî íà òðàí-
ñôîðìàöèÿ ñå ïîäëîæè ñàìî ÷àñò îò âåêòîðà îò ñòîéíîñòèòå íà õàðàêòåðèñ-
òè÷íàòà ôóíêöèÿ, ñúîòâåòñòâàùà íà íåïðîïîðöèîíàëíè ñòîéíîñòè íà àðãóìåí-
òà. Çà öåëòà å óäîáíî äà ñå ïîëçâàò ñòúëáîâåòå íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà Gk

íà ñèìïëåêñ êîäà, èíäóêòèâíî äåôèíèðàíà ïî ñõåìàòà â (13). Ðàçðàáîòåíèÿò
àëãîðèòúì ïîëçâà âõîäíè äàííè ñ äúëæèíà θ(q, k) âìåñòî qk. Ñëîæíîñòòà íà
àëãîðèòúìà å O(mkqk−1).

Ìàòðèöèòå Gk ñå äåôèíèðàò èíäóêòèâíî ÷ðåç ðàâåíñòâàòà

G1 = (1), Gk =

(
0 α1 . . . αq−1 1

Gk−1 Gk−1 . . . Gk−1 0T

)
, k ∈ N, k ≥ 2. (26)
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Íåêà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà Gk ñà îçíà÷åíè ñ gu, u = 1, . . . , θ(q, k), ò. å.

Gk =
(
g1 . . . gθ(q,k)

)
.

Ðàçøèðåíàòà ìàòðèöà Gk ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâîòî

Gk = (0|α1Gk| . . . |αq−1Gk). (27)

Òÿ ñúäúðæà êàòî ñòúëáîâå âñè÷êè âåêòîðè îò Fkq è îïðåäåëÿ íàðåäáà â òîâà

ìíîæåñòâî. Íåêà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà Gk ñà îçíà÷åíè ñ ḡt, t = 1, . . . , qk,
ò. å.

Gk =
(
ḡ1 . . . ḡqk

)
.

Íåêà G å ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ëèíååí [n, k]q êîä C ñ ïúëíà äúëæèíà,
êúäåòî q = 2m. Íåêà fG å õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ íà C ñúãëàñíî äåôèíè-
öèÿ 1.16. Õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð χ = (χ1, . . . , χθ(q,k)) ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðà-
âåíñòâàòà χu = fG(gu) çà u = 1, . . . , θ(q, k). Ðàçøèðåíèÿò õàðàêòåðèñòè÷åí âåê-
òîð χ = (χ1, . . . , χqk) ñå äåôèíèðà ÷ðåç ðàâåíñòâàòà χt = fG(ḡt) çà t = 1, . . . , qk.
Îò (27) ñëåäâà, ÷å çà âñåêè t1, t2 ∈ N, çà êîèòî 1 < t1 < t2 ≤ qk è θ(q, k) äåëè
t2 − t1, âåêòîðèòå ḡt1 è ḡt2 ñà ïðîïîðöèîíàëíè è χt1 = fG(ḡt1) = fG(ḡt2) = χt2 .
Òîâà ïîêàçâà, ÷å χ = (0|χ| . . . |χ).

Çà îáÿñíåíèå íà àëãîðèòúìà ñà íóæíè ñëåäíèòå ìàòðèöè:

Mk = G
T

k ·Gk = (〈ḡt1 , ḡt2〉)
qk

t1,t2=1 ,

Mk = GT
k ·Gk = (〈gu1 , gu2〉)

θ(q,k)
u1,u2=1 ,

P k =
(

(−1)Tr(〈ḡt1 ,ḡt2 〉)
)qk
t1,t2=1

,

Pk =
(

(−1)Tr(〈gu1 ,gu2 〉)
)θ(q,k)

u1,u2=1
,

Pk,α =
(

(−1)Tr(α〈gu1 ,gu2 〉)
)θ(q,k)

u1,u2=1
, α ∈ Fq\{0},

Λ(α) =
(

(−1)Tr(ααj1αj2 )
)q−1

j1,j2=0
, α ∈ Fq\{0}.

Ìàòðèöàòà P k ìîæå äà ñå ïîëó÷è îò ìàòðèöàòà Tk ñ ïîäõîäÿùî ðàçìåñ-
òâàíå íà ðåäîâå è ñòúëáîâå. Íåêà χ̂ = (χ̂1, . . . , χ̂qk) å âåêòîðúò, îïðåäåëåí îò
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ðàâåíñòâàòà χ̂t = f̂(ḡt) çà t = 1, . . . , qk. Òîãàâà χ̂T = P k · χT.

P k · χT =



(q − 1)
∑θ(q,k)

u=1 χu(∑q−1
j=1 Pk,αj

)
χT(∑q−1

j=1 Pk,αj

)
χT

...(∑q−1
j=1 Pk,αj

)
χT


. (28)

Òîâà îçíà÷àâà, ÷å íå å íóæíî äà ñå èçïîëçâàò ìàòðèöàòà P k ñ ðàçìåðè 2k ×
2k è äúëãèÿò âåêòîð χ. Çà ïîëó÷àâàíå íà χ̂ è òåãëîâíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà
êîäà å äîñòàòú÷íî äà ñå èçïîëçâà õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð χ, ìàòðèöàòà Pk
è ìàòðèöèòå Pk,α çà α ∈ Fq\{0}.

Pk =


T1 ⊗ Pk−1

Λ0
T

Λα1

T

...
Λαq−1

T

Λ0 Λα1 . . . Λαq−1
Λ1

 , (29)

êúäåòî Λα = (−1)Tr(α) çà α ∈ Fq, à Λα å âåêòîð ðåä ñ äúëæèíà ïî ïîäðàçáèðàíå
è åäíè è ñúùè êîîðäèíàòè Λα. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî è (24) äàâàò âúçìîæíîñò
çà ïðèëàãàíå íà áúòåðôëàé àëãîðèòúì çà ïðåñìÿòàíåòî íà Pk · χT.

Íåêà õàðàêòåðèñòè÷íèÿò âåêòîð χ å ðàçäåëåí íà ÷àñòè, êàêòî ñëåäâà

χ = (χ(0)|χ(1)| . . . |χ(q−1)|χθ(q,k)), (30)

êúäåòî χ(0), χ(1), . . . , χ(q−1) ∈ Zθ(q,k−1).
Íåêà Num(α) ∈ {0, 1, . . . , q − 1} å íîìåðúò íà åëåìåíòà α â íàðåäáàòà íà

ïîëåòî Fq, ò. å. αNum(α) = α. Èçïúëíåíî å

Pk · χT =


(T1 ⊗ Iθ(q,k−1)) ·



Pk−1 · χ(0)T

Pk−1 · χ(1)T

...

Pk−1 · χ(Num(1))T
+ χθ.1

T

...

Pk−1 · χ(q−1)T


Λ0

∑
χ(0)+· · ·+Λ1

(
χθ+

∑
χ(Num(1))

)
+· · ·+Λαq−1

∑
χ(q−1)


, (31)
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êúäåòî çà êðàòêòîñò θ = θ(q, k) è
∑
χ(j) îçíà÷àâà ñóìàòà îò êîîðäèíàòèòå íà

χ(j), j = 0, 1, . . . , q − 1.
Çà 1 < l < k å â ñèëà

Pl · χ′T + χθ.1
T =


(
T1 ⊗ Iθ(q,l−1)

)
·



Pl−1 · χ′(0)T
+ χθ.1

T

Pl−1 · χ′(1)T

...

Pl−1 · χ′(Num(1))T
+ χ′θ(q,l−1).1

T

...

Pl−1 · χ′(q−1)T


Λ0

(
χθ+

∑
χ′(0))

)
+Λα1

∑
χ′(1)+. . .


, (32)

êúäåòî χ′ å âåêòîð ñ äúëæèíà θ(q, l), êîéòî å ïîäõîäÿùà ÷àñò îò χ. Îò òîâà ðà-

âåíñòâî ïî èíäóêöèÿ ñå äîêàçâà, ÷å çà ïîëó÷àâàíå íà Pk−1 · χ(Num(1))T
+ χθ.1

T å
äîñòàòú÷íî äà ñå äîáàâè χθ ñàìî êúì ïúðâàòà êîîðäèíàòà íà âåêòîðà χ(Num(1)),
íî ïðåäâàðèòåëíî óìíîæåíî ïî Λ1. Çà ïðåñìÿòàíå íà ïîñëåäíàòà êîîðäèíàòà
íà Pk ·χT å íåîáõîäèìî äà ñå äîáàâè χθ êúì ñúùàòà êîîðäèíàòà, íî áåç ïðåäâà-
ðèòåëíî óìíîæåíèå. Òåçè íàáëþäåíèÿ äàâàò âúçìîæíîñò äà ñå èçâúðøàò ïðåä-
âàðèòåëíè îïåðàöèè ñúñ ñòîéíîñòòà íà χθ, êàêòî è ñ ïîñëåäíèòå êîîðäèíàòè îò
âñåêè áëîê χ′(j), j = 0, . . . , q − 1.

Ñëåäâà äà ñå îáúðíå âíèìàíèå íà ìàòðèöèòå Pk,α çà α ∈ Fq\{0}. Çà k = 1
ìàòðèöèòå ñà P1,α = (Λα). Ïðè ðåêóðåíòíàòà ñòúïêà å â ñèëà

Pk,α · χT =


(Λ(α) ⊗ Iθ(q,k−1)) ·



Pk−1,α · χ(0)T

Pk−1,α · χ(1)T

...

Pk−1,α · χ(Num(1))T
+ χθ.1

T

...

Pk−1,α · χ(q−1)T


Λ0

∑
χ(0) + Λαα1

∑
χ(1) + · · ·+ Λα

(
χθ +

∑
χ(Num(1))

)
+ · · ·


.

(33)
Òúé êàòî óìíîæåíèåòî ïî α 6= 0 ìîæå äà ñå ðàçãëåäà êàòî ïåðìóòàöèÿ

íà åëåìåíòèòå íà Fq, ìàòðèöàòà Λ(α) ìîæå äà áúäå ïîëó÷åíà îò ìàòðèöàòà
T1 = Λ(1) ÷ðåç ïîäõîäÿùà ïåðìóòàöèÿ íà ðåäîâå (è/èëè ñòúëáîâå). Íåêà πα ∈ Sq
å ïåðìóòàöèÿ, äåôèíèðàíà ñ ðàâåíñòâîòî πα(j) = j′, êúäåòî αj′ = ααj, j =
0, 1, . . . , q−1. Ïåðìóòàöèÿòà πα èíäóöèðà ïåðìóòàöèÿ íà áëîêîâåòå îò ñòúëáîâå
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â ìàòðèöàòà T1 ⊗ Iθ(q,k−1). Çàòîâà

Pk,α · χT =


(T1 ⊗ Iθ(q,k−1)) ·



Pk−1,α · χ(π−1
α (0))

T

Pk−1,α · χ(π−1
α (1))

T

...

Pk−1,α · χ(π−1
α (Num(α)))

T
+ χθ.1

T

...

Pk−1,α · χ(π−1
α (q−1))

T


Λ0

∑
χ(0) + Λαα1

∑
χ(1) + · · ·+ Λα

(
χθ +

∑
χ(Num(1))

)
+ · · ·


,

(34)
êàòî π−1

α (Num(α)) = Num(1).
Ñðàâíåíèåòî íà ðàâåíñòâà (31) è (34) ïîêàçâà, ÷å çà ïðåñìÿòàíå íà êîîð-

äèíàòèòå áåç ïîñëåäíàòà ñå ïîëçâà óìíîæåíèå ïî åäíà è ñúùà ìàòðèöà T1 ⊗
Iθ(q,k−1). Â ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî áëîêîâåòå Pk−1,α ·χ(j)T

ñà ïîäëîæåíè íà ïåðìó-
òàöèÿ. Ïî èíäóêöèÿ, òàçè ïåðìóòàöèÿ ìîæå äà ñå ïðåíåñå âúðõó êîîðäèíàòèòå
íà âåêòîðà χ. Ñúùî òàêà, χθ è ïîñëåäíèòå åëåìåíòè íà ìåæäèííèòå áëîêîâå
ñå äîáàâÿò íà îïðåäåëåíè ìåñòà â χ. Òàêà ìîäèôèöèðàíèÿò âåêòîð ïî-äîëó å
îçíà÷åí ñ πα(χ).

Â ðàçðàáîòåíèÿ ïîäîáðåí àëãîðèòúì, çà äà ñå ïðåñìåòíå
(∑q−1

j=1 Pk,αj

)
χT,

äèðåêòíî ñå ìàíèïóëèðà ñúñ ñóìàòà

SP (χ) = πα1(χ) + πα2(χ) + · · ·+ παq−1(χ),

êàòî ñå ïîëçâà äîïúëíèòåëíî ñàìî åäíà ìîäèôèêàöèÿ íà χ.

3.4 Îïèñàíèå íà ïîäîáðåíèÿ àëãîðèòúì

3.4.1 Ïðåäâàðèòåëíè èç÷èñëåíèÿ

Íåêà ρ : Zθ(q,k) → Zk−1 å èçîáðàæåíèå, êîåòî ñå äåôèíèðà, êàêòî ñëåäâà:
àêî 0 ≤ z ≤ θ(q, k)− 1 è ρ(z) = (ρ1, . . . , ρk−1), òî

ρ1 =

⌊
z

θ(q, k − 1)

⌋
, ρt =

⌊
z −

∑t−1
s=1 ρsθ(q, k − s)
θ(q, k − t)

⌋
çà t = 2, . . . , k − 1.

Ëåìà 3.5. Àêî 0 ≤ z ≤ θ(q, k)− 1 è ρ(z) = (ρ1, . . . , ρk−1), òî

z = ρ1θ(q, k − 1) + ρ2θ(q, k − 2) + · · ·+ ρk−2θ(q, 2) + ρk−1,

è 0 ≤ ρt ≤ q, t = 1, . . . , k − 1.
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Ñëåäñòâèå 3.6. Èçîáðàæåíèåòî ρ å èíåêòèâíî.

Ëåìà 3.7. Àêî 0 ≤ z ≤ θ(q, k) − 1, ρ(z) = (ρ1, . . . , ρk−1) è ñúùåñòâóâà èíäåêñ
t ∈ {1, . . . , k − 1}, òàêà ÷å ρt = q è ρs < q çà s = 1, . . . , t − 1, òî ρt+1 = · · · =
ρk−1 = 0.

Ìàëêà ìîäèôèêàöèÿ íà âåêòîðà ρ(z) å ïî-óäîáíà çà ðàçðàáîòåíèÿ àëãîðè-
òúì. Çà öåëòà ñå ïîëçâà èçîáðàæåíèåòî ν : {1, . . . , θ(q, k)} → Zk−1, äåôèíèðàíî
÷ðåç

ν(z) =

{
ρ(z), àêî ρt < q çà âñÿêî t = 1, . . . , k − 1,
(ρ1, . . . , ρt−1, q, . . . , q), àêî ρt = q çà íÿêîå t ≤ k − 1.

Íåêà κ : Fk−1
q → Z å èçîáðàæåíèå, äåôèíèðàíî ñ ðàâåíñòâîòî

κ(αj1 , . . . , αjk−1
) = ρ−1(j1, . . . , jk−1) + 1.

Î÷åâèäíî, îáðàçèòå íà âåêòîðèòå îò Fk−1
q ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, ïî-ìàëêè èëè

ðàâíè íà θ(q, k). Ïðè òîâà, ðàçëè÷íèòå âåêòîðè èìàò ðàçëè÷íè îáðàçè. Àêî u, çà
êîåòî 1 ≤ u ≤ θ(q, k), íå å îáðàç ïðè èçîáðàæåíèåòî κ, ñúîòâåòíàòà êîîðäèíàòà
χu íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ âåêòîð χ ñå íàðè÷à íåàêòèâíà êîîðäèíàòà. Âñúùíîñò,
χu å íåàêòèâíà êîîðäèíàòà, àêî ïîñëåäíàòà êîîðäèíàòà íà âåêòîðà ν(u− 1) å q.

Â ðàçðàáîòåíèÿò àëãîðèòúì ñå ïîëçâàò òðè ìàñèâà ñ äúëæèíà θ(q, k),
îçíà÷åíè ñ χ(0), χ(1) è S. Ìàñèâèòå χ(0) è χ(1) èãðàÿò ðîëÿ íà ìîäèôèöèðàíè
êîïèÿ íà õàðàêòåðèñòè÷íèÿ âåêòîð χ. Àêî ïîñëåäíàòà êîîðäèíàòà íà ν(u − 1)
íå å q, òî χ(s)[u] = (−1)sχu, çà u = 1, . . . , θ(q, k) è s = 0, 1. Íåàêòèâíèòå êîîð-
äèíàòè íà χ ñå äîáàâÿò íà ïîäõîäÿùè ìåñòà â êîïèÿòà. Ìàñèâúò S ñëóæè çà
ôîðìèðàíå íà âåêòîðà SP (χ).

3.4.2 Îñíîâåí àëãîðèòúì

Ðåàëèçèðà ñå áúòåðôëàé àëãîðèòúì âúðõó ñóìàòà S è âåêòîðà χ(0), êàòî â

ðåçóëòàò S ïîëó÷àâà ñòîéíîñò
(∑q−1

j=1 Pk,αj

)
χT. Ïðè ïðîòè÷àíå íà ïðîöåäóðàòà

ñå òúðñÿò ïðàâèëíèòå ìåñòà íà íåàêòèâíèòå êîîðäèíàòè. Çà öåëòà ñå ïðèëàãàò
ïîäõîäÿùè ïåðìóòàöèè, ðåàëèçèðàíè ñ ïîìîùòà íà èçîáðàæåíèÿòà σl, ν

(l) è
ν−1. Áúòåðôëàé àëãîðèòìèòå çà S è χ(0) ñà ïîäîáíè íà àëãîðèòúìà, îïèñàí â
ðàçäåë 3.2.

3.4.3 Àíàëèç íà ñëîæíîñòòà

Îáùàòà ñëîæíîñò íà ïîäîáðåíèÿ àëãîðèòúì å O(kmqk−1).
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Íå å òðóäíî äà ñå âèäè, ÷å ñëîæíîñòòà íà àëãîðèòúìà îò ðàçäåë 3.2 å
O(kmqk). Îñâåí òîâà ñå ïîëçâà ìàñèâ ñ äúëæèíà qk, äîêàòî ïîäîáðåíèÿò àëãî-
ðèòúì ïîëçâà òðè ìàñèâà, íî ñ äúëæèíè θ(q, k) = (qk − 1)/(q − 1). Îïèñàíèÿò
ïîäîáðåí àëãîðèòúì å ïî-åôåêòèâåí îò äîñåãàøíè àëãîðèòìè çà ïðåñìÿòàíå
íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå, ïî-ñïåöèàëíî, êîãàòî äúëæèíàòà n èëè áðîÿò íà
åëåìåíòèòå íà ïîëåòî q ñà ãîëåìè.

4 Ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíååí

êîä íàä êðàéíî ïîëå ÷ðåç äèñêðåòíè òðàíñôîð-

ìàöèè

Çà èçÿñíÿâàíå íà âðúçêàòà ìåæäó ìàòåðèÿòà â òàçè ãëàâà è ðàçãëåæäà-
íèòå â ïðåäèøíèòå äâå ãëàâè àëãîðèòìè å íóæíî ñëåäâàùîòî ïîíÿòèå.

Äåôèíèöèÿ 4.1. Íåêà b ∈ Zθ å âåêòîð ñ äúëæèíà θ(q, k) ñ öåëî÷èñëåíè êîîð-
äèíàòè. Çà âñåêè âåêòîð-ðåä c íà ìàòðèöàòà Mk íåêà å äåôèíèðàí âåêòîðúò

c[b]r = (µ0 − µ1, . . . , µ0 − µq−1),

êúäåòî µ0, µ1, . . . , µq−1 ñà êîîðäèíàòèòå íà c
[b]. Ìàòðèöàòà M

[b]r
k å ñúñòàâåíà îò

âåêòîðèòå c[b]r , âçåòè êàòî ðåäîâå. Ñóìàòà îò ñòúëáîâåòå íà M
[b]r
k ñå íàðè÷à

ñúêðàòåíî ðàçïðåäåëåíèå íà b è ñå îçíà÷àâà ñ r(b).

Ëåìà 4.1. Ñúêðàòåíîòî ðàçïðåäåëåíèå r(b) íà âåêòîðà b ∈ Zθ å

r(b) = [(q − 1)J − qN (Mk)]b
T ,

êúäåòî J å ìàòðèöà ñ ðàçìåðíîñò θ × θ, ñúñòîÿùà ñå ñàìî îò åäèíèöè.

4.1 Ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä íàä

êðàéíî ïðîñòî ïîëå

Â òîçè ðàçäåë ñå ðàçãëåæäàò ñàìî ïðîñòè ïîëåòà, ïîðàäè êîåòî q å ïðîñòî
÷èñëî è Fq = Zq = {0, 1, . . . , q − 1}.

Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H. Õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ôóíêöèÿ íà ìàòðèöàòà H ñå äåôèíèðà ÷ðåç

hH(x) =

{
1, àêî x å ïðîïîðöèîíàëåí íà ñòúëá îò H,
0, â ïðîòèâåí ñëó÷àé,

(35)
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êúäåòî êîåôèöèåíòèòå íà ïðîïîðöèîíàëíîñò òðÿáâà äà ñà ðàçëè÷íè îò 0. Òàçè
õàðàêòåðèñòè÷íà ôóíêöèÿ ñå èçïîëçâà çà ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñà íà ïîêðèòèå
íà êîäà. Ñëåäâàùàòà òåîðåìà å â ñèëà çà ïðîñòè ÷èñëà q ≥ 3. Ïîäîáåí ðåçóëòàò
å ïóáëèêóâàí [18, Theorem 2] çà ñëó÷àÿ q = 2.

Òåîðåìà 4.2. Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H, êúäåòî q

å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, à ĥ : Fn−kq → C å òðàíñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-
Êðåñòåíñîí íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ h = hH . Òîãàâà ðàäèóñúò íà

ïîêðèòèå R(C) å ðàâåí íà íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî t, òàêîâà ÷å
̂̂
ht(y) 6=

0 çà âñåêè âåêòîð y ∈ Fn−kq , y 6= 0.

Çàáåëåæêà 4.1. Ñúùèÿò ìåòîä ìîæå äà ñå ïîëçâà çà ïðåñìÿòàíå íà òåãëîâíîòî
ðàçïðåäåëåíèå íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíèòå êëàñîâå íà ëèíååí êîä íàä Fq ïðè
íå÷åòíî ïðîñòî q. Àêî t ≥ 2 å åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî áðîÿò íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè

êëàñîâå ñ òåãëî t å ðàâåí íà áðîÿ íà âåêòîðèòå y ∈ Fn−kq \{0}, çà êîèòî ̂̂ht(y) 6= 0

è
̂̂
ht−1(y) = 0. Áðîÿò íà ëèäåðèòå íà ñúñåäíè êëàñîâå ñ òåãëî 1 å ðàâåí íà áðîÿ

íà íåíóëåâèòå âåêòîðè y ∈ Fn−kq , çà êîèòî h(y) 6= 0.

Íåêà g1, . . . , gθ ñà ñòúëáîâåòå íà ïîðàæäàùàòà ìàòðèöà Gs íà ñèìïëåêñ
êîäà, äåôèíèðàíà ñ (13). Èçïúëíåíî å

ĥ(0) =
∑
x∈Fsq

h(x)v0(x) =
∑
x∈Fsq

h(x) = h(0) + (q − 1)
θ∑

u=1

h(gu) (36)

è

ĥ(gi) =
∑
x∈Fsq

h(x)vgi(x) = h(0) +
θ∑

u=1

q−1∑
j=1

h(gu)vgi(jgu)

= h(0) +
θ∑

u=1

h(gu)

q−1∑
j=1

(
ξ〈gi,gu〉

)j
, i = 1, . . . , θ. (37)

Ëåìà 4.3. Íåêà q å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî è h : Fsq → Z å ôóíêöèÿ, çà êîÿòî

h(x) = h(αx) çà âñåêè èçáîð íà α ∈ Fq\{0} è x ∈ Fsq. Àêî ĥ : Fsq → C å òðàí-

ñôîðìàöèÿòà íà Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí íà h, òî ĥ ïðèåìà ñàìî öåëî÷èñëåíè
ñòîéíîñòè, ïðè êîåòî ĥ(ω) = ĥ(αω) çà âñåêè èçáîð íà α ∈ Fq\{0} è ω ∈ Fsq.

Ñëåäñòâèå 4.4. Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H, êú-

äåòî q å íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî, à ĥ : Fn−kq → C å òðàíñôîðìàöèÿòà íà
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Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ h = hH . Òîãàâà ðàäèó-
ñúò íà ïîêðèòèå R(C) å ðàâåí íà íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî t, çà êîåòî̂̂
ht(gi) 6= 0 å â ñèëà çà âñÿêî i = 1, . . . , θ(q, n− k).

Ãîðíîòî ïîêàçâà, ÷å å äîñòàòú÷íî äà ñå èç÷èñëÿò
̂̂
ht(0) è

̂̂
ht(gi) çà i =

1, . . . , θ(q, n− k). Ïîíåæå

q−1∑
j=1

(
ξ〈gi,gu〉

)j
=

{
q − 1, àêî 〈gi, gu〉 = 0,
−1, àêî 〈gi, gu〉 6= 0,

(38)

îò (37) ñëåäâà, ÷å

ĥ(αgi) = ĥ(gi) = h(0) +

θ(q,s)∑
u=1

riuh(gu),

êúäåòî α ∈ Fq\{0} è

riu =

{
q − 1, àêî 〈gi, gu〉 = 0,
−1, àêî 〈gi, gu〉 6= 0.

Àêî b = (h(g1), . . . , h(gθ)), òî
ĥ(0)

ĥ(g1)
...

ĥ(gθ)

 =

(
ĥ(0)

h(0).1T + Λ · bT

)
=

 h(0) + (q − 1)
∑θ

u=1 h(gu)

h(0).1T + r(b)T

 . (39)

Çà ïðåñìÿòàíå íà r(b) å ïðèëîæèì àëãîðèòúìúò, îïèñàí â Ãëàâà 2.

4.2 Ïðåñìÿòàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä íàä

ñúñòàâíî êðàéíî ïîëå

Â òîçè ðàçäåë ñå ðàçãëåæäàò ñúñòàâíè ïîëåòà, ò. å. q = pm, êúäåòî p å
ïðîñòî ÷èñëî,m ≥ 2 å åñòåñòâåíî ÷èñëî è Fp = Zp = {0, 1, . . . , p−1}. Ðåçóëòàòèòå
îò ïðåäèøíèÿ ðàçäåë ìîãàò äà áúäàò ïðåôîðìóëèðàíè çà ñúñòàâíè ïîëåòà ñ
èçïîëçâàíå íà òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå.

Òåîðåìà 4.5. Íåêà C å [n, k]q êîä ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H, êúäåòî q = pn çà

íÿêîå íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî p, à ĥ : Fn−kq → C å òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå
íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà ôóíêöèÿ h = hH . Òîãàâà ðàäèóñúò íà ïîêðèòèå R(C) å

ðàâåí íà íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî t, çà êîåòî
̂̂
ht(y) 6= 0 çà âñåêè âåêòîð

y ∈ Fn−kq , y 6= 0.
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Òåîðåìà 4.6. Íåêà C å ëèíååí [n, k]q êîä ñ ïðîâåðî÷íà ìàòðèöà H, êúäåòî

q = 2m, à ĥ : Fn−kq → C å òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå íà õàðàêòåðèñòè÷íàòà
ôóíêöèÿ h = hH . Íåêà

ϕt(ω) =
t∑
l=1

(
ĥ(ω)

)l
, ω ∈ Fn−kq , t = 1, . . . , n,

è ϕ̂t : Fn−kq → C å òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå íà ϕt. Òîãàâà ðàäèóñúò íà
ïîêðèòèå R(C) å ðàâåí íà íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî t, çà êîåòî ϕ̂t(y) 6= 0
çà âñÿêî y ∈ Fn−kq , y 6= 0.

Ëåìà 4.7. Íåêà q = pm çà íÿêîå ïðîñòî ÷èñëî p è h : Fsq → Z å ôóíêöèÿ, çà

êîÿòî h(x) = h(αx) çà âñåêè åëåìåíò α ∈ Fq\{0} è x ∈ Fsq. Àêî ĥ : Fsq → C
å òðàíñôîðìàöèÿòà íà ñëåäèòå íà h, òî ĥ å ôóíêöèÿ, êîÿòî ïðèåìà ñàìî
öåëî÷èñëåíè ñòîéíîñòè è ĥ(ω) = ĥ(αω) çà âñåêè α ∈ Fq\{0} è ω ∈ Fsq.

Îòíîâî ìîæå äà ñå èçïîëçâà ñúêðàòåíîòî ðàçïðåäåëåíèå çà ïðåñìÿòàíå
íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå, êàòî ñà ïðèëîæèìè àëãîðèòìè, îïèñàíè â ïðåäèøíèòå
ãëàâè.

Çàêëþ÷åíèå

Â äèñåðòàöèîííèÿ òðóä ñà ïðåäñòàâåíè ðåøåíèÿ íà çàäà÷èòå çà íàìèðàíå
íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå è ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíååí êîä íàä êðàéíî
ïîëå. Çà öåëòà ïîðàæäàùàòà (ïðîâåðî÷íàòà) ìàòðèöà å ïðåäñòàâåíà ÷ðåç õà-
ðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð, îïðåäåëÿù áðîÿ íà ñòúëáîâåòå, ïðîïîðöèîíàëíè ñ íåíó-
ëåâ êîåôèöèåíò íà ñòúëáîâåòå íà ñïåöèàëíî èçáðàíà ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà
ñèìïëåêñ êîäà. Ðàçðàáîòåíè ñà àëãîðèòìè â çàâèñèìîñò îò âèäà íà êðàéíîòî
ïîëå (ïðîñòî èëè ñúñòàâíî). Çà îñíîâà íà ðàáîòàòà ñå ïîëçâàò òðàíñôîðìàöèè-
òå íà Óîëø-Àäàìàð, Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí è ñëåäèòå, çà êîèòî â ëèòåðàòóðàòà
ñå ñïîìåíàâà, ÷å ìîãàò äà ñå èçïîëçâàò çà öåëòà. Áëàãîäàðåíèå íà ïðåõîäà êúì
õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð, ïðåäëîæåíèòå àëãîðèòìè èìàò ïî-ìàëêà ñëîæíîñò.
Àëãîðèòìèòå ñà çíà÷èòåëíî åôåêòèâíè ïðè ëèíåéíè êîäîâå ñ ãîëåìè äúëæèíè
è ïðè êðàéíè ïîëåòà ñ ãîëÿì áðîé íà åëåìåíòèòå.
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Íàó÷íè ïðèíîñè

Îñíîâíè ïðèíîñíè ìîìåíòè íà äèñåðòàöèÿòà ñà:
1. Ïðîó÷åíè è ñèñòåìàòèçèðàíè ñà çíàíèÿòà çà äèñêðåòíèòå òðàíñôîðìà-

öèè íà Óîëø-Àäàìàð, Âèëåíêèí-Êðåñòåíñîí è ñëåäèòå, êàòî å ïîêàçàíî ïðèëî-
æåíèåòî èì çà íàìèðàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå íà ëèíååí êîä.

2. Äåôèíèðàí å ñïåöèàëåí âèä íà ïîðàæäàùà ìàòðèöà íà ñèìïëåêñ êî-
äà, êîéòî å óäîáåí çà îïðåäåëÿíå íà õàðàêòåðèñòè÷åí âåêòîð íà ïîðàæäàùà
(ïðîâåðî÷íà) ìàòðèöà íà ëèíååí êîä. Òåçè äåôèíèöèè ñïîìàãàò çà ïîëó÷àâà-
íå íà åñòåñòâåíè ðåêóðåíòíè âðúçêè ìåæäó òðàíñôîðìàöèîííèòå ìàòðèöè îò
ðàçëè÷íèòå ðåäîâå.

3. Çà ëèíåéíè êîäîâå íàä ïðîñòè ïîëåòà ñ õàðàêòåðèñòèêà p > 2, å ðàçðàáî-
òåí àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå ïî çàäàäåí õàðàêòåðèñ-
òè÷åí âåêòîð, êîéòî èìà ñëîæíîñòO(kpk+1), ò. å. p ïúòè ïî-ìàëêà îò ñëîæíîñòòà
íà èçâåñòíèòå äîñåãà àëãîðèòìè.

4. Çà ëèíåéíè êîäîâå íàä ñúñòàâíè êðàéíè ïîëåòà, å ðàçðàáîòåí îáù àë-
ãîðèòúì çà íàìèðàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå ïî çàäàäåí ðàçøèðåí õàðàê-
òåðèñòè÷åí âåêòîð, êîéòî èçïîëçâà òðàíñôîðìàöèÿ íà ñëåäèòå è ñàìîäóàëåí
áàçèñ, ÷ðåç êîéòî ðàçãëåæäàíàòà òðàíñôîðìàöèÿ ñå ñâåæäà äî òðàíñôîðìàöèÿ
íà Óîëø-Àäàìàð (ïðè õàðàêòåðèñòèêà 2) èëè òðàíñôîðìàöèÿ íà Âèëåíêèí-
Êðåñòåíñîí. Ñëîæíîñòòà íà òîçè àëãîðèòúì å O(kmqk).

5. Çà ëèíåéíè êîäîâå íàä ñúñòàâíè êðàéíè ïîëåòà, å ðàçðàáîòåí ïîäîáðåí
àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà òåãëîâíî ðàçïðåäåëåíèå ïî çàäàäåí õàðàêòåðèñòè÷åí
âåêòîð, ÷ðåç êîéòî ñëîæíîñòòà ñå ïîäîáðÿâà q ïúòè. Äåòàéëíî å îïèñàí òîçè
àëãîðèòúì ïðè ñúñòàâíè ïîëåòà ñ õàðàêòåðèñòèêà 2.

6. Ðàçðàáîòåíè ñà ìåòîäè çà íàìèðàíå íà ðàäèóñ íà ïîêðèòèå íà ëèíååí
êîä íàä êðàéíî ïîëå (ïðîñòî èëè ñúñòàâíî) ïî çàäàäåí õàðàêòåðèñòè÷åí âåê-
òîð íà ïðîâåðî÷íàòà ìàòðèöà, êîèòî ñà îáîáùåíèå íà ïðåäëîæåíèÿ îò Ìàðê
Êàðïîâñêè ìåòîä çà äâîè÷íè ëèíåéíè êîäîâå.

7. Ðàçðàáîòåíèòå àëãîðèòìè ñà ïðåäñòàâåíè ÷ðåç òåîðåòè÷íè îáîñíîâêè,
îïèñàíèÿ è ñõåìè.
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