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1. Àíàëèç íà íàó÷íèòå è íàó÷íî-ïðèëîæíèòå ïîñòèæåíèÿ.
Äèñåðòàöèÿòà å ïîñâåòåíà íà íÿêîè âàæíè è àêòóàëíè âúïðîñè îò òåîðèÿòà íà

ïîâúðõíèíèòå â Åâêëèäîâèòå è ïñåâäî-Åâêëèäîâèòå ïðîñòðàíñòâà: èíâàðèàíòè íà
ïîâúðõíèíèòå, òåîðåìè, îïðåäåëÿùè ïîâúðõíèíàòà ñ òî÷íîñò äî äâèæåíèå (òåîðåìè
îò òèïà "íà Áîíå"), õàðàêòåðèçèðàíå íà êëàñîâå ïîâúðõíèíè ñ ãåîìåòðè÷íèòå èì
èíâàðèàíòè, êàêòî è èçó÷àâàíå íà íÿêîè ñïåöèàëíè êëàñîâå ïîâúðõíèíè, îñîáåíî
èíòåðåñíè ìåæäó êîèòî ñà ìèíèìàëíèòå è ðîòàöèîííèòå.

Â êëàñè÷åñêàòà äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ íà ïîâúðõíèíèòå â òðèìåðíî Åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî òåçè âúïðîñè ñà äîáðå èçó÷åíè è âúïðåêè òîâà è â íàøè äíè ñå
ïîëó÷àâàò íîâè, âàæíè ðåçóëòàòè. Â òîçè êîíòåêñò ìîãàò äà ñå ïîñî÷àò èìåíàòà íà
òàêèâà ãîëåìè ñúâðåìåííè ãåîìåòðè êàòî R. Bryant, B.-Y. Chen, K. Kenmotsu, Fr.
Morgan, K. Ogiue. Òóê òðÿáâà äà ñïîìåíåì ïðèíîñà íà áúëãàðñêè ãåîìåòðè - íàñêîðî
Ã. Ãàí÷åâ è Â. Ìèõîâà ïîêàçàõà, ÷å âñÿêà ïîâúðõíèíà îò îïðåäåëåí (Âàéíãàðòåíîâ)
êëàñ ñå õàðàêòåðèçèðà äî ïîëîæåíèå â ïðîñòðàíñòâîòî ñ åäíà åäèíñòâåíà èíâàðèàí-
òíà ôóíêöèÿ, çàäàäåíà â ñïåöèàëíè (½ãåîìåòðè÷íè“) ïàðàìåòðè. Òîâà å àíàëîã íà
èçâåñòíèÿ ôàêò îò êëàñè÷åñêàòà äèôåðåíöèàëíà ãåîìåòðèÿ, ÷å âñÿêà ðàâíèííà êðèâà
ñå îïðåäåëÿ äî ïîëîæåíèå îò êðèâèíàòà ñè, çàäàäåíà ñïðÿìî åñòåñòâåí ïàðàìåòúð.

Îò äðóãà ñòðàíà äíåñ ñå èíòåðåñóâàìå âñå ïîâå÷å è îò ïîâúðõíèíè â ïðîñòðàíñòâà
ñ ïî-ãîëÿìà ðàçìåðíîñò è îñîáåíî â ïðîñòðàíñòâà ñ èíäåôèíèòíà ìåòðèêà. Òîâà
íàïðàâëåíèå òúðïè ãîëÿìî ðàçâèòèå â ïîñëåäíèòå ãîäèíè. Â íåãî ñå îôîðìè åäèí
ìíîãî ïðîäóêòèâåí êðúã îêîëî Ãåîðãè Ãàí÷åâ, êúäåòî â ïîñëåäíèòå 2-3 ãîäèíè ðàáîòè
è ßíà Àëåêñèåâà, åòî çàùî òóê ñà ñúñðåäîòî÷åíè èçñëåäâàíèÿòà â ïðåäñòàâåíàòà
äèñåðòàöèÿ. Ïî-òî÷íî ðàçãëåæäàò ñå âúïðîñè, ñâúðçàíè ñ ïîâúðõíèíè â ÷åòèðèìåðíî
Åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî E4

2 ñ íåóòðàëíà ìåòðèêà, ò.å. ìåòðèêà, çàäàäåíà â ëîêàëíè
êîîðäèíàòè ñ

dx2
1 + dx2

2 − dx2
3 − dx2

4 .

Ðàçãëåæäàíèÿòà â äèñåðòàöèÿòà öåëÿò ïðåíàñÿíå çà E4
2 íà èçâåñòíè ïî-ðàíî ðåçóë-

òàòè, ïîëó÷åíè çà E4 è E4
1, êàêòî è èçñëåäâàíå íà ñëó÷àè, ñïåöèôè÷íè çà E4

2.
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Äèñåðòàöèÿòà å ðàçäåëåíà íà òðè ãëàâè.
Ãëàâà 1 å ïîñâåòåíà íà îáùàòà òåîðèÿ íà Ëîðåíöîâèòå ïîâúðõíèíè (ò.å. ïîâúðõ-

íèíè ñ èíäåôèíèòíà ìåòðèêà) â E4
2.

Â ïàðàãðàô 1.1 ñà äàäåíè îñíîâíèòå äåôèíèöèè, êîèòî ùå áúäàò èçïîëçâàíè â
äèñåðòàöèÿòà. Êàòî ñå èçïîëçâà èäåÿòà íà Ãàí÷åâ è Ìèëóøåâà çà äåôèíèðàíå íà
âòîðà îñíîâíà ôîðìà è èçîáðàæåíèå íà Âàéíãàðòåí çà ïîâúðõíèíè â E4 è â E4

1, â
ïàðàãðàô 1.2 ñå äåôèíèðàò àíàëîãè÷íèòå ïîíÿòèÿ çà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà â E4

2.
Ñ äåòåðìèíàíòàòà è ñëåäàòà íà èçîáðàæåíèåòî íà Âàéíãàðòåí ñå äåôèíèðàò äâå
èíâàðèàíòíè ôóíêöèè k è κ, êîèòî ùå èãðàÿò ñúùåñòâåíà ðîëÿ â öÿëîòî èçëîæå-
íèå. Äîêàçàíî å, ÷å ôóíêöèÿòà κ ñå ÿâÿâà êðèâèíà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò íà
ïîâúðõíèíàòà.

Â ïàðàãðàô 1.3 ïúðâî å äîêàçàíî íåîáõîäèìî è äîñòàòú÷íî óñëîâèå åäíà Ëîðåí-
öîâà ïîâúðõíèíà áåç èíôëåêñíè òî÷êè â E4 äà å ìèíèìàëíà. Ñëåä òîâà çà Ëîðåíöîâè
ïîâúðõíèíè îò îáù òèï (òîâà ñà ïîâúðõíèíè, çà êîèòî âåêòîðíîòî ïîëå H íà ñðåä-
íàòà êðèâèíà å íàâñÿêúäå ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáâî èëè âðåìåïîäîáíî) ñà ïîëó÷åíè
îñåì ãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè, îïðåäåëåíè îò ãëàâíèòå íàïðàâëåíèÿ íà ïîâúðõíèíàòà
è H. Íàé-âàæíèÿò ðåçóëòàò â Ãëàâà 1 å Òåîðåìà 1.3.3 (îò òèï òåîðåìà íà Áîíå). Òÿ
ïîêàçâà, ÷å âñÿêà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà îò îáù òèï å îïðåäåëåíà ñ òî÷íîñò äî ïîëî-
æåíèå â ïðîñòðàíñòâîòî îò òåçè îñåì ôóíêöèè. Â ïàðàãðàô 1.4 ñúñ ñúùèòå ôóíêöèè
ñà õàðàêòåðèçèðàíè íÿêîè îñíîâíè êëàñîâå Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè.

Â ïàðàãðàô 1.5 ñå ðàçãëåæäàò Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè îò îáù òèï, çà êîèòî ïîëåòî
H/‖H‖ å ïàðàëåëíî. Äîêàçàíî å, ÷å çà òàêàâà ïîâúðõíèíà â E4 ìîãàò äà ñå âúâåäàò
ñïåöèàëíè ïàðàìåòðè, íàðå÷åíè òóê êàíîíè÷íè, êàêòî è ÷å íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò å
ïëîñêà. Ïîëó÷åíè ñà âðúçêè ìåæäó ãåîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè. Â ðåçóëòàò å ïîêàçàíî,
÷å çà ðàçãëåæäàíèòå â ïàðàãðàôà ïîâúðõíèíè îñíîâíàòà Òåîðåìà 1.3.3 ìîæå äà ñå
ôîðìóëèðà ñàìî ñ òðè îò âúâåäåíèòå ïî-ðàíî ãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè.

Â Ãëàâà 2 ñà ðàçãëåäàíè ðàçëè÷íèòå òèïîâå ðîòàöèîííè ïîâúðõíèíè â E4
2, êàêòî

è òåõíè îáîáùåíèÿ. Òóê ùå îòáåëåæèì, ÷å òúé êàòî â ïðîñòðàíñòâî ñ èíäåôèíèòíà
ìåòðèêà èìà ïîäïðîñòðàíñòâà, âúðõó êîèòî èíäóöèðàíàòà ìåòðèêà èìà ðàçëè÷íà
ñèãíàòóðà, åñòåñòâåíî âúçíèêâàò è ðàçëè÷íè òèïîâå ðîòàöèîííè ïîâúðõíèíè.

Â ïàðàãðàô 2.1 ñà ïðèâåäåíè ñòàíäàðòíèòå äåôèíèöèè íà ðîòàöèîííè ïîâúðõíè-
íè îò åëèïòè÷åí, õèïåðáîëè÷åí è ïàðàáîëè÷åí òèï â E4

2. Ïðè òÿõ ðîòàöèÿòà çàïàçâà
ñúîòâåòíî ïðîñòðàíñòâåíîïîäîáíà, âðåìåïîäîáíà è èçîòðîïíà ðàâíèíà. Çà âñåêè îò
òåçè òèïîâå å äîêàçàíà òåîðåìà, äàâàùà ëîêàëíî êîíñòðóêöèÿòà íà ïîâúðõíèíàòà
÷ðåç íåéíà ìåðèäèàííà êðèâà, ïðè óñëîâèå, ÷å ñðåäíàòà êðèâèíà å ïîñòîÿííà.

Â ïàðàãðàô 2.2 ñà äàäåíè äåôèíèöèè íà îáîáùåíè ðîòàöèîííè ïîâúðõíèíè îò
åëèïòè÷åí è õèïåðáîëè÷åí òèï. Èìåííî, îáîáùåíà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà îò åëèï-
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òè÷åí òèï å äåôèíèðàíà ñúñ ñëåäíèòå êîîðäèíàòíè ôóíêöèè:

X1(u, v) = x1(u) cos αv − x2(u) sin αv ;
X2(u, v) = x1(u) sin αv + x2(u) cos αv ;
X3(u, v) = x3(u) cos βv − x4(u) sin βv ;
X4(u, v) = x3(u) sin βv + x4(u) cos βv ,

êúäåòî α è β ñà êîíñòàíòè. Çà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà îò õèïåðáîëè÷åí òèï êðúãî-
âèòå ôóíêöèè ñèíóñ è êîñèíóñ ñà çàìåíåíè ñ õèïåðáîëè÷íè.

Íàòàòúê ñå ðàçãëåæäà ñëó÷àÿò, êîãàòî α > 0, β > 0, x2 = x4 = 0, à ôóíêöèèòå
x1(u) è x3(u) èçïúëíÿâàò íÿêîè äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ, ãàðàíòèðàùè íàïð. ÷å ïî-
âúðõíèíàòà å Ëîðåíöîâà. Íàìåðåíè ñà âòîðàòà îñíîâíà ôîðìà, Ãàóñîâàòà êðèâèíà,
ïîëåòî íà ñðåäíà êðèâèíà, ôóíêöèèòå k è κ, êàêòî è ãåîìåòðè÷íèòå ôóíêöèè, äåôè-
íèðàíè â Ãëàâà 1. Äîêàçàíî å, ÷å òàêàâà ïîâúðõíèíà å Chen-ïîâúðõíèíà è íå ìîæå äà
èìà èçîòðîïíî ïîëå íà ñðåäíàòà êðèâèíà. Ñëåä òîâà ïðè óñëîâèå, ÷å ïîâúðõíèíàòà
å îò íÿêîé îò ñëåäíèòå âèäîâå:

- ñ ïàðàëåëíî ïîëå H/‖H‖,
- ñ ôóíêöèÿ k = 0,
- ìèíèìàëíà,
- ïëîñêà,
- ñ ïëîñêà íîðìàëíà ñâúðçàíîñò

å ïîëó÷åíà íåéíà ìåðèäèàííà êðèâà. Ñ÷èòàì òåçè ðåçóëòàòè çà îñîáåíî ïîëåçíè,
çàùîòî áëàãîäàðåíèå íà òÿõ çíàåì íå ñàìî ÷å âúïðîñíèòå âèäîâå ïîâúðõíèíè ñú-
ùåñòâóâàò, íî èìàìå è êîíêðåòíè ïðèìåðè çà òÿõ.

Â Ãëàâà 3 ñå èçó÷àâàò ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â E4
2.

Â ïàðàãðàô 3.1 íà ôîêóñ ñà ìèíèìàëíèòå Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè â E4
2, çà êîè-

òî âúâ âñÿêà òî÷êà ïúðâîòî íîðìàëíî ïðîñòðàíñòâî å åäíîìåðíî. Äîêàçàíî å, ÷å â
îêîëíîñò íà ñâîÿ íåèçðîäåíà òî÷êà âñÿêà òàêàâà ïîâúðõíèíà å íåïëîñêà è ëåæè â
íåèçðîäåíà õèïåððàâíèíà íà E4

2.
Â ïàðàãðàô 3.2 âíèìàíèåòî å íàñî÷åíî êúì ìèíèìàëíè Ëîðåíöîâè ïîâúðõíèíè

â E4
2 ñ äâóìåðíî íîðìàëíî ïðîñòðàíñòâî, çà êîèòî Ãàóñîâàòà êðèâèíà K è êðèâè-

íàòà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò κ èçïúëíÿâàò íåðàâåíñòâîòî K2 − κ2 > 0. Ïúðâî å
äîêàçàíî, ÷å çà òàêàâà ïîâúðõíèíà ìîæå äà ñå âúâåäå îðòîíîðìèðàí ðåïåð îò ñïå-
öèàëåí âèä. Òîçè ðåïåð îïðåäåëÿ è äâå ôóíêöèè, íàðå÷åíè ãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè
íà ðàçãëåæäàíàòà ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà. Ïîêàçàíî å, ÷å òåçè ôóíêöèè èçïúëíÿ-
âàò äâå ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Îñíîâíèÿò ðåçóëòàò â Ãëàâà 3 å Òåîðåìà
3.2.2, ñúãëàñíî êîÿòî âñåêè äâå ãëàäêè ôóíêöèè, êîèòî íå ñå àíóëèðàò íèêúäå, íè-
êúäå íå ñúâïàäàò äî çíàê è èçïúëíÿâàò ñèñòåìàòà îò âúïðîñíèòå äèôåðåíöèàëíè
óðàâíåíèÿ, îïðåäåëÿò åäèíñòâåíà (ñ òî÷íîñò äî ïîëîæåíèå) ìèíèìàëíà ïîâúðõíèíà,
çà êîÿòî òåçè ôóíêöèè ñà ñúîòâåòíèòå ãåîìåòðè÷íè ôóíêöèè. Äîêàçàòåëñòâîòî íà
òåîðåìàòà ïîêàçâà è àëãîðèòúì çà ïîëó÷àâàíå íà ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíè-
íà ïðè èçâåñòíî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà ÷àñòíè äèôåðåíöèàëíè óðàâíåíèÿ. Â êðàÿ
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íà ïàðàãðàôà òàçè òåîðåìà å ôîðìóëèðàíà â òåðìèíèòå íà Ãàóñîâàòà êðèâèíà è
êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò.

Â ïàðàãðàô 3.3 ñå âçåìàò äâå êîíêðåòíè ôóíêöèè, êîèòî ñà ðåøåíèå íà ãîðå-
ñïîìåíàòàòà ñèñòåìà ×ÄÓ è êàòî ñå ñëåäâà èçãðàäåíèÿò âå÷å àëãîðèòúì, ñå íàìèðà
ïàðàìåòðè÷íî óðàâíåíèå íà ñúîòâåòíà ìèíèìàëíà Ëîðåíöîâà ïîâúðõíèíà. Ðàçáèðà
ñå, èíòåðåñíî áè áèëî äà èìàìå àëãîðèòúì çà íàìèðàíå íà ðåøåíèÿ íà âúïðîñíàòà
ñèñòåìà (òàêúâ àëãîðèòúì å ïîêàçàí íàïð. îò Ã. Ãàí÷åâ çà ìèíèìàëíè ïîâúðõíèíè
â E3) è ìîæå áè òîâà ùå å ïðåäìåò íà ñëåäâàùè èçñëåäâàíèÿ íà äèñåðòàíòêàòà. Â
ñëó÷àÿ ðåøåíèåòî èçãëåæäà å ïîëó÷åíî ñ èçïîëçâàíå íà ðåçóëòàòèòå îò ïàðàãðàô
2.2, ïî-òî÷íî Òåîðåìà 2.2.6.

2. Àíàëèç íà ïóáëèêàöèèòå.
Ðåçóëòàòèòå îò äèñåðòàöèÿòà ñà äîêëàäâàíè íà íÿêîëêî íàó÷íè ôîðóìà è ñà ïóá-

ëèêóâàíè â òðè ñòàòèè, ïî åäíà â J. Korean Math. Soc. (IF: 0.441), Bull. Mal. Math.
Sci. Soc. (IF: 0.720) è Äîêëàäè íà Ïðîëåòíàòà êîíôåðåíöèÿ íà ÑÌÁ, 2016 ã. Ïúðâàòà
îò òåçè ñòàòèè å ñúâìåñòíà ñ Ãåîðãè Ãàí÷åâ è Âåëè÷êà Ìèëóøåâà, íàó÷åí ðúêîâîäè-
òåë íà äîêòîðàíòêàòà, âòîðàòà - ñ Âåëè÷êà Ìèëóøåâà è N. Turgay, à òðåòàòà - ñàìî
ñ Âåëè÷êà Ìèëóøåâà. Íÿìà äàííè çà ïðèíîñà íà âñåêè îò ñúàâòîðèòå. Ïðèåìàì, ÷å
äîêòîðàíòêàòà èìà ðàâíîñòîåí ïðèíîñ â òåçè ïóáëèêàöèè. Ñåðèîçíèÿò èìïàêò ôàê-
òîð íà äâå îò ñòàòèèòå íå ñàìî íàäâèøàâà èçèñêâàíèÿòà, íî è ñàì ïî ñåáå ñè ïîêàçâà
êà÷åñòâîòî íà ðåçóëòàòèòå.

3. Îòðàæåíèå íà ðåçóëòàòèòå íà äèñåðòàöèÿòà â òðóäîâå íà äðóãè àâ-
òîðè.

Ïîñî÷åíî å åäíî öèòèðàíå. Ñ÷èòàì òîâà çà äîáúð ïîêàçàòåë, ïðåäâèä ìàëêîòî
âðåìå îò èçëèçàíå íà ñòàòèèòå ïî äèñåðòàöèÿòà.

4. Êðèòè÷íè áåëåæêè ïî äèñåðòàöèÿòà.
1) Äåôèíèöèÿòà íà êðèâèíà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò, äàäåíà íà ñòð. 9, å íå-

òî÷íà.
2) Êðèâèíàòà íà íîðìàëíàòà ñâúðçàíîñò íå å òðÿáâàëî äà ñå îçíà÷àâà κ ïðåäè

äà ñå ïîêàæå, ÷å òÿ ñúâïàäà ñ ôóíêöèÿòà κ îò ñòð. 14. Òàêà ñå å ïîëó÷èëà êîëèçèÿ,
êîÿòî îñîáåíî ÿñíî ëè÷è â äîêàçàòåëñòâîòî íà Òâúðäåíèå 1.2.1.

3) Âúâ ôîðìóëèðîâêàòà íà Òåîðåìà 2.1.1 íå å îòáåëÿçàíî, ÷å òâúðäåíèåòî ñå
îòíàñÿ çà ðîòàöèîííè ïîâúðõíèíè, çà êîèòî x′1x

′′
2 − x′′1x

′
2 6= 0 âúâ âñÿêà òî÷êà. Ïî-

äîáåí å ñëó÷àÿò ñ Òåîðåìè 2.1.2 è 2.1.3. Àíàëîãè÷åí ïðîïóñê èìà â ïàðàãðàô 2.2:
äåôèíèöèÿòà íà îáîáùåíà ðîòàöèîííà ïîâúðõíèíà íå îòãîâàðÿ íà ïîâúðõíèíèòå îò
òâúðäåíèÿòà â òîçè ïàðàãðàô, êîèòî ñà îò ÷àñòíèÿ ñëó÷àé x2 = x4 = 0 ñ íÿêîè
äîïúëíèòåëíè óñëîâèÿ (ïî-ãîðå â òåêñòà íà ïàðàãðàôà å êàçàíî íàïðèìåð, ÷å ùå ñå
ïðåäïîëàãà x2 = x4 = 0, íî ñ÷èòàì, ÷å òîâà òðÿáâà äà å îòáåëÿçàíî è â óñëîâèÿòà íà
òâúðäåíèÿòà, èíà÷å ïðåäâèä äåôèíèöèèòå òåçè òâúðäåíèÿ èìàò äðóã ñìèñúë).
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4) Òâúðäåíèåòî â Òåîðåìà 3.1.1 òðÿáâà äà å îò âèäà: ½Â îêîëíîñò íà íåèçðîäåíà
òî÷êà ïîâúðõíèíàòà å íåïëîñêà è ëåæè â íåèçðîäåíà õèïåððàâíèíà íà E4

2“.
Ñ÷èòàì òåçè áåëåæêè çà ðåäàêöèîííè.
5. Êà÷åñòâà íà àâòîðåôåðàòà.
Àâòîðåôåðàòúò è àâòîðñêàòà ñïðàâêà ÿñíî è ïðàâèëíî îòðàçÿâàò ïðèíîñèòå â

äèñåðòàöèÿòà.
Çàêëþ÷åíèå. Îò êàçàíîòî ïî-ãîðå å âèäíî, ÷å ðåöåíçèðàíàòà äèñåðòàöèÿ èç-

ïúëíÿâà âñè÷êè èçèñêâàíèÿ çà ïðèñúæäàíå íà îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí
½äîêòîð“ â ÇÐÀÑÐÁ, Ïðàâèëíèêà çà íåãîâîòî ïðèëîæåíèå è ñúîòâåòíèÿ Ïðàâèë-
íèê íà Èíñòèòóòà ïî ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà íà ÁÀÍ. Ïîðàäè òîâà äàâàì
ïîëîæèòåëíà îöåíêà íà äèñåðòàöèîííèÿ òðóä è óáåäåíî ïðåïîðú÷âàì íà
÷ëåíîâåòå íà óâàæàåìîòî Íàó÷íî æóðè äà ãëàñóâàò çà ïðèñúæäàíå íà
îáðàçîâàòåëíàòà è íàó÷íà ñòåïåí ½äîêòîð“ íà ßíà Àëåêñèåâà Àëåêñèåâà.

02.01.2018 ã. Ðåöåíçåíò:
(ïðîô. ä-ð Îãíÿí Êàñàáîâ)
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