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Èçñëåäîâàòåëñêè-îðèåíòèðàíîòî îáó÷åíèå (inquiry-based learning) ïî ñúùåñ-
òâî ñå âïèñâà â êëàñè÷åñêèÿ (ñîêðàòîâ) ìîäåë íà îáó÷åíèå [1]. Ó íàñ òîçè ïîä-
õîä å ðàçðàáîòâàí äîñòà îòäàâíà, êàêòî â òåîðåòè÷åí, òàêà è â ïðèëîæåí ïëàí
(íàïðèìåð [2],[3]). Äîêîëêîòî íàïîñëåäúê òîé îòíîâî äîáèâà öåíòðàëíî ìÿñòî â
ðåäèöà åâðîïåéñêè îáðàçîâàòåëíè ïðîåêòè, íàé-âå÷å âúâ âðúçêà ñ íîâèòå òåõ-
íîëîãèè íà îáó÷åíèå (ICT organized learning), ñ÷èòàìå çà ïîëåçíî äà îáúðíåì
âíèìàíèå, ÷å è òðàäèöèîííèòå (paper-and-pencil) ôîðìè íå ñà èç÷åðïàëè ñâîÿ
ïîòåíöèàë.

Â ó÷åáíèöèòå è ñáîðíèöèòå ïðåîáëàäàâàò çàäà÷è, ïúðâèòå äóìè íà êîèòî ñà
èç÷èñëåòå, íàìåðåòå, ïðåñìåòíåòå, äîêàæåòå. Ðàçáèðà ñå, áåç òàêèâà çàäà÷è íå
ìîæå äà ñå îðãàíèçèðà ïúëíîöåííî îáó÷åíèå ïî ìàòåìàòèêà. Íî àêî ñå îãðàíè-
÷èì ñàìî â òåçè ðàìêè ôàêòè÷åñêè íå ñå äîâåðÿâàìå íà ó÷åíèöèòå, ÷å ñàìîñòî-
ÿòåëíî ìîãàò äà äîñòèãíàò äî íÿêàêúâ ìàòåìàòè÷åñêè èçâîä, íå ñòèìóëèðàìå
òâîð÷åñòâîòî è èçñëåäîâàòåëñêèòå èì ñïîñîáíîñòè. Ïî-äîëó ùå ñïîäåëèì íàøèÿ
îïèò â îðãàíèçèðàíåòî íà èçñëåäîâàòåëñêî òúðñåíå íà ó÷åíèöèòå ñ ïîìîùòà íà
äâå ñèñòåìè îò çàäà÷è, ñâúðçàíè ñúñ ñúùåñòâóâàíåòî íà ãåîìåòðè÷íà ôèãóðà,
ïîä÷èíåíà íà äàäåíè óñëîâèÿ.

Ïúðâè ñðåùè ñ èçñëåäîâàòåëñêèÿ ïîäõîä ó÷åíèöèòå èìàò îò íåïîñðåäñòâåí
îïèò ñ ïîñòðîÿâàíå íà ðåàëíè îáåêòè. Çàäà÷è 1 è 2 è ïðîèçâîäíèòå èì çàäà÷è
ñà âêëþ÷åíè â ðàìêèòå íà çàíÿòèå â øêîëà ñ ó÷åíèöè îò 5. êëàñ, ïðîÿâÿâàùè
ïîâèøåí èíòåðåñ êúì ìàòåìàòèêàòà.

Çàäà÷à 1. Ðàçïîëàãàìå îáùî ñ 5 êëå÷êè ñ äúëæèíè 1, 2, 3, 4 è 5. Êîëêî
ðàçëè÷íè òðèúãúëíèêà ìîãàò äà ñå ïîñòðîÿò îò òåçè êëå÷êè?

Êîìåíòàð. Öåëòà å ó÷åíèöèòå äà ïî÷óâñòâàò, ÷å íå âñåêè íàáîð îò êëå÷êè
íè îñèãóðÿâà òðèúãúëíèê. Â ðàìêèòå íà çàíÿòèåòî íà òîçè ïîäõîä ñå îòäåëÿ
äî åäíà ÷åòâúðò îò âðåìåòî íà çàíÿòèåòî. Îêîëî 80% îò ó÷åíèöèòå çàïî÷àâò
äà ñãëîáÿâàò òðèúãúëíèöè, êàòî îáèêíîâåíî ñòàðòèðàò ñ íàé-ìàëêàòà ñòðàíà, à
íÿêîè ñ íàé-ãîëÿìàòà. Îñòàíàëèòå õàîòè÷íî èçïðîáâàò ðàçëè÷íè âúçìîæíîñòè.
Òàêà åêñïåðèìåíòàëíî òå óñòàíîâÿâàò, ÷å ñúùåñòâóâàò ñàìî òðèúãúëíèöèòå ñúñ
ñòðàíè (2; 3; 4), (2; 4; 5), (3; 4; 5). Ïúëåí óñïåõ ïîñòèãà îêîëî 70% îò ãðóïàòà,
îñòàíàëàòà ÷àñò èìà ÷àñòè÷íè ïîñòèæåíèÿ. ∇

Èçñëåäâàíåòî ïðîäúëæàâà ñ îïèòè äà ñå óñòàíîâÿò íà÷èíèòå çà îïèñâàíèå
íà ðàçëè÷íèòå òðèúãúëíèöè, íàïðèìåð

Çàäà÷à 1.1. Ðàçëè÷àâàò ëè ñå òðèúãúëíèöèòå ñúñ ñòðàíè
(3; 4; 5) è (4; 3; 5)?

(*)Ñòàòèÿòà å íà îñíîâàòà íà äîêëàäà Ñúùåñòâóâà ëè òðèúãúëíèê, èçíåñåí îò àâòîðêèòå íà

ñåìèíàðà Äèäàêòè÷åñêî ìîäåëèðàíå è å ïîä ðåäàêöèÿòà è ñ äîïúëíåíèÿ íà Áîðèñëàâ Ëàçàðîâ
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Çàäà÷à 2. Âúçìîæíî ëè å äà ñå íà÷åðòàå òðèúãúëíèê ñúñ ñòðàíè 2 ñì, 3 ñì
è 6 ñì?

Êîìåíòàð. Â ðàìêèòå íà çàíÿòèåòî íà òàçè çàäà÷à ñå îòäåëÿ îêîëî åä-
íà ÷åòâúðò îò âðåìåòî. Ó÷åíèöèòå èçñëåäâàò âðúçêàòà ìåæäó äúëæèíèòå íà
äàäåíèòå îòñå÷êè è âúçìîæíîñòòà òå äà ñà ñòðàíè íà òðèúãúëíèê. Î÷àêâà ñå
òå:

• äà ñå îðèåíòèðàò âúâ âðúçêèòå ìåæäó íàé-ãîëÿìàòà è îñòàíàëèòå ñòðàíè;
• äà ïî÷óâñòâàò, ÷å íå âñåêè íàáîð îò êëå÷êè íè îñèãóðÿâà òðèúãúëíèê.
Ó÷åíèöèòå ñå îïèòâàò äà ïîñòðîÿò ñ ëèíèéêà è ïåðãåë òàêúâ òðèúãúëíèê.

Îáèêíîâåíî ïúðâî íà÷åðòàâàò ñòðàíàòà ñ äúëæèíà 6 ñì, ñëåä òîâà ñ ïåðãåëà
îïèñâàò îêðúæíîñòèòå, ïîêàçàíè íà ÷åðòåæà.

Ñëåä íåóñïåõà íà ïîñòðîåíèåòî ïî òîçè íà÷èí, íÿêîè ó÷åíèöè îïèòâàò îò-
íîâî, òîçè ïúò çàïî÷âàéêè ñ íàé-ìàëêàòà ñòðàíà. Âúòðåøíî, îáà÷å, ïîâå÷åòî ñà
óáåäåíè, ÷å è òàêúâ îïèò íÿìà äà óñïåå. Âúïðåêè òîâà, åäíà ìàëêà ÷àñò îïèò-
âàò è ïîñòðîåíèå, çàïî÷âàéêè ñúñ ñòðàíàòà 3 ñì. Â êðàéíà ñìåòêà âñè÷êè ñà
óáåäåíè, ÷å íå ñúùåñòâóâà òðèúãúëíèê ñ ïîñî÷åíèòå äúëæèíè íà ñòðàíèòå. ∇

Çà äîìàøíà ðàáîòà íà ó÷åíèöèòå ñå ïðåäëàãà ñëåäíàòà

Çàäà÷à 2.1. Âúçìîæíî ëè å äà ñå íà÷åðòàå òðèúãúëíèê ñúñ ñòðàíè 1 ñì, 3
ñì è 6 ñì?

Íà çàíÿòèåòî èçñëåäâàíåòî ïðîäúëæàâà ñúñ

Çàäà÷à 2.2. Âúçìîæíî ëè å äà ñå ïîñòðîè òðèúãúëíèê ñúñ ñòðàíè:
à) 2 ñì, 4 ñì è 6 ñì; á) 2 ñì, 5 ñì è 6 ñì?

Çàäà÷è 2 è 2.2 ñà âêëþ÷âàíè ñúùî â ðàìêèòå íà êóðñîâå ñ ó÷åíèöè îò 7.
êëàñ, ïîäãîòâÿùè ñå çà èçïèò çà åçèêîâè è ìàòåìàòè÷åñêè ãèìíàçèè. Òàì ïðî-
äúëæåíèåòî å ñ ãðóïàòà çàäà÷è 3�7. Ó÷åíèöèòå ñà ïîëó÷èëè çà ñàìîñòîÿòåëíà
ðàáîòà â êúùè

Çàäà÷à 3. Äà ñå ïîñòðîè ñ ëèíèéêà è ïåðãåë 4ABC ïî äàäåíè ñòðàíè
AB = 10 ñì, AC = 8 ñì è <) BAC = 45◦.
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Êîìåíòàð. Ñ ó÷åíèöèòå ñå îáñúæäà I ïðèçíàê çà åäíàêâîñò íà òðèúãúëíè-
öè, êîéòî ñå ïðåäïîëàãà èçó÷åí â ó÷èëèùå. ∇

Íà çàíÿòèååòî ñå ïîñòàâÿ

Çàäà÷à 4. Äà ñå ïîñòðîè ñ ëèíèéêà è ïåðãåë 4ABC ïî äàäåíè ñòðàíè
AB = 10 ñì, BC = 8 ñì è <) BAC = 45◦.

Êîìåíòàð. Â ðàìêèòå íà çàíÿòèåòî íà òàçè çàäà÷à ñå îòäåëÿ äî 20% îò
âðåìåòî. Ïúðâî ñå íà÷åðòàâà ñòðàíàòà AB, ïîñëå <) BAC, íàêðàÿ îêðúæíîñòòà
k(B; 8). Ó÷åíèöèòå óñòàíîâÿâàò ñúùåñòâóâàíåòî íà äâå (ðàçëè÷íè) ðåøåíèÿ íà
çàäà÷àòà. Îáñúæäà ñå IV ïðèçíàê çà åäíàêâîñò íà òðèúãúëíèöè. ∇

Çà äîìàøíà ðàáîòà ñå äàâà

Çàäà÷à 4.1. Äà ñå ïîñòðîè ñ ëèíèéêà è ïåðãåë 4ABC ïî äàäåíè ñòðàíè
AB = 10 ñì, AC = 8 ñì è <) ACB = 45◦.

Òîçè ïîäõîä äàâà äèâèäåíòè íà ó÷åíèöèòå ïðè ÿâÿâàíå íà êîíêóðñíè òåñòîâå.
Ñëåäâàùèòå òðè çàäà÷è ñà îò èçïèòíè òåñòîâå ñëåä çàâúðøåí 7. êëàñ.

Çàäà÷à 5. Ïåðèìåòúðúò íà ðàâíîáåäðåí òðèúãúëíèê, äâå îò ñòðàíèòå íà
êîéòî ñà 3,9 ñì è 7,9 ñì å .......

Êîìåíòàð. Òóê íåÿâíî ñå ïðåäïîëàãà èçñëåäâàíå çà ñúùåñòâóâàíå íà òðè-
úãúëíèöèòå ñúñ ñòðàíè (3,9; 3,9; 7,9) è (3,9; 7,9; 7,9). ∇

Çàäà÷à 6. Äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå íà ABCD ñà 2, 11, 6, 5. Àêî äúëæèíàòà
íà BD å åñòåñòâåíî ÷èñëî, òî òîâà ÷èñëî å ...........

Êîìåíòàð. Òóê BD ñå îöåíÿâà ÷ðåç íåðàâåíñòâîòî íà òðèúãúëíèêà çà
4ABD è 4BCD � íåÿâíî ñå ïðåäïîëàãà èçñëåäâàíå çà ñúùåñòâóâàíå íà òåçè
òðèúãúëíèöè. ∇
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Çàäà÷à 7. Äúëæèíèòå íà ñòðàíèòå è íà åäèí îò äèàãîíàëèòå íà ÷åòèðèú-
ãúëíèê ñà 10, 20, 28, 50 è 75. Äúëæèíàòà íà äèàãîíàëà å ...........

Êîìåíòàð. Òóê òðÿáâà äà ñå ñú÷åòàÿò èçñëåäâàíèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà
äâàòà òðèúãúëíèêà, íà êîèòî äèàãîíàëúò ðàçáèâà ÷åòèðèúãúëíèêà. Òàêà ñå óñ-
òàíîâÿâà, ÷å åäèíñòâåíàòà âúçìîæíà äúëæèíà íà äèàãîíàëà å 28. ∇

Çàäà÷à 8. Äâàìà ôóòáîëèñòè ñå íàìèðàò íà 14 ì åäèí îò äðóã. Òå òðúãâàò
åäíîâðåìåííî, äâèæàò ñå ïðàâîëèíåéíî è ñëåä t ñåê åäíîâðåìåííî ïîñðåùàò
òîïêàòà, õâúðëåíà îò âðàòàðÿ. Â êàêúâ èíòåðâàë ñå èçìåíÿ t, àêî ñêîðîñòèòå íà
ôóòáîëèñòèòå ñà ñúîòâåòíî 3 ì/ñåê è 4 ì/ñåê?

Êîìåíòàð. Â òàçè öåëåâà ãðóïà çàäà÷àòà ìîæå äà ñå ðåøàâà ñ èçñëåäâà-
íå íà âúïðîñà çà ñúùåñòâóâàíå íà òðèúãúëíèê F1F2T ñúñ ñòðàíè F1F2 = 14,
F1T = 3t, F2T = 4t (âúðõîâåòå íà òðèúãúëíèêà F1,2 è T ñúîòâåòñòâàò íà íà-
÷àëíîòî ïîëîæåíèå íà ôóòáîëèñòèòå è òî÷êàòà, â êîÿòî ïîñðåùàò òîïêàòà).
Ñèñòåìàòà íåðàâåíñòâà F2T − F1T < F1F2 < F1T + F2T , ò.å. t < 14 < 7t íè äàâà
t ∈ (2; 14). Èçñëåäîâàòåëñêà çàäà÷à âúçíèêâà ïðè ðàçãëåæäàíå íà ñòîéíîñòèòå
t = 2 è t = 14, êîèòî ñúùî ñà äîïóñòèìè, äîêîëêîòî ñèòóàöèÿòà íå èçêëþ÷âà
êîëèíåàðíîñò íà F1, F2 è T .

Ñëåäâàùàòà ñèñòåìà îò çàäà÷è ïîêàçâà åäíî ðàçâèòèå íà èäåÿ, âúçíèêíàëà
îò ïðîòèâîðå÷èâè äàííè â óñëîâèåòî íà çàäà÷è îò èçâåñòåí ñáîðíèê. Èçñëåäî-
âàòåëñêî òúðñåíå âúçíèêâà ñïîíòàííî â êëàñà, íî ïðîöåñúò ñå êîíòðîëèðà è
íàïðàâëÿâà îò ó÷èòåëÿ. Çàäà÷èòå ñà ðàçãëåäàíè â äâà ïîñëåäîâàòåëíè ðåäîâíè
ó÷åáíè ÷àñà ñ ó÷åíèöè îò 10 êëàñ â ÍÏÌÃ.

Çàäà÷à 9. Íàìåðåòå ëèöåòî íà óñïîðåäíèê, ñòðàíèòå íà êîéòî ñà ñ äúëæèíè
3 è 1 è úãúëúò ìåæäó äèàãîíàëèòå å 45◦. ([4] ñ. 157, çàä. 21.72)

Êîìåíòàð. ×àñò îò ó÷åíèöèòå ðåøàâàò çàäà÷àòà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí:
Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4BCO è 4ABO (O = AC ×BD), ïðè AC = 2x,

BD = 2y, ïîëó÷àâàìå ñèñòåìàòà∣∣∣∣ x2 + y2 −
√

2xy = 1

x2 + y2 +
√

2xy = 9,
îò êîÿòî íàìèðàìå

4 =
√

2xy =
AC ·BD sin 45◦

2
= SABCD.

Êîãàòî íÿêîè ó÷åíèöè ñå îïèòâàò äà íàìåðÿò è äúëæèíèòå íà äèàãîíàëèòå,
îò ñèñòåìàòà ñå ñòèãà äî óðàâíåíèåòî

x4 − 5x2 + 8 = 0,
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êîåòî íÿìà ðåàëíè êîðåíè. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å óñïîðåäíèê ñ îïèñàíèòå ñâîéñò-
âà íå ñúùåñòâóâàë Òîâà äàâà íà÷àëî íà èçñëåäîâàòåëñêî òúðñåíå � ïîñòàâÿ ñå
ñëåäíàòà çàäà÷à:

Çàäà÷à 9.1. Íàìåðåòå íàé-ìàëêàòà ñòîéíîñòè íà cos ϕ, çà êîÿòî ñúùåñòâóâà
óñïîðåäíèê ñúñ ñòðàíè 3 è 1 è ñ îñòúð úãúë ìåæäó äèàãîíàëèòå ϕ.

Êîìåíòàð. Ïî âðåìå íà çàíÿòèå â êëàñ ñå óñòàíîâÿâà, ÷å 0, 8 ≤ cos ϕ < 1,
êàòî ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà çà óñïîðåäíèêà ñúñ ñòðàíè 3 è 1 è ñ íàé-ãîëÿìî
âúçìîæíî ëèöå � ïðàâîúãúëíèêúò ñúñ ñòðàíè 3 è 1 (ïðîòèâîðå÷èåòî â çàäà÷à 8.

ñå îáÿñíÿâà îò îöåíêàòà cos 45◦ =

√
2

2
< 0, 8). Çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà íà ìàëêà

ãðóïà ó÷åíèöè ñå ïîñòàâÿ çàäà÷àòà

Çàäà÷à 9.2. Àêî cos ϕ ∈ (0, 8; 1), ñúùåñòâóâà ëè óñïîðåäíèê, ñòðàíèòå íà
êîéòî ñà ñ äúëæèíè 3 è 1 è îñòðèÿò úãúë ìåæäó äèàãîíàëèòå å ϕ?.

Íà çàíÿòèå ñ ó÷åíèöèòå ñå ðàçãëåæäà è ñëåäíàòà

Çàäà÷à 9.3. Úãúëúò ìåæäó äèàãîíàëèòå íà óñïîðåäíèêà ABCD å 45◦. Àêî
AB > BC, îïðåäåëåòå â êàêúâ èíòåðâàë ñå íàìèðà îòíîøåíèåòî AB : BC.

Êîìåíòàð. Çàåäíî ñ ó÷åíèöèòå ñå ñòèãà äî îöåíêàòà 1 <
AB

BC
≤
√

2 + 1,

êàòî ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà çà ïðàâîúãúëíèê (òóê ó÷åíèöèòå íàìèðàò îùå åäíî
îáÿñíåíèå çà äåôåêòà â çàäà÷à 7, ïîíåæå

√
2 + 1 < 3). Çà ñàìîñòîÿòåëíà ðàáîòà

íà äðóãà ìàëêà ãðóïà ó÷åíèöè îñòàâà çàäà÷àòà

Çàäà÷à 9.4. Àêî 1 <
AB

BC
<
√

2 + 1, ñúùåñòâóâà ëè óñïîðåäíèê ABCD,

úãúëúò ìåæäó äèàãîíàëèòå íà êîéòî å 45◦?

Îò ó÷åíèöèòå ñå î÷àêâà äà íàïðàâÿò äåòàéëíî ïðîó÷âàíå íà ðàçãëåäàíèòå
â êëàñ çàäà÷è, ñúîòâåòíî 9.2 è 9.4, äà àíàëèçèðàò ñèòóàöèÿòà è äà îòãîâîðÿò
íà âúïðîñà. Íà ñëåäâàùîòî çàíÿòèå â êëàñ òåçè ãðóïè ó÷åíèöè äîêëàäâàò ñâî-
èòå ðåçóëòàòè è ñïîäåëÿò ñ îñòàíàëèòå åâåíòóàëíè íîâè èäåè çà äîïúëíèòåëíî
èçñëåäâàíå.

Çàäà÷à 10. Äàäåí å ðîìá ABCD. Òî÷êàòà M å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB.
Íàìåðåòå AC, àêî MD = 4, MC = 6, <) DMC = 60◦. ([4] ñ. 144, çàä. 19.55)

Êîìåíòàð. Çà ½íàìèðàíåòî“ íà AC íåêîëêîêðàòíî ñå ïðèëàãà êîñèíóñîâàòà
òåîðåìà.

Íàïðèìåð çà a = AB = AD, α = <) DAB, β = <) ABC:

� îò 4MBC ñå îïðåäåëÿ cos β = − 1

28
, êîåòî äàâà AC =

√
58;

� îò 4AMD ñå îïðåäåëÿ cos α =
19

28
, êîåòî äàâà AC =

√
94.

Ðàçëè÷íèòå îòãîâîðè ñà ðåçóëòàò îò ôàêòà, ÷å òàêúâ ðîìá íå ñúùåñòâóâà. ∇
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Âúçíèêíàëîòî ïðîòèâîðå÷èå äàâà ïîâîä çà ôîðìóëèðàíå íà íÿêîëêî èçñëå-
äîâàòåëñêè çàäà÷è. Ñ òÿõ ñå ïðîöåäèðà, êàêòî ñúñ çàäà÷èòå 9.1�9.4.

Çàäà÷à 10.1. Äàäåí å ðîìá ABCD. Òî÷êàòà M å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB.
Àêî MD = 4, MC = 6, <) DMC = ϕ, íàìåðåòå cos ϕ.

Îòãîâîð. cos ϕ =
13

20
.

Çàäà÷à 10.2. Òî÷êàòà M å ñðåäàòà íà ñòðàíàòà AB â ðîìáà ABCD. Àêî
<) DMC = ϕ, íàìåðåòå èíòåðâàëà, â êîéòî ñå èçìåíÿ cos ϕ.

Êîìåíòàð. Îòãîâîðúò å cos ϕ ∈ [
3

5
; 1), êàòî ðàâåíñòâîòî ñå äîñòèãà, òî÷íî

êîãàòî ðîìáúò å êâàäðàò. Ðîìáúò íå ñúùåñòâóâà, äîêîëêîòî cos 60◦ =
1

2
6∈ [

3

5
; 1).

Çàäà÷è 9 è 10, çàåäíî ñ ïðîèçòè÷àùèòå îò òÿõ èçñëåäîâàòåëñêè îðèåíòèðàíè
çàäà÷è, ñà ðàçãëåæäàíè â ðàìêèòå íà åäíî çàíÿòèå, êàòî àêòèâíî ñà âêëþ÷åíè
4 ãðóïè ó÷åíèöè, îáùî îêîëî ïîëîâèíàòà ó÷åíèöè â êëàñà. Â òåçè ãðóïè, îñâåí
íàé-èçÿâåíèòå, ñà âêëþ÷åíè è ó÷åíèöè ñ ïî-íèñêè ðåçóëòàòè ïî ìàòåìàòèêà.
Åôåêòúò îò òàêîâà âêëþ÷âàíå å îáíàäåæäàâàù. ∇

Â çàêëþ÷åíèå ùå îòáåëåæèì, ÷å èçñëåäâàíåòî íà äîïóñòèìèòå ñòîéíîñòè
íà àëãåáðè÷íè èçðàçè å ñòàíäàðòåí àïàðàò â êóðñà ïî àëãåáðà. Òîçè àïàðàò,
îáà÷å, äàâà èçíåíàäâàùî äîáðè íîâàòîðñêè íàïðàâëåíèÿ çà ïðåïîäàâàíå â ñú-
÷åòàíèå ñ ãåîìåòðè÷íè èäåè. Ïðè òîâà, êàêòî ìîæå äà ñå âèäè îò ïðèìåðèòå,
èçñëåäâàíåòî íà óñëîâèÿòà çà ñúùåñòâóâàíå íà ãåîìåòðè÷íà ôèãóðà ñ îòíàïðåä
çàäàäåíè ñâîéñòâà ìîæå äà èçïðåâàðâà èçñëåäâàíåòî íà äîïóñòèìè ñòîéíîñòè íà
àëãåáðè÷íè èçðàçè. Âçàèìîäåéñòâèåòî íà êîìïåòåíòíîñòèòå, ïîëó÷åíè â êóðñà
ïî àëãåáðà, â ãåîìåòðè÷íè çàäà÷è, îò ñâîÿ ñòðàíà îáîãàòÿâà êîìïåòåíòíîñòèòå,
èçãðàæäàíè â êóðñà ïî ãåîìåòðèÿ. Îáðàòíàòà âðúçêà ñúùî å íàëèöå. Â òîçè
ðåä íà ìèñëè èçñëåäîâòåëñêè îðèåíòèðàíîòî îáó÷åíèå ñïîìàãà çà èçãðàæäàíå
íà ìàòåìàòè÷åñêè êîìïåòåíòíîñòè îò ñèíòåòè÷åí òèï (synthetic competence [5]).

Äîïúëíåíèå

Êúì çàäà÷à 9. Îòãîâîðúò SABCD = 4 î÷åâèäíî å íåïðèåìëèâ, ïîíåæå
SABCD ≤ AB ·BC = 3.
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Êúì çàäà÷à 9.1. Ïðè îçíà÷åíèÿòà îò çàäà÷à 9 èìàìå

(∗)
∣∣∣∣ x2 + y2 + 2xy cos ϕ = 9

x2 + y2 − 2xy cos ϕ = 1,

Ñúáèðàìå ïî÷ëåííî äâåòå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àâàìå x2 + y2 = 5; èçâàæäàìå

ïî÷ëåííî äâåòå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àâàìå cos ϕ =
2

xy
≥ 2

x2 + y2
= 0, 8. Ðàâåíñòâî

ñå äîñòèãà, òî÷íî êîãàòî x = y, ò.å. çà ïðàâîúãúëíèê.

Êúì çàäà÷à 9.2. Íåêà cos ϕ ∈ [0, 8; 1). Óñïîðåäíèêúò ABCD ñúùåñòâóâà, òî÷íî
êîãàòî ñèñòåìàòà (∗) èìà ðåøåíèå. Îò (∗) ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 = 5

xy =
2

cos ϕ
,

∣∣∣∣∣∣∣
(x + y)2 = 5 +

4

cos ϕ

(x− y)2 = 5− 4

cos ϕ
,

∣∣∣∣∣∣∣∣
x + y =

√
5 +

4

cos ϕ

|x− y| =
√

5− 4

cos ϕ
.

Âå÷å å ÿñíî, ÷å âòîðèÿò ðàäèêàë å îïðåäåëåí, à òîãàâà x è y ñúùî ñà îïðåäåëåíè.

Êúì çàäà÷à 9.3. Íåêà AB = a, BC = b, a > b (îòíîâî AC = 2x, BD = 2y). Îò
êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4ABO è 4BCO (O = AC ×BD) èìàìå

(∗∗)
∣∣∣∣ a2 = x2 + y2 +

√
2xy

b2 = x2 + y2 −
√

2xy,
îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

a2 + b2 = 2(x2 + y2),

a2 − b2 = 2
√

2xy ≤
√

2(x2 + y2) =
a2 + b2

√
2

,

a2

b2
≤
√

2 + 1√
2− 1

= (
√

2 + 1)2.

Ñëåäîâàòåëíî 1 <
a

b
≤
√

2 + 1. Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà, òî÷íî êîãàòî x = y, ò.å. çà
ïðàâîúãúëíèê.

Êúì çàäà÷à 9.4. Íåêà 1 <
a

b
≤
√

2+1. Ùå óñòàíîâèì, ÷å â òîçè ñëó÷àé ñèñòåìà-

òà (∗∗) èìà ðåøåíèå, êîåòî ãàðàíòèðà ñúùåñòâóâàíåòî íà óñïîðåäíèê ABCD,
úãúëúò ìåæäó äèàãîíàëèòå íà êîéòî å 45◦ Îò∣∣∣∣∣∣∣

x2 + y2 =
a2 + b2

2

xy =
a2 + b2

2
√

2
èçðàçÿâàìå∣∣∣∣∣∣∣

(x + y)2 =
a2(
√

2 + 1)− b2(
√

2− 1)

2
≥ 0

(x− y)2 =
a2(
√

2− 1) + b2(
√

2 + 1)

2
> 0.

Âå÷å å ÿñíî, ÷å x + y è |x− y| ñà îïðåäåëåíè, à òîãàâà è x è y ñà îïðåäåëåíè.

Êúì çàäà÷à 10. Òîâà, ÷å ãåîìåòðè÷íàòà êîíñòðóêöèÿ íå å âúçìîæíà, ñòàâà ÿñíî
îò ïðåñìÿòàíåòî íà äúëæèíàòà íà ñòðàíàòà íà ðîìáà âåäíúæ ÷ðåç ñòðàíàòà
CD â 4CDM : a2 = CD2 = 28; âòîðè ïúò ÷ðåç ìåäèàíàòà ïðåç M â ñúùèÿ
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òðèúãúëíèê: a2 = AD2 = m2
M = 19. Âñúùíîñò, îòíîâî çàäà÷àòà îïèðà äî

èçñëåäâàíå íà ñèñòåìà

∣∣∣∣ x2 + y2 − xy = a2

x2 + y2 + xy = 4a2,
â êîÿòî x = MD, y = MC.

Êúì çàäà÷à 10.1. Îò êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4AMD è 4BMC èìàìå∣∣∣∣∣∣∣
16 =

5

4
a2 − a2 cos α

36 =
5

4
a2 + a2 cos α,

îòêúäåòî ïîñëåäîâàòåëíî ïîëó÷àâàìå

a2 =
104

5
, cos α =

13

20
>

1

2
= cos 60◦.

Êúì çàäà÷à 10.2. Çà x = MD, y = MC ïî êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4AMD è
4BMC èìàìå∣∣∣∣∣∣∣

x2 =
5

4
a2 − a2 cos α

y2 =
5

4
a2 + a2 cos α,

îòêúäåòî

x2 + y2 =
5

2
a2 ≥ 2xy ⇐⇒ xy ≤ 5

4
a2.

(Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà, òî÷íî êîãàòî x = y, ò.å. êîãàòî ABCD å êâàäðàò.) Ñåãà
ïî êîñèíóñîâàòà òåîðåìà çà 4DCM èìàìå

cos ϕ =
x2 + y2 − a2

2xy
=

5
2
a2 − a2

2xy
≥

3
2
a2

5a2
=

3

5
>

1

2
= cos 60◦,

êîåòî îçíà÷àâà ϕ < 60◦.
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