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PROBLEME NON-COERCIF POUR UNE INEQUATION
VARIATIONNELLE ELLIPTIQUE A DEUX CONTRAINTES

IORDAN V. IORDANOV

On considére une inéquation variationnelle a deux contraintes prés du bord pour une
forme dans AHY{), qui est non-négative, mais non-coercive sur /Y Q). Grice a I'existence
de deux contraintes et a l'aide d’une régularisation convenable on démontre I'existence et
I'unicité de la solution.

Soit 2c R* un domaine borné et soient £ et F deux sous-ensembles
fermés et non-vides du domaine fermé Q. Fixons yw¢ HYL2) et notons par
K l'ensemble convexe et fermé dans /7'(£2) de tous les v¢ H' (L), tels que:
v -y sur E et v .y sur F au sens de HYQ) (définition 1.1. du § 1). Il
n’est pas difficile de voir que I'ensemble K ne dépend que de la restriction

y sur EUF.
Au moyen des fonctions a;,(x), i, j 1,...,n, bornées et mesurables

dans O, et telles que _“ a,(x)5 &, §2 »>0, pour tout f¢R" et pour
iJj=1
presque tout x¢ 2, on définit la forme bilinéaire :

n

a(u, v) fl ‘:Yu,,(.\‘)u.li'.i]d,\'. u, ve H'(LQ),

i j=I1

qui n’est pas coercive sur /7'(£2) et ne satisfait que cette condition plus
faible: a(v,v) o v|},,,— v i) veH'(Q).

Malgré ¢a, comme il existe deux contraintes, on démontre I'existence
et P'unicité de la solution d'un probléme variationnel qui consiste a déter-
miner un élément u¢ K, tel que a(u, v—u) -0 pour tout ve K.

A condition que la forme a(u, v) soit symétrique, ce probléeme est équi-

valent a la recherche de mlna(v v). Le probléme est bien posé lorsque
vEK
vral max y ‘Vl’ll miny. Dans le cas contraire ce probléme admet plus d’une

soluuon tnvule (des constantes). Une autre singularité du probléme est qu’on
n'exige pas que la solution satisfasse des conditions données sur la frontiére.
(Par exemple dans (1], ou la contrainte est a l'intérieur de £, on trouve la
solution dans II..( )), i. e. la solution est nulle sur la frontiére. Evidemment

ce probléme est coercif.)
Le probléme traité ici m’'a ¢té posé par T. Gencev.Je lui exprime ma

gratitude profonde.
1. Notations et lemmes préliminaires. Soit 2c R" un domaine borné.
Notons, comme d'habitude (= QU 0dL2. Supposons que localement Q soit
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262 IORDAN V. IORDANOV

d’un seul coté de 0, et que la frontiere d«2 soit de classe C' c’est-a-dire:
(1.1) /l existe une famille N,, ..., N,d ouverts bornés de R" recouvrant
0L, tels que pour chaque j—1,...,m, il existe une application de classe
C'v @)x) de N, sur Oy y <1}, possédant une application inverse
differentiable x - @7'(y) de O sur Ny, et telle que ¢;(2nNN)) {y y¢O,
VaUp et g, (02NNy) —{ylyeO,y, O} En outre si N;nN;+ D, alors il
existe un C'-difféeomorphisme J; de ¢:(N;N\N,) sur ¢, (N:NN,) a jacobien
positif, tel que o;(x) J;; (pAx)) pour tout x¢ N;nN,.

Méme sous les hypothéses plus faibles que (1.1) pour d@, il n’est pas
difficile de voir qu'on peut prolonger chaque foaction lipschitzienne = dans
{2 a obtenir une fonction lipschitzienne dans R” a support borné, contenant
€ (éventuellement avec une nouvelle constante de Lipschitz). Au moyen
d’'une partition difiérentiable de P'unité «,, ..., a,, a, correspondant a la
couverture Ny, ..., N, © du compact ©, le probléme se raméne au prolon-
gement des fonctions vay, j 1,..., m. On prolonge 'l'a,(q’l." (V) par réilexion
dans |y ye0, y,<0} et par la transformation réciproque de (1.1) on obtient
la fonction wa, définie des deux cotés de 0© et coincidant avec va; dans

m

1 N, La fonction v _\‘vaH- va, est le prolongement rechercheé de v en
J=1

dehors de ©. De cette construction on voit que v est lipschitzienne et méme
de support compact dans R~

Remarque. Pour que les raisonnements prémentionnées soient valables
il suffit de supposer que la frontiére d«2 soit lipschitzienne, autrement dit
pour tout x,¢df2 il existe un voisinage N (x,)c R", tel qu'on peut repré-
senter d2NN par x;=g(Xx,, ..., X;i—y, X;\y,--., Xs) pour -un indice / quel-
conque, ou la fonction g est lipschitzienne.

Notons par //'(2) la complétion de C'(£2) pour la norme

8| ey j(a"» ‘zﬂu';’ )dx.
° fo | !

Des considérations avant la remarque il est évident que les fonctions
lipschitziennes dans 2 appartiennent a //'(£2). En efiet, si v est une telle
fonction, on peut estimer facilement dans L, (R") les dérivées premiéres des
régularisations de la fonction ¢ par une estimation des rapports différenti-
aux. Il reste a utiliser la remarque 1 de [5], p. 343. Par conséquent I'ensemble
M des fonctions lipschitziennes dans (2 est partout dense dans /(0.

Soit N une constante non-négative et u¢ /1'(£2). Rappelons [4] quelques
propriétés de

u(x), xef{u Njin$,

Hx)=min (u, NXx) N, x¢ {u\-N}ﬂ.”-

Evidemment [ est définie p. p. dans 2 et - u p. p. dans (. Cette inéga-
lité se rameéne ou a une égalité, ou 4 linégalité 0 N -u. Par conséquent
2 oupop.dans Q, 0. e L) et | luly

De plus (on répéte la démonstration du lemme 1.1. de [4]), si (u.)c M
et u, »u dans /1'(12) il est évident que ;. —~min(um V)¢ M et
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im —Cm zyoy=lim| u—tpm 1.4)=0.

m—sco m—»oo

D’autre part

lim SUPZ‘ ,(t")-', 2451)52 u‘; i w)
i=1

msee )
Donc il existe une sous-suite {Z/} qui converge faiblement dans f1'(£2) vers .
D’aprés le théoréme de Banach — Saks la suite {]/} des moyennes aritméthi-
ques d’une certaine sous-suite de {7.} converge (fortement) dans /7'(L2) vers
- Ainsi f¢ H'Y(Q) est vérifié et méme:
(1.2) (a0 vy
En effet, étant donné «>0, pour tous m suffisamment grand on a

lm ey 8 moyte.

LLa méme constante majore | oy, dolu il suit que {|avey | U @yt

Sm
ainsi (1.2) est démontré.
On voit d’'une maniére analogue que si la constante Q-0 et si
u ¢ H'(L), alors

(x), x€c{u= n 9,
w(x)=max (u, Q)(X)={u(; j:(§:<g:”9

appartient a /7'(£2) et

(1.3) ) 0 vy
Lemme 1.1. Soit uc H'(£) et
(1.9) Uy 3_,“.) u I:I'u'l— u 1(5') 0.

Alors u=const p. p.

Démonstration. Il suffit de répéter le début de la démonstration de
la représentation intégrale de Sobolev ([5, p. 368]). Soit Ogz(x,) une sphére
de centre x, et de rayon R, telle que Ogx(x,)c . De la condition (1.4)
il suit
(1.4) e 100

d’oli on obtient, que u =const dans O, La sphére O, étant arbitraire, 'affirmation
susdite sera valable sur chaque compact dans £ et au moyen d’une suite
croissante de compacts connexes convergente vers £, on obtiendra finale-
ment le lemme.

Supposons pour plus de simplicité que le centre de Oy est x, 0. Notons

"
c.ex - — ] v :
) { p{ n-iy® ) .
0 o Y=k,
oii la constante ¢ est telle que
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)ny)dy 1l et 0O<A<R.
R

On a la représentation

; "
(1.5) ax)= Junpdy+ 37 [55 () B ay

O ' ogp v
p. p. dans £, ou les noyaux B,(x, y) sont bornés. La condition (1.4") montre

que les derniéres n intégrales dans (1.5) sont égales a zero, parce que les
fonctions sous les signes d’intégration sont nuls p. p., i. e. la fonction u(x)

est équivalente a la constante J.u(y)p(y)dy dans Op. Le lemme est vérifié.
()R

Soit u, v¢ H\(Q) et Gc Q.

Définition 1.1.On dit que u v sur l'ensemble G au sens de H'(£2)
s'il existe des suites |u,}, (v,} de fonctions de C'({2), qui convergent en
norme dans H'((2) resp. vers u et v et satisfont u, v, sur G.

Détinition 1.2, On dit que u v sur Gau sens de H\() si simulta-
nément u v et u v sur (G au sens de H'(Q).

Définition 1.3.0n dit que u_v en x,¢ 2 au sens de F1'(42) s'il existe
un nombre ¢ -0 et une fonction non-négative a¢ CHOy.(x4)), 01 Ogy(x,) est
la sphere de centre x, et de rayon 20, tels que a>0 sur O (x,) et u—a=v
au sens de H'(£2) sur O,(x,)N £2.

Lemme 1.2, Soit F un sous-ensemble mesurable de ¢ et u¢ HY)
tel que: u const sur F au sens de H'(L2). Alors

”n
[\‘u‘-; dx - 0.
F i !

Démonstration Grace a la condition (1.1) on prolonge la fonction
u en dehors de £ a une fonction de FH)(R") (|2, théoréme 8.1, p. 53)). 1l
reste a se réiérer a la démonstration du théoréme analogue de la fin de
"appendice dans [1].

2. Description du probléme. Fixons des sous-ensembles fermés £ et
F de @ avec mes £ 0 ¢ mes F et une fonction y ¢ H'(£2). Désignons par K
'ensemble fermé et convexe de toutes les fonctions w©¢ /'(£2), safisfaisant
au sens de /1'(12) les inégalités: v v sur £ et v-.y sur F.

Soient a,/x),i,j 1,...,n, des fonctions bornées et mesurables dans
12 telles que

(2.1) ()i
L0 =1
pour tout (&, ..., f,) ¢ R" et pour presque tout x¢ (2.
Par ces fonctions on définit la forme bilinéaire (éventuellement non-
symétrique) sur /1'(0Q):

5, v const >0,

a(u, v) b/ z'a,,(x)u.‘v./dx. u, ve HV(0D),
(=1
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qui satisfait évidemment

(2.2) a(u,uy »( | u 3,,0,)* u Lu»)'

Au moyen de (2.2) et en tenant compte de I'existence des deux con-
traintes £ : 0, F+ ) on démontre qu’il existe une solution unique du pro-
bléme variationnel suivant:

Trouver un élément u¢ K tel que:

(2.3) a(u,v—u) 0O

pour tout v¢ K.
Sous I'hypothése que la forme a(u, v) est symétrique, ce probléme est
équivalent a la recherche de mm aiv, v).

Donnons d’abord une formule équivalente au probléme (2.3). Clest un
résultat bien connu de Minty.

Lemme 2.1. A condition que la forme a(u,v) définie et bilinéaire
sur HYQ), est non-négative, c'est-a-dire a(v,v) 0 pour tout v¢ H'(Q), le
probléme (2.3) est équivalent a la recherche dun élément u ¢ K tel que

(2.3") alv,v—u)=0, ve K.

Remarque. Par exemple pour assurer la non-négativité de la forme
n

a(u, v), déiinie plus haut, il suffit de supposer que ‘:' a;(x)&;5,=0 pour tout
iJ=1

£¢ R" et pour presque tout x¢ .

Démonstration Supposons que (2.3) soit vérifié pour u ¢ K. Comme
il suit de la condition du lemme que a(v—u, v—u) -0, dou a(c¢, v—u)

alu, v u) pour tout v¢ K, I'inéquation (2.3") est valable.

Supposons (2.3"). L'élément w=(1 -f)v-tv,ve K, £¢(0, 1), appartient a
K, parce que c’est un ensemble convexe. Par conséquent, il suit de (23)
que a(w, w u) i. e. a((1 —t)w i tu, (1 —Hv—(1 —Hu)=0. En divisant par 1 -
et en Iansnnt t—»1—0, nous obtenons a(u, v—u) 0 (ve K étant arbltrure).
c. Q. I

héoréme d'unicité. D'abord on établit quelques estimations. Notons

N vran maxy, M vrai mmy Il est évident que si N<<M, alors le probléme

conslderé a plusieurs soluhons Par exemple les constantes ¢ ¢ [N, M| sont
des solutions, car elles appartiennent a K et a(c, v—c)=0 pour toute fon-
ction ve HY(Q).

On suppose dorénavant, que
(3.1) N=M

Lemme 3.1. Soit u¢ K une solution de (2.3). Alors M=u=N sur Q
au sens de H'(Q) et donc p. p.dans (.

Démonstration. Notons par ; la fonction min(u, N)¢ HY(2). Evi-
demment ¢ K, parce que sur £: u, Nzy, doit ;v et sur F:u- y, d'oi
C==y. Posant dans (2.3) v [ on trouve:

.I \ a,,(xl “)' (‘ "'“)u dx 0

v I.I—-l
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D’autre part, utilisant le lemme 1.2 on obtient

[ Samewax— [+ [ o

oot ol Ny Lnis=N]

Combinant par la derni¢re inégalité on trouve a(r—u, s—u) =0, d’ou
il suit (#—¢)x 1.40)=0. A l'aide du lemme 1.1 on conclut que u —{ =¢, ¢ —const.
Cette constante est non-négative, puisque z (. On va démontrer que ¢--0.

Supposons le contraire, i. e. ¢>0. 1l n’est pas diificile de voir, que
dans I'ensemble F, sur lequel u-—=y au sens de F7'(2) il existe un point xg¢ F,
tel que u- M en x, au sens de FH'(L2). En effet, du contraire, i. e. u>M
sur F, il suit que sur F: y>M, parce que y u>M. Cela signifie que pour
chaque point x¢ F il existe une fonction a, ¢ C}(O (X)), a, 0 et aco, >0,

telle que v —a, M sur 2N O, (x) au sens de H'(£2). Choisissons une famille
finie de sphéres O,o(x‘), i—1,...,f recouvrant le compact F. Donc

v M+ minmin {a (x) x € O,p(x)}
1<is/

p. p. sur F, qui est en contradiction avec le choix de la constante M, i. e.
ensuite que M vrai min .
-

Les inégalités u—c - et ¢ >0 montrent que u > sur £ au sens de
H' (). Par conséquent - ~min(z, N) N dans ©. On obtient >N sur Q
au sens de //'(£2). On le combine avec N M pour conclure qu’ au point
Xp:u>M. Mais c'est en contradiction avec u -M au point x, Il suit que
¢ 0,i e.u [ N au sens de H'(£2) et d’autant plus presque partout. D'une
maniére analogue on voit que u -M sur 2 au sens de /(). Il faut utili-
ser 'existence d’un point x ¢ E pour lequel u N au sens de H'(Q).

Corollaire 3.1. 1l existe des points x.2E et x.¢ F pour lesquels
resp. u- N et u M au sens de H(Q).

Corollaire 32. Siy, N et v M au sens de H'(2), ou les cons-
tantes N, M satisfont N -M, alors u, N et u, M au sens de H(Q).

Théoréme 3.1. La solution du probléme (2.3) est unique.

Démonstration. Soient u, et u, deux solutions de (2.3). Aprés ad-
dition des inéquations a(u,, uy—u,) =0 et a(uy u,—u,)==0 on obtient
a(lt, —Ug, u,—1y)=0, d'oit d’aprés le lemme 1.1: u, —=uy+c, ¢ - const. Puisque
uy et u,+4c sont des solutions, la supposition que ¢ + 0 nous amene en con-
tradiction avec le corollaire 3.1.

4. Théoréme d’existence. On ne peut pas employer le théoréme de
Lions et Stampacchia [3] pour démontrer un théoréme d’existence,
parce que la forme a(u, v) n'est pas coercive. On remplacera la coercivité
par la propriété (2.2). Des raisonnements analogues a ceux du lemme 3.1,
basés sur 'existence de deux contraintes et sur la condition (3.1), auront
une grande importance.

Lemme 4.1. Soit K (B un sous-ensemble fermé, convexe et borné
de H'($2). Alors il existe une solution u¢ K du probléme (4.1) a(u, v—u) -0
pour tout ve K.

Remarque 4.1. S'il existe plusieurs solutions de ce probléme, alors
la différence de deux solutinns arbitraires sera une constante (cf. lemme 1.1).
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Démonstration du théoréme. Notons par (.,.) le produit scalaire
dans L4() et considérons la forme

b.(u, v)- a(u, v) +&u, v), e>0.
Evidemment elle est coercive sur /'(2):

(4.2) b.(u,u)=—min (e, »). u 3,,«,,.

Le probléeme de la recherche d’un élément u, ¢ K, tel que
(4.3) b(u,, v—u)=0

pour tout ¢ A admet une solution u, unique pour chaque e>0 fixé d’aprés
le théoréme de Lions et Stampacchia [3]. Comme K est borné on a | a4, my
const uniformément par rapport a .. Choisissons une suite {u, }, &» —0,

faiblement convergente dans /7'(«2) vers un élément u¢ K (puisque K est
fermé et convexe). L’inéquation

(4.3) b, (v, v—u, )=0, v¢ K,

est cqulvalente a (4.3) avec ¢ ¢, (lemme 2.1). Pour la limite faible u de
{u, ) quand ¢,—0 on obtient a(v, v—u)=0 par quoi on achéve la démonstra-

tion du fait que u ¢ K est une solution de (4.1).
Théorédme 4.1. /l existe une solution u du probléeme (2.3).
Démonstration. Notons

Kg (v veK, ¢ moy=R).

Pour toutes valeurs suffisamment grandes du nombre R, I'ensemble K (.
(Par exemple ¢ A, pour tout R~ y sy, ol y est la fonction de 2)
Il est clair que Kj sont fermés et convexes et que K= l’gKR. D’aprés le

lemme 4.1 il existe ugpt Ky tel que a(up v—ug)=0 pour tout v¢ Ky Nous
allons répéter les raisonnements du lemme 3.1, en supposant provisoire-
ment que

(4.4) N 0 M.

A la fin de la démonstration on peut se libérer de cette hypothése complé-
mentaire.

Notons ,=min (g N). Evidemment ;¢ K et en vertu de (1.2) et (4.4)
on a [lp muns Ug'we: R, i e. R(KR' Comme dans le lemme 3.1, on
trouve u, p d'ou ugiy N p.p. dans Q.

D'une pareille maniére on démontre, que u, - M en utilisant essentielle-
ment les conditions (4.4) et (1.3).

Ainsi donc on a démontré que les inéqualités M- u,- N p. p. dans Q
sont valables uniformément par rapport a R, d’oi il suit

(4.5) . Up 1,4 const,
Montrons qu'il existe une constante ¢, qui ne dépend pas de R et telle que

("b) Up muw=¢€
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pour tout R suffisamment grand. Soit v¢ Kpg, (par exemple on peut prendre
v y) et R R, De linégalité a(up, v) a(ug ug) » (4p)e . et en tenant
compte que les fonctions a,(x) sont bornées, on obtient

alupy, v) const Uy 1. (up)x La()

et on trouve finalement que (#p)r .(f2) constuniformément par rapport a
R. La derni¢re inégalité avec (4.5) donne (4.6).
On peut choisir une sous-suite {up"} faiblement convergente vers un

élément u¢ K, car K est un ensemble fermé et convexe. Soit v¢ K un élé
ment arbitraire. Par conséquent il existe un nombre R, tel que v ¢ K, Pour
tout X, R, on a a(v, v upn)zo, parce que up est une solution de I'iné-

quation variationnelle a(upn,v—up’) 0 sur K, (lemme 2.1). En passant en

limite quand AR,—>oc, on obtient a(v, v—u) 0. Maintenant, au moyen du
lemme 2.1, on achéve la démonstration du théoréme 4.1 sous I'’hypothése
supplémentaire (4.4).

Prenons une fonction y, telle que éventuellement (4.4) ne soient pas
vérifices. Certainement (3.1) est supposé. Choisissons la constante C de telle

facon que pour la fonction y =y -+ C soient vérifices N 0 M, ou les con-
stantes N et M sont analogues a N et M. A laide de i, on définit I'en-
semble K, de méme maniére que KA. Il est évident que K {v v v+C,
vi K. Le probleme (2.3) pour K est résoluble dans le cas considéré. Soit
u sa solution. Alors la fonction u#=u—C évidemment appartient a K et pour
tout ¢ K satisfait I'inéquation (2.3). En effet, v C¢ K et par conséquent a(u,
v+ C-—u) 0. Ilsuffit de noter que a(u, v+ C u) au+C,v—u) a(u,v—u)
l.e théoréme 4.1 est démontré.
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