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SUR LA DISTRIBUTION DE LA MESURE DANS LA THEORIE METRIQUE
DES FRACTIONS CONTINUES

PETAR P. SOPOV

Soit @« un nombre réel et a=[ay; a,, @, ...] son développement en fraction continue.
Désignons par p, g, ses fractions approchées. Dans le présent travail on obtient une estima-
tlon inférieurec de la mesure de I’ensemble des points de l'intervalle (0, 1) pour lesquels on a

+14i=M, =0, 1, 2, ,ou M -i. En outre, la mesure de |'ensemble des points de I'in-

tervalle (0,1) pour lesquels onaa; ,/q;=M, i=0,1, 2,..., o M>0 est ¢gale a zéro.

1. Remarques préliminaires. Soit « un nombre irrationel de l'intervalle
(0, 1) et a==[0; a,, a, ...] son développement en fraction continue. Soit g,,
n—-0,1,2, ... le dénominateur de la n*™¢ fraction approchée de a.

Dans un travail antérieur [4] nous avons obtenu une estimation supérieu-
re de la mesure de l'ensemble de points de Iintervalle (0, 1) pour lesquels
on a a;,./g;=M, i-0,1, 2, ... Si cet ensemble est noté par Ela;;'q;<M)] et
sa mesure par mEla;.1/g,=M), on a

mE[a;1/q;=M|=(1  1/([M]+1)FM)
oit AM)=T12_ (1 —1/3MM-+1)¥-1+1), M 1.

La fonction F(M) posséde les propriétés suivantes:
F(M)<1 pour tout M -1,
- F(M)<F(M,), si lona M, <M,

3 FM) 1, si M-

De meme, nous avons obtenu mEla; .y g;=M]— 1 quand M — o [4].

Dans le present travail nous nous proposons de trouver une estimation
inférieure de la mesure mEla;. 1/qi-M)], i-- 0, 1, 2,...

On s'occupera également de la mesure de I'ensemble de points de I'in-
tervalle (0, 1) pour lesquels on a a;.i/q, M, i=0, I, 2 ., M>0. On ob-
tient mEla;.\/q; M| 0, alors que mEla;.\ ¢i= M]:#:O i--0, l, 2,...

2. Estimation inférleure pour mkEla;;,/'q;<M|. L’ensemble de tous les
nombres réels de l'intervalle (0, 1) pour lesquels les éléments ay, a,, ..., a,
sont fixés alors que tous les autres a,;,, a,.2 ... varient (en prenant toutes
les valeurs possibles) est un intervalle [1, p. 68], désigné par /,, n--1, 2,...
et s’appelle intervalle de rang n.

D’aprés le schéma de la méthode, il faut tout d’abord déterminer les inter-
valles /, de rang » pour lesquels on a

(1) aiv-Mg,, i=0,1,2,..., n—1.

Le systéme (1) a un nombre infini de solutions dans le cas ou M=1. Il
est évident que » 1 parce que la valeur minimale de l'index i est égale a 0.
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En d’autres termes, on exclut les intervalles /, de rang 0, c.-a.-d. l'intervalle

(0, 1).
Les points de lintervalle /, véritiant la condition supplémentaire a,. 1=k

constituent un intervalle de rang n--1, qu'on désignera par /\*¥ . Si nous no-
tons ml/, et ml,‘,’jg, les mesures des intervalles /, et /(0 il existe I'inégalité
suivante (1, p. 71|

ml® <2ml, k%, n=1, 2,...
L.a fonction ¢,—¢,(«) est constante dans tout intervalle /, de rang n. En

effet, ¢, —qga(ay, ay,..., a,) est un polyndome de a, a,, ..., @, o0 et a,,
.., a, sont constantes dans tout intervalle /, de rang ». Ensuite on a

m X I <2ml, X 1k<2ml, o\: 1/(Mg,—+0)?

k -Mq" kMg, i=0
<2ml,,{l/Mq,,+ T an rz?}-—:4ml,, Mgy no1,2 3 ...
Mq”

Alors, on a

(2) m 1310 I8\ >ml,—A4Aml,/ Mg, = ml,(1—4/Mgq,).

Mais, d’autre part, [1, p. 20]
(3) Gn =202 p=1, 2, 3,...

En vue de (2) et (3) on a pour tout intervalle /, de rang n pour leque
les inégalités (1) sont vérifiées,

(4) m X I® Sml(1—4/M202) p—1,2 3, ...

k- Mq”

Comme | 4/M2(»=D72=0, si 'on veut que la derniére inégalité soit véri-
fiée pour tout n»—-1, il faut et il suffit que M>4. Si 'on veut que la méme
inégalité soit vérifiée pour tout M=1 il faut et il suffit qu’on ait »= 6. Dans
la suite on supposera qu’on a toujours n=6.

Désignons par EY) I'ensemble des nombres de lintervalle (0, 1) caractéri-

sés par linégalité (1). Evidemment E() est la somme des intervalles /, de

rang n pour lesquels les inégalités (1) sont satisfaites. Comme tout intervalle
/, de rang 7, qui n’appartient pas a I'ensemble E(), ne contient aucun point

de I'ensemble E4i*"D, on obtiendra, aprés avoir fait la somme de 'inégalité (4)
en suivant tous les intervalles /, de rang n contenus dans E¢

(5) mEGHD >(1—4/M20=1"YmEW, n 6.
En appliquant successivement cette inégalité, on obtiendra

n
mEG@+) >mE) 'IIG (1—4/M20=D72),
==

d’oli, quand n — oo on obtient
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©6) lim (mEG D) =mES 11 (1—4/M26 D),
n-—so0 i=6
Posons E, - Ela;+1/q;~— M) — l'ensemble des nombres de lintervalle (0, 1)
pour lesquels a;,,--Mg,;, i=0, 1, 2,... Comme Ey VCEWP, n-1, 2,3,...,
ona Ey—EREQREQ . ...

Mais dans ce cas l'ensemble £, est mesurable et l'on a

(7) lim (mEQ)=m(EQEQES ... )=mEy.

n—oo

Les inégalités (6) et (7) impliquent l'inégalité suivante
8) mE 5 mE®) I (1—4/M26-172),
i=6

Comme la série X 20972 est convergente, le produit infini de la partie
droite de (8) est convergent et, par conséquent, est différent de zéro. On va
montrer que limmE@=1, M — co, pour tout n=1. Il est facile de prouver
que mEG)—1--1/((M]+1), doit on conclut que pour n-—-1 Passertion est vraie
[4]. C'est de l'inégalité

mE@Y<(1—=13(M(M+1)""1+ 1)mEQ, M=1, n-1,
qu’il suit
lim (mE¢+") <= lim (mE
Jl—too( M ) M0 (”1 M)

si M — oo [4].
Ensuite, de linégalité (5), M >4, n—1,si M — co, on a

1 (n+1)y~- 1§ (n) ~
m (e Jm (nE,

Ainsi, l'assertion est prouvée.

Posons @(M)—=11;e(1 —4/M2\=172).

La fonction ®(M) a les mémes propriétés que la fonction F(M):

1°. &(M)<<1 pour tout M= 1.

2°. ®(M,) < D(My), si M;<<M,.

3° (M) — 1, st M — cc.

On prouvera la troisicme propriété. Posons @, (M)=117_g(1—4 M2i—D72).

Il est facile de vérifier que @,(M) tend uniformément vers (M), quand
] -M< . Il en est ainsi parce que le produit infini &(M) est normalement
convergent dans son domaine. En effet, on a 4/ MAi—D2-4/2(—1/2 et la série
e 4.20-07 est convergente.

Mais lim{®,(M); M — oo} =1, n—=1, 2, ... Alors, de lidentite d(M)-
(M) D, (M)]+ D(M), On obtient lim {&(M); M — oo}=1.

Ainsi nous avons obtenu que Vestimation inférieure pour mE, tend vers
1 quand M — . Les formules obtenues pour les estimations inférieures et
supérieures nous permettrons de trouver une estimation pour l'erreur, mais
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pour le moment, on ne s’y arr¢tera pas. La formule (8) montre que si M=1,
on a mE, 0. Si M<I1, l'ensemble E, n'est pas défini (c.-a-d. n’existe pas)
parce qu’on a a,/q, =-1.

3. L’ensemble complémentaire de £, =~FEla;+ g, M|. Désignons par
E, E(a; i1 g,>M) l'ensemble des points de [lintervalle (0, 1) pour lesquels
linégalité a; ,'q;>M est vérifiée pour une valeur de l'index / au moins, M= 1.
Si E indique I'ensemble de points du méme intervalle pour lesquels le rapport

ai.1/qi i=0,1, 2,..., est !'Ilimitée et dont la mesure est 0, il est évident que
ECE,[2, p. 241|. Ensuite EyDEn, si M, <M, et
9) E Em.Em.Emy..., - MsMy— ... =M, — oc.

l.es ensembles E,— Ela;./q,<M|et Ey=E(a; . /q;>M) sont des ensem-
bles complémentaires par rapport de [lintervalle (0, 1) et c’est des inégalités
0<a mE,<1, M=1, quon a 0<<mE, =1 a. Spécialement, on a mE =0 .
Comme mE, — 1 quand M — oc, on a encore mE, — 0 quand M — cc.

On peut déduire la dernicre propricté également de la relation (Y9), a
savoir

(10) 0O mE m (EM. . Em_, . E',uJ v ) lim (mEMn).

AH" 300

Par contre, c’est de mE, — 0 et de (10) qu’il suit que mE=0.

Ainsi, nous avons obtenu encore une démonstration de I'assertion que la
mesure de Iensemble de nombres dans (0, 1), pour lesquels la fraction a;;1/q;
est illimitée, est égale a 0.

4. Estimation supérieure pour mEla;,/q;, -M]. Notons par Ela;.,'q; M]
’ensemble de tous les points de I'intervalle (0, 1) pour lesquels on a a;.1/qg:=M,
i 0,1, 2,... On cherchera une estimation supérieure pour la mesure
mEla;.1/q; - M| de cet ensemble. D’aprés la méthode déja indiquée on déter-
minera d’abord les intervalles /, du rang n, n 1, 2, 3,..., dont les points
vérifient les conditions

(11) ai=Mg;,, @i 0,1,2,...,n 1

Ces intervalles /, existent, si » 1. Le systéme (11) a un nombre infini
de solutions pour tout M>0. On emploiera de nouveau linégalité

ml® <2ml, k* n=1,2,3,..

Alors
(12) mo N AW <ml, S Vk2<2ml, £ 1/(Mg,-i)
k-Mgq, r=Mg,, i=0
< 2ml ‘l My, + 7 n '-’u'n} aml, Mq,, n=1,2, 3...

nl M:,"
Mais c’est des inégalités (11) qu’'on déduit

(13) Gum M2 pel, 2,3
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Ainsi, de (12) et (13) on a
(14) m 3 I[,‘:)l<4ml,,'M2", n—-1,2 3,...

k> qu

pour tout intervalle /, pour lequel les inégalités (11) sont satisfaites.
Notons par E(), n-1, 2, 3,..., I'ensemble de nombres de 'intervalle

(0, 1) caractérisés par les inégalités (11). Evidemment, E}) est la réunion des

intervalles /, de rang n, pour lesquels les inégalités (11) sont satisfaites.
Comme tout intervalle /, de rang n, qui nmappartient pas a 'ensemble E{), ne

peut contenir aucun point de I'ensemble E{#+", en faisant la somme des iné-

galités (14) suivant tous les intervalles /, de rang n, comprises dans l'en-
semble E(Y on obtiendra

mEGY<4mE@/M¥",  n1.

En appliquant successivement cette inégalité, on obtient
n .
mEG=Y<mE{ 11 4/M*,
: =l

d’oi1, quand 7 — oo, on a
(15) lim (mEQ+")- mEG Tll M

Posons E, — Ela;;1/g:= M), c.-a-d. considérons I'ensemble de tous les nom-
bres dans lintervalle (0, 1) pour lesquels a;.,>Mgq, i=0,1,2,... Comme
Ep+OCE, n—1,2, 3,...,0on a Ey—EQ).EQ.EQ ...

Mais dans ce cas E, est mesurable et on a
(16) lim (mEQ) = m(EQEQES) . . .)=mEp.

n-—soco

Ainsi de (15) et (16) on obtient

(17) mEy- mEY T 4/ M.

e

Le produit infini de la partie droite de (17) est infiniment grand, si M=1
et dans le cas oit M>1, le méme produit est égal a 0. Ainsi on obtient
mE, 0, si M>1. Ce qui revient a

(18) ME[a,'+| /(], M]=0

Mais les inégalités (13) dans le cas oiu M | sont, en général, inconve-
nables. Voild pourquoi, on ne peut pas obtenir de résultat positif dans ce cas.
Au lieu d’employer les inégalités (13), on emploiera les inégalités (3) qui ne
dépendent pas des inégalités (11). Alors, de (3) et (12) on obtient

m X I,‘,‘+‘,<4ml,,/M‘2("—"7, n=1,2 3,...
k=M,
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En suivant les mémes raisonnements, on obtient
mEGHY<4mE@/ M20—D2, p -1,
Et a la fin

mEy - mEQ 11 4/ M2n=112,

n=1

Mais maintenant le produit infini dans la partie droite de la derniére iné-
galité est égal a O et cela est vrai pour tout M>0. Ainsi, on obtient de nou-
veau légalité (18), mais pour M>0.

5. L’ensemble complémentaire de £, Ela;.,'q. -M]. Soit E, -
E(a;.1/q,<<M) l'ensemble de tous les points de lintervalle (0, 1), pour les-
quels l'inégalité a,.,/q, <M, M>>0, est satisfaite pour au moins une valeur de
'index i. Les ensembles E, — Ela;.1/q;=-M] et E=El(a; ,/q:<M) sont des en-
sembles complémentaires par rapport a Ulintervalle (0, 1) et, par conséquent,
mE(a;.,'q;<M) 1. Par exemple, I'ensemble de points de l'intervalle (0, 1)
dans le développement desquels on a un nombre infini d’unités (qui a sa me-
sure €gale a 1[3, p. 45] est un sousensemble de E(a;;1/q,<<M) si petit que
soit M>0.
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