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GROSSE ABWEICHUNGEN DER WARTEZEIT BEIM GI/'GI/1
BEDIENUNGSSYSTEM MIT NICHT REKURRENTEM EINGANG

ELISAWETA 1. PANTSCHEWA

Einige frithere Ergebnisse des Autors aus der Theorie der grossen Ab-
weichungen finden ihre Anwendung bei der Abschitzung des asymptotischen
Verhaltens der Wartezeitverteilungsfunktion W, (x) fiir das Bedienungssystem
G1/GI/I mit nicht rekurrentem Eingang.

Es sei ¢, der Eintreffenzeitpunkt der n-ten Forderung im Bedienungssy-
stem (BS), n, — die notwendige Bedienungszeit, und w,—die entsprechende
Wartezeit. Wir setzen t,--¢,—*%,_,, T,>0 und nehmen an, daB die Schlangen-
disziplin sei FIFO. Einfachkeitshalber nehmen wir noch an, dap die erste For-
derung im Zeitpunkt £, =0 cintrifft, so daB8 ihre Wartezeit w,=0 ist. Dann
wird 1,=0, T9="£y f3—f, =13 u.s. w. Offensichtlich 148t die Wartezeit der n-ten
Forderung die folgende Iterationsdarstellung zu:

w. = Wy FMNpe1— T falls wn—l+nn—l>rn'
10 sonst.

(O]

Bezeichnen wir mit &, die ZufallsgréBe (z.G) §,=n,—,—7, Es sind § =0
Eg=My—Ls E3=MNg— T3 W.S. W. So nimmt (1) folgende Form an:
1) w. W,—_1+E&, falls w,_,+§,>0,

" 0 sonst.

Wir konnen weiter im (1’) w,_, durch max (0, w, ,+§&, ;) ersetzen und die-
selbe Prozedur (n—1)-mal wiederholen, und so kommen wir zu einer Darstel-
lung der Wartezeit w, durch die z. G. §,..., §,, und zwar zu:

w, = max (01 gn' E.n+§n—~l' LR §n+ e +§1)-
Daraus folgt sofort:
Wn(x)—-_P(u'n<x):P(§n<x- §n+§n—l<x" L §n+ s +E.ol<x)'

Die zufallige Folge (z. F.) {&,), nennen wir weiter Eingang des BS. Un-
ser Ziel ist: die Bedingungen zu finden, unter denen man das asymptotische
Verhalten der Wartezeit w, durch dieses des Eingangs &, ausdriicken kann,
Fiir den Fall des rekurrenten Eingangs, d. h. §,, n=1, 2,..., sind w.i. v.z. G,
ist dieses Problem in [1] gelost.

Zuerst wollen wir an einigen Definitionen und Ergebnisse aus [3] beziig-
lich der Wahrscheinlichkeit der grossen Abweichungen der Summen von z. G.

erinnern. Eg seien: §,= .‘.‘| Ew R, (t) — die momentenerzeugende Funktion von
=

S, R,(t)=Ee"", m,=ES,, p,(x)—die Chernoffsche Funktion von S, p,(x)
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246 E. I. PANTSCHEWA

—inf e—** R, (¢), Supp S, — die kleinste abgeschlossene Menge C¢R; mit P(S, € C)
t

—1. Wir nennen die z. F. {§,} H-reguldr, falls sie die Hypothesen H,—Hj er-
fullt :

Hy: R,()< =, ¥, vt=0,

Ha: VR, () ——— r(£), vt=0,
Hj: int (lim inf (Supp S,/n))=@.

Aus H, folgt, daB die folgende Grenze existiert:
TS | ‘
m:_—h’rlnTES,,=(log r(t),_o»

und aus Hj folgt: r(¢£)>0, v £=0.
Satz 1. Die z. F. {&,} sei H-reguldr. Dann gilt fir jedes x=m

(2) lim JP(S,,énx)' =inf {e=**. r(£):¢t=0}.

Die rechte Seite von (2) definiert die s. g. erweiterte Chernoffsche Funk-
tion p(x), der Analyse [4] gewidmet ist.

Wir kehren zum BS G//Gl/I zuriick. Fiir den Eingang des BS werden wir
die folgenden Bedingungen voraussetzen:
B,: Die z. G. £, seien unabhingig, nicht identisch verteilt.
B,: Die z. F. {§,}, sei H-reguldr.
B;: Konstanten 8>0, a<0, und n, existieren, so dal fur jedes n>n, die
Ungleichungen gelten

+ ... 11
p(iliT_ﬁL>8)> s EE + ... +8)=a

Definition. Zensierte Chernoffsche Funktion nennen wir die Funktion
p*(x)==inf {e~**.r(f):t =t}
wobei t,>0 aus der Gleichung r(t)=1, t+0, bestimmt wird.

So eine £, existiert unter den gemachten Vorausstzungen immer, was im
Lemma 1 gezeigt wird. Offensichtlich -

g {2t > togrOh,
e, fur O—=x-(logr(f),.,,

Satz 2. Unter den Bedingungen B, — B, gilt es fir x ~0:
3) lim {1 — W, (nx) - p* (x).

Fir den Beweis benstigen wir einige Hilfsergebnisse, die mit Lemmas 1 und
2 gegeben werden.

Lemma 1. Es selen By und By erfullt. Dann existieren eindeutig be-
stimmte reelle Zahlen to,>0, t,>0, so daf



GROSSE ABWEICHUNGEN DER WARTEZEIT BEIM GI(GI)I BEDIENUNGSSYSTEM 247
R, (fon)=1. r(t)=1 und lim to, 1,
n

Beweis. Aus B folgt, daB nd¢int Supp S,, d. h. p,(n3)>0.
Folglich ist

R,(f)=sup {p,(x)e™*: xeconv Supp S,}=p,(nd) (e®).

Deshalb gelten:

(3) ’Iim R,()=x
und
(4) 'lim r(f)=oo

Von den Funktionen log R,(f) und log r(f) wissen wir noch, daB sie:
a) convexe Funktionen sind,

b) log R,(0)=0=1log r(0),
) (log R, (#)),_,=ES,<0, (logr(#)),_ =a<0.

Es ist leicht zu sehen (vergleiche mit Abb. 1),

daB log R, und logr fallende Funktionen in einer e-Umgebung der Null, U, (0),
sind. Daraus und aus (3) und (4) konnen wir schlieBen, daB eindeutig be-
stimmte positive Zahlen #, und £, existieren, so da8

d) log R, (ton)=logr(t)=0,

e) (10g Ry (8))—y, , >0, (log r(2)),_,, >0

gelten, d, h. log R, wichst in U (f,n) und log r —in U, (%)
Es bleibt noch zu zeigen, da8 4, — t,. Bezeichnen wir

My (for) == - (108 Ry ()0 >0,

m (¢y) = (log 7 (¥)),,, >0-
Wir wollen zuerst den Fall betrachten:

i) b,> o
Aus der Subgradientenungleichung fiir convexe Funktionen, fur 1/nlogR,
haben wir
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(5) L 10g R, (to)= 1 108 Ry (to.m)+ M (fo.n) (to—tons) =My (t0.0) (fo—t0.2)>0.

Aus H, folgt: mn(to)—n—.m (£,)>0 (Th. 25.7 aus 5), d. h. fiir geniigend gros-

ses n ist auch m, (£,)>0. Es ist moglich solche Konstanten a und n, (a) zu
finden, daB #,—a<ty, und sogleich £,—a in dem Interval liegt, wo log R, (f)
(fir n>n,(a)) und logr (¢) wachsende Funktionen sind. Dann bekommt man
aus der Eigenschaft ,convex*: m,(t,—a)<m,(to,). Aberm, (tp—a) —m (tp—a)

>0 und fiir geniigend grofles n:
0< —;— m(tp—a)y<m,(t,—a).

Wir wollen dies in (5) einsetzen. Nach Grenziibergang in n bekommen wir
0=—1 m(ty—a) lim (t,—to.n),

was moglich ist nur wenn f{y=1lim fon.
n

ll) to<t0.n
In diesem Fall werden wir die Ungleichung benutzen:
(6) L og R, (fon) = - 10g Ry (£0) + My (£) (fon—to).

Aus H, und hieraus bekommt man nach Grenziibergang in n
0=m(t,) lim (fon—£o), d. h. lim fon=¢,.
n n

Somit ist Lemma 1 bewiesen.

Fiir die Verteilungsfunktion (V. F,) W,(x) benotigen wir noch eine Art
Bernsteinsche Ungleichung:

Lemma 2. Unter den Bedingungen B,—B; gilt es fiir x=0 und t=t,:

(7) =W, (x)=R,(t)e "
Beweis. Die V. F. von &, sei V,(x). Aus B, und aus der Darstellung (1)

148t sich schlieBen (wie z. B. in [2]), daB fur W,(x) die Lindleysche Integral-
gleichung gilt:

W,,(X) P(wn—l+§n<x)_‘! Wn-—n(X—)’)an(-\')-
Wir wollen (7) induktiv beweisen:

n—1: 1—P(w,<x)-0, und gleichzeitig e—**. Ee“>0, da w, &, =0 ist, d. h.

(7) gilt.
n-2:yx=0 W,(x) -1, deshalb

1= W, (0= 1= [ Wy (x—0)dVy(9)= 1=V, ().
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Auf Grund der Markoffsche Ungleichung bekommt man 1—V,(x)<e**Ee’s,
d. h. (7) gilt wieder. Nehmen wir jetzt an, da8 (7) fiir ein fixiertes n gilt. Wir
zeigen, dap dasselbe auch fiir n+ 1 erfiillt wird:

1= Wi (0) = 1= [ W, (x—3)dVpir ()
= [ =W, (x—= ) dV1 (D) + (1= Vo ()
= TRU®) e AV, () + (1= Vi ()

= Ro () e+ (1= Vi, () —RA(B] e~ 1AV 11 (5)

an-F](t) e“”+(l—vn+1 (x))(l_Rn(t))an-&l (t)e~!x
da1—V,,,(x)=0, und 1—-R,(¢)<0 firr £=4y,,. Damit ist Lemma 2 bewiesen
Jetzt sind wir in der Lage, Satz 2 zu beweisen.
Beweis des Satzes 2. Aus der Bernsteinsche Ungleichung (7) folgt es
n n
fir x>0, daB J1— W, (nx)<e* . R,(t),vt=ton
Deshalb haben wir weiter
n
limV1—W, (nx)<e—*.r(t), wt>t,
n

woraus offensichtlich die Abschatzung von oben gilt

(8) lim J1—W,(nx)

Jinf (e=*.r(t) :t>1t0)=p(x), fur x>m(£),
T e, fiir x<m(¢,).

Die rechte Seite der Ungleichung (8) ist genau gleich p*(x).
Andererseits haben wir die Ungleichung

1—W,(nx)=P(max &,+ ... + §,=nx)
1sSksn

=PE + ... +E,=nx)=1—-,(nx)

wo #,(x) die V.F, von S, ist. Unter Beriicksichtigung von B,, genauer —vom
Satz 1, bekommen wir

limJ1—W, (nx) =lim {1 =&, (nx) = p (x),
fiir iedes x=20, speziell auch fiir x>m (¢,). Es bleibt noch zu zeigen:

e —
lim 1 —W, (nx)=e—*, fir x<=m(t,).
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»

Mit ¢., bezeichnen wir die Losung der Differentialgleichung (log R, (¢)) =nx.
Da x=0>ES,, folgt es aus den Eigenschaften der klassischen Chernoffschen
Funktion, daB #.,>0 ist. Wegen H, existiert lim £., = £, mit £, < ¢, fir x <

m(t,). Dann gilt die Abschitzung von unten:

n n

limJT— W, (nx)=lim\e="xn R, (txn)
>:1|m (f”et r_,,(Si"--ru') dp")l "= llm (e"”"x.’l P (S’I;O))l/n
n 0 n
~lim e “xa(1/n)n=e *x =g—xt,
Somit bekommt man

9) lim \71 — W, (nx) =p*(x).

Also, aus (8) und (9) folgt schlieBlich das Grenzverhaltnis (3), w. z.b. w.

Die GroBe 1—W, (nx) driickt die Wahrscheinlichkeit der drofien Abwei-
chungen der Wartezeit W, aus, die eine innere Charakteristik des Bedie-
nungsprozesses ist. Die GroBe p*(x) =inf {e~*.r(f): ¢t =1t} mit r(f)

lim\ Eef X' (N, —7,,) ist eine asymptotische Charakteristik, bestimmt durch

die Folgen der Bedienungszeiten {n,}, und der Pausenzeiten {t;},. Deshalb drickt
Satz 2 einen objektiven Zusammenhang zwischen den Bedienungs- und Eingangs-
prozessen aus.
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