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COURBURE ET CHANGEMENTS CONFORMES DE METRIQUE
VALENTIN BOJU, LOUIS FUNAR

Dans ce travail, on continue 1'étude des transformations conformes de métrique,
commencé dans [3].

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n,n>>2 g étant le champ ten-
soriel métrique et g = rg, r¢ C=, r>0, un changement conforme du champ tensoriel
metrique qui agit quasilinéairement sur la courbure, c'est-a-dire

(1) IRy = Ko—1/2h, heC=, yotGy M),

Gy(M) étant la variété de Grassmann de sections planes de M.
On sait que pour chaque champ vectoriel X, Y¢D'(M) la connexion de Levi —
Civita se transforme ainsi:

Y = Y+ 12(XNY + (V)X — (X, Y) grad f),
olt f=logr. Il en résulte que le champ tensoriel de courbure vérifie la relation:
RX, Y)Z = R(X, Y)Z + 112 (hAX, Z)Y — hAY, Z)X + (X, Z)H,Y
=, Z)HX)+ 1/4( X ((Yf)(Zf) — <Y, 2)|| grad f )X,
ot X, Y, Z¢DY(M), hy est la forme de Hesse et /H, est le tenseur de Hesse.
Choisissons un répére orthonormé pour la facette o¢ Gy(M). Alors:
(2) 1Ko =Ko— 120X, X)— 12hs(Y,Y)— 1/4| grad f |2 + (Xf/2)* + (Y//2)®,
donc la condition (1) est équivalente a la suivante:

(3) (X, X)+ hAY,Y)+ 1/2| grad f|? = 12(Xf 2 — 1/2(Yf ) = h,
quel que soit le couple orthonormé (X, Y). Si n = 2, cette condition s'écrit:
(4) N f=h,

oit A est l'opérateur de Beltrami — Laplace sur la varict¢é M. En supposant M com-
{)act. du théoréme de Fredholm il résulte que I'équation (3) a des solutions si et seu-
ement si

‘(th=0,

dV ¢tant I'élement de volume sur I'espace (M, g).
. D’autre part, pour n -3 supposons que f n'a pas des points critiques dans un voi-
sinage V3p, p¢ M. Dans ces conditions, (3) nous donne

(5) hAX, X)) — 12(Xf)=w, v XeD'(M),
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ot w = 1/2(h —1/2|grad f||*) et le champ vectoriel unitaire
N = grad f/ || grad f |
est défini dans le voisinage V. La relation (5) implique
() ‘ygrad f = w X pour (X,N)=0
Vgrad f= (172 grad f |2 + @) NV,

donc
’ 7 I w _ ‘ﬁli g‘favdfl\) 4 1Y
(6") 76N = X Canad Vs (X, N)=0
gV = 2leadfi+w—N(|lgrad/]) p

Il grad f |

La_disftributiqn N' est involutive, et si Q[ V est une hypersurface intégrale de
la distribution N, alors est défini I'opcrateur de Weingarten L X = 7y N; L est auto-
adjoint, donc il admet (n—1) vecteurs propres X, orthogonaux, donc

Vx,N=rX. reC» i=1,...,n-1
et avec (6")
O=X,(|gradf|) = (X, grad (|grad f |)),
d’oll nous avons
(7) grad (| grad fI|) = vgrad f, veC™.

Donc f est une fonction type-verseur (abrév.: FTV) ([2]).
Suivant [1, 2] et (6, 6’), on a

» w ’ ¥ g
(8) y ,\IV = W X, (X, N)=0,
(8" 7NV =0,
(8" N(l|grad fI|) = 1/4 | grad f|[? + 1/2 k2
Donc la fonction f est FTV ombilicale ([1,2]). Réciproquement, soit f une FTV om-
def
bilicale (ayant les courbures principales associces égales ky— -+ =k, = k). Si nous

nottons

N(|grad f|l)—k| grad f | + 1/2 \|gmdf;,ﬂ"7' Ry,
alors en considérant le changement conforme E ¢/g, nous avons
(9) rKs — Ky = h + cos?(N, o) Ry,
oll

b= 2k| grad f|| — 12| grad /2.

Donc, le changement conforme g = e/g est quasilinéaire si et seulement si
(10) Ry=0.



Courbure et changements conformes de métrique 189

Théoréeme 1. Le changement conforme g = e/g est quasilinéaire (avec f sans
points critiques dans louvert V—=M) si et seulement si f est une fonction type-ver-
seur ombilicale qui verifie (8') et (8'").

Remarque. 1. On peut améliorer le résultat au-dessus en montrant que la rela-
tion (9), ou N — gradf/ | grad f implique aussi que f est une fonction type-verseur
ombilicale.

Conformément aux résultats de [1, 2, 3), il résulte:

Corollaire 1. Chaque composante connexe des hypersurfaces de niveau con-
stant de la fonction f est sphérique. Les trajectoires du champ grad f sont, locale-
ment, des géodésiques paramétrisées naturellement. Pour chaque point p¢V, pour
(es facettes o, 6,=M,, o, (1cy3¢grad,f, on a:

, w? Coar w
Ky(0)) = K,(03) = — Tgradf[z T N( Tgradf| )-

['existence des fonctions type-verseur ombilicales, sans points critiques intérieurs
sur M, M une vari¢té quelconque, est une question ouverte. Nous allons prouver que
la condition plus forte R,=0 diminue cette classe des fonctions, dans le cas quand M
est une variété compacte a bord oM, et supposant que f vérifie une condition Neu-
mann sur le bord OM:

(11) V(f) =0, oit V est la normale extérieure a dM.

Les formules (8—8’’) nous donnent
/ -2 g
Af="0— 20" | grad f 2
et, tenant compte de la formule de Green ([8]) et (11), nous avons

s -9
(11 ‘J’(";” — M2 | grad f13)aV =0,
olt dV est l'élement de volume sur M: mais les conditions (11"), m =3 et £#<=0 sont
incompatibles. Donc:

Théoréme 2. Sur une wvariété compacte a bord, il n’existent pas des fonc-
tions r — e/ sans points critiques intérieurs, vérifiant une condition type Neumann
sur le bord, et qui transforment la courbure quasilinéairement avec un facteur h=0.

Particuli¢crement, pour =0, la condition (1) est équivalente a R =R, ot R
est le tenseur de courbure [3, 10], donc

Corollaire 2. Dans les conditions au-dessus mentionnées, il n'existent pas
des changements conformes de métrique en conservant le tenseur de la courbure.

Soit maintenant (U; &) une carte locale et ¢, la fonction

o N(w
Jii MR, LER: et Ji(p) = "g:—:((',;){f—l,"lw(p)——;r

Dans la carte (U; &) choisie de sorte que N=d/dx7, il résulte de la relation (5)
que w = rw,, ou:

m
wy = cgecy + 120 [ (llgrad fLoS7Y) (8, ..., 71, p)di)of,
Cy=co( X'y, X™1), 0 = c(xt, ..., x™7),

o ac L2+ J,
r = cy L(J ( Rr.nlfwiu(u’: +—I'—)‘)v§"'(l',...,t”’”, W) dp)) o &
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C?!:L‘S(xl! sy Xm_l)y C], Cg, C3(CW(M).

La géodesique y: [0, 1] —V, de longueur L= [} ¥(¢)!l d¢, est admissible si nous
avons J;( p)>0 pour tous points p situés sur la géodésique y. Soit v une des courbes
intégrales de champ N, p = y(0), ¢ = y(1).

Théoreme 3. Si v est une géodésique admissiblé et y(t) n'est pas conjugué
a p=70)vte(0,1), alors:

(i) p, q sont conjugués le long de v;

(ii) index (p, q) = n—1.

Preuve. Soit {P}i=1,..., . une base orthonormée de champs de vecteurs paral-
leles le long de v, ainsi que: y = LX, ol X,= P,

Soit w,(f) = (sin nf) P(¢), @ =1,...,n—1. Rappelons que la fonction ,énergie®
E est égale a E,, ol

b
Efo) = | |9 pat,  0=a<b=1;

0€Q, Q est I'ensemble des chemins différentiables par morceaux qui lient les points
p et gq.

Pour y une géodésique et £,,: TQ,<TQ, — R la forme de Hesse de la fonc-
tion £, on sait ([9]) que

viX

, 1 . .
Xy oy, e — RO Xt

[:‘*i(/\’! Y) =—23 (Y(t). A, dt
t

ot A, est le saut en £ Il en résulte que

0 V."' w’ﬂ

Evl(Wo W) = 2 [ <Wo ~ga" + RW. )7t

1 1
=2 [ sin?nt (n2 — L2R(Py- Novy,Noy, P))dt =—2 [ J(v(£)) sin®ntdt<0
0 0

et

1
E** (Wm Wﬂ) =—2 .'I- Wu' -
1 1
=— 2Uf (Wi, —n2sin(rt) Py dt =—2 [ L¥sinnt R(Pp Nov, Novy, Pp)dt = 0 de [2].
0

On sait que la plus grande dimension d'un sous-espace de 7, pour lequel £,
est défini négatif, est l'index de E,,. Il en résulte que la dimension de l'espace des
champs Jacobi qui s’annulent dans p et ¢ est n—1, et les affirmations du th¢oreme
résultent immédiatement.

Remarque 2. En vertu de la remarque 1 et des relations (1), (9), il résulte que
pour (M, g). un espace a courbure quasi constante ([4]), les transformations conformes
f qui donnent sur M une métrique d’espace euclidien ([7]) modifient la métrique

E - e/gv
oil f est une fonction FTV ombilicale qui nous indique I'existence de telles fonc-

tions FTV sur une variété a courbure QC. Un tel espace QC, compact et simplement
connexe, est une spheére homologique si /7, N=-0 ([5]).
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En général, il existe des fonctions FTV ayant localement (et méme globalement)
un point critique sur une variété¢ a courbure négative ([5]).

Ces résultats complétent la théorie des fonctions FTV totalement non-ombili-
cales ([6]).
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