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Communicated by T. Gramchev

ABSTRACT. We give here examples of equations of type (1) 03y—p(t, D)y =
0, where p is a singular pseudo-differential operator with regular global so-
lutions when the Cauchy data are regular, t € R, = € R?.

1. Introduction. a) Dans cet article, nous résolvons I’équation linéaire

(1.1) Ly=0
ou L est un opérateur du type pseudo différentiel singulier
(1.2) L =05 —p(t,Va)

oun V,=(01,...,0,) = grad,,x = (x1,...,2,) € R" et D = (0y,01,...,0,) =
grad; ., t € R,z € R,

2000 Mathematics Subject Classification: 35C15, 35D05, 35D10, 35510, 35599.
Key words: Linear Cauchy problem, global solution, Sobolev spaces, Integral Kirchhof solu-
tions.
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avec

1 ; A
(1.3) pt,Va)y=—= v-p/e”"f p(t, §)9(t,€) de,
()8
et p(t,&) prolongeable en une fonction méromorphe p(t,¢) (¢ € C™).
Nous traitons completement le cas oun =5 .

b) La résolution classique du probléme de Cauchy par superposition
d’ondes planes pour

y=0
14 { ot 0) = 0, it = 0) — g

permet d’obtenir des propriétés de décroissance lorsque ¢t — +oo de Dy dans

les normes LP — L9, obtenues grace aux représentations intégrales particuliéres
dey (n>3) :

1.5 _ L ey d
(1.5) y(tvﬁf)—mw ; (t*—7r7) 2 rQ(r,v) dr,
avec
(1.6) Q(r,x) = L/ g(x +rz) dz.

Wn, S7=1(0,1)

(1.5) et (1.6) se simplifient lorsque n =3 .

a t
y(t,z) = E/o r Q(z,r) dr =tQ(t, x)

(1.7)

t
y(t,x) = —/ g(x +tz) dz.
Sm=1(0,1)

Wn,

Notre probléme (1.2) (1.3) trouve un exemple d’opérateur L en exhibant p,, (¢, V)
de telle fagon que la solution y du probléme de Cauchy associée a (1.3).

{ at%fy - pn(ta va:)y =0

(1.8)
y(t=0)=0 , y(t=0)=g

soit la fonction :

(1.9) y(t,z) = i/ g(z +tz) dz,
Sn=1(0,1)

Wn,

quelque soit n € N*, w,, étant l'aire de la sphere S™~1(0,1).
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¢) L’équation d’Euler-Poisson-Darboux ([11]) comparée a notre équation.
Nos opérateurs linéaires ne sont pas hyperboliques mais peuvent étre comparés a
lopérateur de I'opérateur d’Euler-Poisson-Darboux suivante :

PI(x,t) n—-10
: —I(x,t) = N I(x,t

ot2 t ot (@,4) oL(@:1)

Elle a pour propriété d’avoir pour solution la moyenne sphérique de toute fonc-

tion f:R™ — R de classe C? sur R" définie par I’expression

(1.10) I(a,t) = i/ fla+t€) de

Wn JSn=1(0,1)
pour tout ¢ > 0, ou méme de toute fonction f: D C R®™ — R, D étant un ouvert
connexe de R"™ pour tout z de D ayant une distance a la frontiere de D supérieure
strictement a ¢.
Signalons que J. Leray et S. Delache ([9]) ont étudié la solution fondamentale de
cette équation et d’une équation généralisée mettant en évidence des propriétés
de lacune de la théorie de Garding. (cf aussi [12]) .
Dans ce travail au lieu de I(z,t), nous considérons

t
(1.11) I'(x,t) = tl(z,t) = —/ fx+t) d¢
Wn, Sn—l(o’l)
et nous cherchons une équation de la forme :
82 ! ! !

dont la solution est I’ satisfaisant les donneés de Cauchy
0

I'(z,0) =0, a[’(fv,O) = f(x).
Pour calculer N précisément, nous nous limitons au cas n = 5 et nous utilisons
des fonctions o(t, &) attachés a des opérateurs singuliers et méromorphes en & .
Nous utilisons des valeurs principales d’intégrales pour exprimer ensuite 1’opéra-
teur N sous forme Nu = T'(Qu) ou T est un opérateur linéaire “convolution avec
une fonction x” et Q un opérateur pseudo-différentiel .
Signalons que nos opérateurs satisfont a la propriété de Huygens considéré par
P.Giinther ([10]) dans sa classification.

2. Enoncés des résultats.

Théorém 2.1. Les opérateurs p(t, D,) tels que le probléme de Cauchy :

Ly =03y —p(t,Dy) y=0
@1) { y(ytZO)y=0,p yi(t =y0) =9
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admette une solution de la forme :

(2.2) Yy = win /Cg(a: +tz) dz

ou C est une hypersurface réguliére compacte fermée de R™ paramétrable en co-
ordonnées polaires sur R™, sont déterminés par l’expression intégrale avec valeur
principale :

p(t, D)y

|3

= GoE |, 0 0.6 de

( modulo un espace vectoriel d’opérateurs de convolution q du type qy = y*,h , h
étant une fonction analytique transformée de Fourier inverse d’une distribution

a support compact )
ot

Jo e (2i(2.6) — t(2.£)*) d

p(t,€) = tfc eit(z:€) dz

a un prolongement méromorphe p(t,() sur (C’g et Ug est l'ouvert complémen-

taire dans R? de
F= {g € R”;/ 28 gy = 0}.
C

Proposition 2.1. Lorsque C = S"1, p(t, &) peut s’écrire :

fog cos[t|¢] sin 0] cos™ 01 db

x 135
Jo? cos[t|¢] sin 6] cos™—2 6,dby

p(tvé-) = _|§|2 +

2 fog sin[t|¢| sin 6] sin 01 cos™ 2 1 db;
t fog cos[t|¢]sin 01] cos™26,db;

€]

De plus
. 3 .0
limp(t,€) =~ [¢]
: _ 2
Jim p(t,€) = — [¢]
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Proposition 2.2. Lorsque C = S™ ' | on a :

e pourn=1(C=(-11)). pe.€) =~ ¢ +2 LTI
o pourn =3 p(t.6) = - | £ .
_ a8, lEl  tlelsmie
e pourn =5 plt.&) ==& 4542 o s e st €]

Remarque 1. La solution générale pour n =5 est :
—22% (22| cos 2|z — sin 2&||z
.0+ Y { (|l f” I )
kel finic N (2m)2 ||z|3

ou p(t,§) est donné par la proposition 2.2 et le théoréeme 2.1, ¢ étant des
constantes arbitraires.

Remarque 2. 1) On peut calculer les valeurs de p(t,&) pour tout n im-
pair par récurrence sur n a l’aide des fonctions élémentaires , comme cela a été
donné par la proposition 2.2 pour n =1, 3, 5.

2) Lorsque n est pair, on ne peut pas calculer p(t, ) a l’aide des fonctions
élémentaires .

3) Cependant par la méthode de descente, pour les mémes valeurs de
p(t,§), que celles calculables a partir de la proposition 2.1 par les fonctions
élémentaires dans le cas impair n = 2m + 1 on obtient, lorsque n = 2m, la
résolution du probleme de Cauchy :

{ Ly=08%y—pt,Dy) y=0
y(t=0)=0, y(t=0)=g, geSR")

avec p(t, D, )y exprimée par des valeurs principales d’intégrales, sous la forme

(2.3) y— t g(z +tz)
Wn, JBn—1={zeRn,|2|<1} v/1 — |Z‘2
4) En particulier lorsque n = 5, on précisera par la suite l'expression
de p(t, Dy )u sous la forme p(t, D,)u = T(Qu) ou @ est pseudo-différentiel en
x d’ordre 8 et T est un opérateur linéaire de convolution par une fonction y €
Ns>5L°(R?) de S(R®) dans S(R®) grace a un calcul de résidus dans le domaine

complexe.

Proposition 2.3. Lorsque n = 5, lopérateur L défini pour tout t > 0
et u € C*RT,S(R%)) (A étant Uopérateur pseudo-différentiel de symbole |€|)
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par l’expression :

6
Lu = Ou—Nu=UOu—(—5u— Mu)

t2
6 A 5 eS| sin tE] .
= Ou— —u—2-(2m) 20, d
=l t( ) QUP/Rg) t|€| cos t|€| — sin t\£|u(£) ¢
6 A St sin t
= Ou— s u-— 2—(27r)_% lim ¢77L[E] sin ‘5’ u(§)dg
t t =0.J0 U n e Ay | EIE] cOSTIE] — sint[¢]

ot {Ap}ren+ est Uensemble dénombrable des zéros positifs de Acos A — sin A
existe, peut s’écrire sous la forme :

6 oo
Lu= 0Ou-— <—2u + (27?)_5/ dw % / {log |tpcostp — sintp|}
¢ SH(0.1) 0

il

(ot intervient une intégrale absolument convergente au voisinage des zéros pj =

eila=vlosiniy (D (i, y) dy} dp:)

5
Y

A
Tk de tpcostp —sintp, k=1,---, 400 en p et au voisinage de l'infini en p )

avec w = (cos 01 cos Oy cos O3 cos Oy, cos 01 cos O, cos O3 sin 04, cos 0 cos O3 sin O3,
3

cos B sinfy,sin ), (01,02,03) € , 04 € [0,27] et p = p(p) est un po-

-7

272
lynome réel fixé, quelconque de degré 8 en p ayant ses zéros dans Cc[0, +oo[, et
vérifie :

L<L/ g(x+tz)dz>:0 (n=>5) pour tout g€ S(R®).
S4

W,

Ainsi L est donc indépendant du polyndéme p ayant les propriétés
énoncées précédement .
En particulier en prenant

plp) = p* (L+p%) (4+p%) 9+ p°).
On obtient la proposition suivante.

Proposition 2.4. N est un opérateur linéaire, continu sur
C2%([0, +00[, S(R3)) dans C?([0, +oc[, S(R®)) qui peut s’écrire :

N=T[-A, (1-A,) A-A,) (9 A,) u]
ou T est l'opérateur linéaire continu :
T : S(R) — NyssW™3(R%) € BX(RY)
PR X*P
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avec
NCE S 7 [L_mnxupp _2<cos|x||pp—1>]
t = plpp) 2 Ll 2112 pp [Ed N2>
s 6 2 —tsinht 1 2 2
_om (62 —tsinht N[ 12 Ly 2
2 <t2 *3 tcosht—sinht> [Hm] TRES . T TRpe ﬁ
2 6 4 —2tsmh2t 1 1 72”‘%“ 1 72“"””
242 - 1
T <t2 7 cosn 2t —sinth) [2|$|| MY PR T )
3 6 6 —3tSIHh3t 1 2 _3HZ,|| 2 —3||:CH
AL 1
10 <t2 T ¥ 3tcosh 3t — sinh3t> [3”:6” ToeEt T Eep )

et s’étend en un opérateur linéaire, continu sur W3 & valeurs dans (-5 L" (R®).

Remarque 3. Si on choisit p(p) de degré inférieur a 8, on obtient une
autre fonction y représentée par une série non convergente.

Nous obtenons le théoréme suivant :

1 1 2
Théoréem 2.2. Soit1 < p < 2,q avec —+- =1, q € [2,+0], 6 (1 — —) <
P q q

2
N, <6 (1 — =) +1, N=N,+s, s € N. Pour tout g € WN=Notsp (R3), 4]
existe une solution unique du systéme
(2.4) { Ly =0,

Y/ji=0 = 0, Yt/t=0 = 9,

avec y € CORY, WHa(RE)) N CL (R, W~ 19(RE)) N C2(RY, W*29(R3)).
ot Ly = Oy — N(t,D,)y, N(t,D,) est un opérateur défini par les propositions
2.3 et 2.4, en particulier

2 : int
N(t,Dy)u = %u+ —(27r>3w/ R u(t,§) de.
t t RS cos €] — sin¢¢]|
7

Ces théoremes et propositions se démontrent a ’aide de propositions et
lemmes intermédiaires énoncés et démontrés dans les paragraphes suivants.

Nous explicitons les opérateurs p(t, D,) dans le cas n impair plus parti-
culierement pour n = 5.

Dans un travail ultérieur nous considérons le cas pair n = 2.
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3. Les opérateurs singuliers p(t, D,) utilisés. Ce sont les opéra-
teurs décrits au théoreme 2.1 et de la proposition 2.1 et de 2.2 obtenue en utilisant
la remarque suivante :

C est une hypersurface réguliere compacte de R™ paramétrable en coor-
données polaires sur R" par :

x1 =7rcosf; cosbly ---cosb,,_o cosl,_1
To = rcosty cosby ---cosb,,_o sinb,_1

1
(3.1) Tp—1 = 7 COs 01 sin Oy
T, = rsinf;

Avecr = p(@l,“' 79n—1) >0 ,01, - ,0,9€ [—%,%], On_1 € [0,27T]

ou
T Tip—2 +
==, = x [0,27] - R
pi =2, 21" x [0, 2n]
est une fonction & valeurs strictement positives, périodique de période 7 par
rapport a 61, --- ,60,_9 et périodique de période 27 par rapport a 0,,_1, avec w,, =
aire de C.

dey - dx, = "1

cos™ 20 cos" 30y -+ cosOy_odr diy - db, 1.

4. Existence de l'opérateurL = 82 — p(t, D,,) lorsque n = 5,
sur l’espace C*(R*, S(R?)).

Preuve de la proposition 2.3. La preuve repose sur les deux im-
portants lemmes suivants :

Lemme 4.1. Pour tout u € C?(RT,S(R®)) lintégrale :
2p3
14+ p%)(4+p%)(9+p?)

/ le=vllosind (LAY (1 — A)(4— A)(O — A) ult,y)dy|dp
Rj

est absolument convergente au voisinage des zéro py, de la fonction tpcostp—sintp
enp(k=0,---,00) et au voisinage de l'infini en p.

+oo d
Ktz :/ log |tpcostp — sintp|}—
(t, ) ; {log [tpcostp pl}dp 7

Lemme 4.2. On a [’égalité suivante :
3

2p
K =lim [log(tpcostp — sintp)] x — {
=0 B0, 4o U2 B0k §) dp [£(1 + p?)(4 4 p?)(9 + p?))

k=1

/n ellz=yllosindi (_ AY(1 — A)(4 — A)(9 — A)u(t,y) dy ] dp
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—2pp* —t2psintp

= lim :
—=0JCy o U= B(pp,t) 271+ p?)(4+ p?)(9+ p?) (tpcostp —sintp)

[ / et (L A)(1— M)~ A)9 — A) ult,y) dy | dp

X

De plus

6
Mu = (27)7 K(t,z,w)dw, Lu=0Ou— ol Mu.
S

L(wi5/54g(x+tz) dz) ~0

Plus généralement :

vérifie

Lemme 4.3. Pour toute polynome réel p (p) ayant zéros sur|—oo0,0 |U
{iR} de degré 8, l'intégrale

400
Ky(t,z) = /0 {log |tpcostp — sintp| }x

d 25 ) :
[ f / ellevllosmb p(1Dy ) u(t,y) dy | dp
R

dp [t*p(p) Jro
est absolument convergente au voisinage des zéro py, de la fonction tpcostp—sintp
enp(k=0,---,00) et au voisinage de l'infini en p .

Lemma 4.4. On a l’égalité suivante :

K,(t,z) = lim [log(tpcostp —sintp) | x
=0 C[o,-&-oo[U;l_zB(ﬂkf)
d [ 2p° / illz—yl|psin 0
— V=Y (| D Nu(t,y) dy | dp
o L (1D, ut.v)
—2pp* —t2psintp

= lim :
=0 /By oo U2 B(pr, 1) 1?P(p) (tpcostp — sintp)

{ [ et i) ey dy] dp

De plus

6
Mu = (2m)7° K(t,z,w)dw, Lu=Ou— ol Mu.
S

L<wi5/s4g(a:+tz) dz) ~0

vérifie
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5. Inégalités du type Strichartz et extension de L. On a pour
tout t >0

6
LuzDu—(t—Qu—Mu> =Uu— Nu

avec (d’aprés le lemme 4.4)

6 oo [ 2p5t tpsint
Nu=— u+ (27 )5/ dw/ [ P pEED
t 54 (0,1) 0

t2 p(p) tpcostp —sintp

< [ oo y(Dy)) uit,y dy} dp
Yy

= (2m)°° /R Hle=vlosings (D) u(t, ) dy

5
Y

g 3 % % 9 27
X / cos” 01dby / / cos” By cos B3 dfy dbs / dfy
0 3 3 0
21
+ / cos® 01 dby / / cos? 0y cos O3 dfy dbs / d94>
™ us 0
2

s
2 2

oo i||lx—yl|psin 61 E @ t p sintp 1 1y
g ‘ t2 + 2t : pap|i.
0 p costp —sintp ) p(p)

Or
L z o L 9 1
/2 /2 cos2 0y cos O3 dbs deg/ o, = /2 05205 +1 10 _on2.
_T _T 0 us 2
2 2 2
Donc
(5.1)

1 s 0
Nu=1os [ p(DyDu(t,y)dyx[/Qcos?’eldel+/ cos391d01}
RS 0 3

1673 _
2

% /+oo ei||mfprsin91 E + @ t p sintp p4 dp
0 2 2 tpcostp—sintp) p(p) )

Iz/meinwypsinel Pt [6 . 20t tpsinip dp
0 plp) [ 2 2 tp costp—sintp ’

Notons
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et effectuons un calcul de résidus sur I en supposant que p(p) = p? (1 + p?)
4+ )9+ p?).

2" 12 tpcostp —sintp

Si p tend vers 0, alors ——

p(p)

4 .
6 2pt t t
d { P PP ] tend vers 0;

si p tend vers + oo, alors —

p(p)

donc I est semi convergente (cf H. Cartan Théorie élémentaire des fonctions ana-
lytiques d’une ou plusieures variables complexes).

2" 2 tp costp—sintp

4 .
6 2pt t t
P [ d il ] tend vers O;

Selon que 0 < 61 < g ou —g < 0y <0 on notera : I = I ou Is.

Appelons \i les solutions réelles de I’équation A cos A — sin A = 0.

D’aprés le lemme de "appendice 1, les seules solutions complexes de cette
équation sont réelles et forme une suite croissante (Ag)kez avec A_p = —Ag,

Ap € —g + km, g + k"/’l’[ (Vk € Z),\, — km tend vers g lorsque k tend vers

4+00. On a : Ay = tp, en notant pi la solution correspondante de I’équation
tp costp —sintp = 0 d’inconnue p, d’apres le graphe :

tgA

|
[N
AV

[ME]
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Les résultats des calculs de résidus sont donnés par les deux lemmes sui-
vants :

Lemme 5.1. Pour0<91<iet t>0, ona

[\)

5 l/+oo€ le—ull, gin g, (Lt [@ 2ip psinh p ] du
0

t p(i%) [t 12 pcoshp —sinhp
. +oo
o 6iH:L’—yH pp sin 01 Pp 2 tpp
1 p(pp) t2

_ T o lelising [t (6 2 —tsinht
t 48 \t2 't tcosht —sinht
: t 6 4 —2t sinh 2¢
—2||z—yl|sin6y | _ ¥ [ 2 =
te [ 15 <t2 7 2tcosh2i sinh2t> ]

; 3t (6 6 —3t sinh 3t
—3||lz—yl|sin0y | 2 [ Y e
e [80 (t2+t 3tcosh3t—sinh3t” }

Lemme 5.2. Pour —g <61 <0et t>0,0na

[ 1 1O o o=yl , sin 6, (4) 60 2ip psinh g4 J
277 ° 5y |22~ 2 pcoshp—sinhp| V'
0 p(i%) prcosh p — sinh p

. +oo 4
+ m 6z'H:E7y|| pp sin 01 Pp 2 tpp
t

1 ppp) 12
us ; t 6 2 —tsinht
2l ellz=ylisingy | “ i i A
* t {e [ 48 <t2 T3 tcosht—smht> }
; t 6 4 —2t sinh 2t
2[jz—yl[sinb1 | = z
e {15 <t2 T3 2tcosh2t—s1nh2t> ]

‘ 3t (6 6  —3tsinh3t
3lz—y|sinb: | _ °2° [ P e
e [ 80 (t2 T3 3tc0sh3t—sinh3t) } }

Nous utiliserons dans la suite les lemmes 5.1 et 5.2 pour calculer

0
/2 I, cos® 0 dby et / I, cos® 0y db;.
0 -

2
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En effet en remplagant 6; par 6, = — 6] lorsque _r < ¢; < 0 ainsi

T
5} et en notant 0] par 61 on a :

01 € {O,
2 3 0 3
/ I cos® 01 d91+/ I5 cos® 01 dby
0 e

2

Il
i
|
o)
]
w0
w
=P
S—
+
®4

l2=ull gy P [6 2tp tp sintp ]dp

x (14 p)5 |2 " 2 (tpcostp — sintp)
“+00 4 T e <
o t||z—yl|pp sin 61
R e <2Re/2 cos3 d91>
t e plop) 0 U

T 6 2 —tsinht 3 .
(4 —llz=yllsinb1 .3 9. 19
24 <t2 ttcosht—sinht> /0 ¢ LEv

L 2 [ 6 n 4 —2t sinh 2¢
15 \t2 = t 2tcosh 2t — sinh 2t

_3m (6 N 6 —3tsinh 3t
40 \t2 = t 3tcosh3t — sinh 3t
On calcule donc, en annexe :

s
2 .
/ 672\\:p7y|| sin 01 C083 91 d91
0

™
2 .
/ 673\\:p7y||sm91 cosd 0, do; .
0

P :/ eille=vllopsinbs g 361 db,
0

2 B
Q1 = / e~ lle—vllsind1 o3 9. qg,
0

us

2 .
Qs = / e~2la—vllsingr 039 qp
0
s

2 .
Qs :/ 673\\:p7y||sm91 cosd 0, db .
0

i 2¢illz=yllop etlle=yller _ 1
Tl vl e vPR el
O R T g D
R RS e AR
R C RS e R
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D’apres la formule (5.1) nous obtenons une expression de Nu donnée par la
proposition 2.4 enoncée dans le paragraphe 2.

6. Inégalités LP — L7 pour le systéme (6.1).

Ly =0-Ny=0
61 {
Yji=0 = 0, Yt/t=0 = 4
6.1. Inégalité L2 — £? pour (6.1). On a
t
y(t,z) = — /g(x +1z) dz.
n JS
Donc

[Yllc2 < tllglle2-
Et par transformation de Fourier on obtient :

1Dyllc2 = [[Vyllez + 10ryllc2 < e [lglle2 ], V= 0.

On conjecture que ¢ = 1.

6.2. Inégalité L' — £ pour (6.1). On s'intéresse a
{ = (0—- N)y=0dans R} (n=5)
Y=o =0  yp—0 =g dans R" (n=15)

y=— gz +tz)dz =Q(t) g

Wn, g4
1. On a

400
—/ (x+1t2) dz—/ / —gx—}—sz)dsdz
S S4

= /34 /t+oo (Vg)(x + sz).z ds dz

too g4
= / / —(Vg)(z + s2)(sz) ds dz
54 Jt S
( On pose Z = sz)

_ /|Z 2|75 (Vg) (@ + Z).2 dZ

(car s =1|Z| et s* dz = dZ sur 5%0,s))
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Cela implique

‘/ oz +t2) dz §t4/ (Vo)(a + Z) dZ
S4 | Z|>t
<t~ gl -

2. De fagon analogue on a :

- (Vo)e +t2) 2 dz = t ‘(Vg)(ﬂf +52) zds dz
/54 / /Jroo d
/84 /+OO VVg x + sz)(z Z) ds dz

+o0 848
/54 / 55 (VVg)(x + sz)(sz,s2) ds dz
(et en posant Z = sz)
1
_ t/ (V) + 2)(Z, Z) dZ
|Z|>t |Z|
on déduit que

| t / (Vo)(x +t2).zdz | <t73 / | VVyg(x+ 2) | dZ
S4 |Z|>t

[ (Vo) + )2z ] <072 gl

De méme on a
+oo
—t/ (Vg)(z +tz)d :/ / Vg (x4 sz) ds dz
S4 S4

e /m

(Vv
/54 /+OO _i:(VVg)(CC +52)(sz) ds dz

( et on pose Z = sz)

1
_ t/Z>t 7 (VVo)la + 2)(2) dz

(x + sz).z ds dz

ce qui donne

<t? /|Z t | VVg(z+ Z) | dZ
>

<t |gll2a -
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Rappelons que,
wy Yt x) = [ou gl +t2)dz+t [q Vg(x+t2) 2z dz

wy, Vy(t,x) =t [q Vg +1tz)dz

Par conséquent nous obtenons pour ¢>1 :

g

Yt gles < =2 gl
7 gll2,1 = ot gll2,1

IN

D0l < s | 5

wpt3
1
wyt3

I1DAt)gl o0

IN

3. Maintenant soit 0 < ¢ < 1.
On a

+oo d
—/ (x +tz) dz-/ / g(z + sz) ds dz
S4 S4
+0c0 d2
_/84/t (s—t)@g(x—ksz)dsdz

+o00 (S—t)2 d3
= — dz d
/54/t 5 73 g(x + sz) dz ds

+oo _
/ / (x + s2)(z, 2, 2)dzds
54 ijklm
_ Lzzzz(aaa )a + Z2)dZ
|Z|>t ijklm

+o00 (S—t)3 d4
= — dz d
/54/75 6 74 g(z + sz) dz ds

= /|Z (2] -1 > 2i2;2),2,(0:0;0,0,9)(x + Z)dZ
>t

8
6|Z| ijklm
+o0o S—t4 d5
:/54/t ( 24) ﬁg(x+sz)dzds
_ U= S~ 2 202 (050,00000 Z)dZ
= Jn 202D Z 121 Zm ( 1010mg)(x + Z)
>

ijklm
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D’ou

<3 / (0:0;0k010mg) (x + )| dZ

ijklm

’—/ g(z +tz) dz
54

—/ gz +1tz) dz
54

De fagon analogue, on a les mémes résultats pour les autres termes discutés dans
lecast > 1.
Ainsi nous avons obtenu pour 0<¢<1 :
1DQ(t)gllc0 < ¢ llgll61 -
Donc on a prouvé que pour tout ¢ >0 :
IDQ)glle(t) < e (1+8)77 ||g|

Par interpolation on obtient le théoréme suivant.

< Gs:-

6,1 -

1 2
Théoréme 6.1. Soit 2 < g < 400, —+ - =1, VN, > 6 (1 — —> alors
p q

| =

Je=c(q) Vge WNeP vVt >0 :
—_3(1=2
IDQt)glly < e (1 +6)7*D |glln,

2
N, =6 (1 — —> est possible lorsque q € {2, +00}.
q

7. Existence d’une solution de I’équation linéaire (n=>5)
Ly =0, Y/t=0 = 0, yé/t=0 =g

Preuve du théoréme 2.2. Soit g € WNP(R2) (N = N, +s,s € N).
Considérons (xy,)n les fonctions régularisantes de Friedrichs ; x,,*g —n—oo g dans
WNP(R3) et xp * g = gn € S(RP).
Alors la solution de

{ Ly, =0
Ynjt=0 = 0, Yn\¢/t=0 = Gn

est

t
Yp = — gn(x +t2) dz.
Ws Js(0,1)
En utilisant le théoreme 6.1, on montre que la suite (y,), est de Cauchy et
converge vers la solution cherchée.
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8. Remarques. On a Ly = (O — N)y = 02y — p(t, Dy)

a)
B Jo e (2i(2.6) — t(2.£)%)dz
p(t,§) = tfc citz€
puisque,
O ckik Jkek ;
gzt 2§ LLEE tlj C it 12t222252 +oo
k=0 '
alors
e 8(2i(2.8) — t(2.6)%) = 2iz.6 + (2%t — t)(2.6)2 + - -
D’ou
- -3 [o(2.8)%dz B B
p(t, &) =0 = W si /C(z.f)dz =0& /Czdz =0V¢
_ %5’2 si 0 = S$"1(0,1)
b)

p(t7§) —t—o00 _‘€‘2 si = Snil(oa 1)

¢) On conjecture que l'on peut avoir un théoreme analogue au théoreme
2.2 du paragraphe 2 lorsque n > 5 et C' = S™~1: dans ce cas p,(t,&) = Ti(t, &) +

/

2 D
Ty(t, &) avec T1(t,€) ~jglmoo —IEI2 (V £ > 0) et Ta(t,§) = - D—; avec D =

/ € dz (= t|€| cost|E| — sint|] lorsque n = 5), on a en effet
S

[s€*4(2.£)%dz 2 s e (2.€)dz

t = — - -
p(t:€) fS etz€ dz t fS etz dz
itz.£ ) 2d
Tl(t7€>:_fse (Zg) Z:
fS eitz.€
/
Ty = 20 avec D = / e Edz
t D g

d) T5(t,€) est un symbole singulier car D(t,|¢|) admet une infinité de
zéros relativement a [¢].

Cependant on peut donner un sens a 'opérateur singulier correspondant
Ts(t, D) comme on l'a fait aux paragraphes 4 et 5 dans le cas n = 5.
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Nous examinerons ces généralisations dans un travail ultérieur.
Les auteurs remercient les professeurs Pietro d’Ancona, Todor Gramchev,

Satyanad Kichenassamy et Jean Vaillant pour leurs remarques judicieuses.
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