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1. Introduction. La théorie des convergences variationnelles joue un
rôle important dans l’étude et l’approximation des problèmes variationnels [1,
7, 33, 34, 36, 37]. Cette théorie a pris un bel essor depuis l’introduction de la
notion d’épi-convergence par R. A. Wijsman en analyse non linéaire [45, 46] suite
à ses travaux en théorie de la décision statistique. L’épi-convergence de fonc-
tions permet la convergence des solutions approchées d’une suite de problèmes
d’optimisation non nécessairement convexes vers une solution du problème limite
sous-réserve de la compacité relative des solutions approchées [1]. Les conver-
gences variationnelles ont connu une large application dans diverses branches de
l’optimisation : stochastique, théorique, paramétrique, notamment en mécanique
et en homogénéisation [1, 7]. A partir de l’année 1967, ces convergences ont été in-
tensivement étudiées dans un cadre topologique et convexe [1, 4, 6, 15, 28, 33, 36,
37]. L’hypothèse de convexité a permis d’aboutir à des résultats fondamentaux
dans le cadre de la dualité notamment la bicontinuité de la transformation de
Legendre-Fenchel [1, 3, 7, 11, 12, 15]. Ensuite, la notion d’épi-convergence dont
la topologie associée est moins fine que toutes les topologies associées aux autres
convergences variationnelles existantes dans la littérature [1, 6, 15, 22, 35, 43],
a été généralisée aux fonctions à deux variables convexes-concaves d’abord sous
le nom d’épi/hypo-convergence en dimension finie puis sous le nom de Mosco
épi/hypo-convergence dans les espaces réflexifs [1, 3, 7]. L’objectif de cet ar-
ticle est de donner une nouvelle caractérisation d’une large classe de conver-
gences variationnelles dans les espaces vectoriels normés généraux. Nous in-
troduisons notamment une nouvelle convergence appelée t-épi/hypo-convergence
où t appartient à une famille de topologies. Dans le cas où les fonctions sont
définies sur un espace vectoriel normé X, cette caractérisation est donnée en ter-
mes d’approximations inf-convolutives de paramètres assez petits et associées à
des référentiels généraux. Un aspect équivalent de ces caractérisations est aussi
considéré dans le dual topologique X∗ de X. Comme conséquence de cette
étude, nous donnons une nouvelle caractérisation de la notion de t-épi/hypo-
convergence de suites de fonctions convexes-concaves en termes de Lagrangiens
augmentés généralisés d’indices assez petits et associés aux transformées par-
tielles de Legendre-Fenchel des composantes convexes des fonctions convexes-
concaves initiales. Finalement, nous caractérisons la t-épi/hypo-convergence en
termes d’approximations inf-sup-convolutives généralisées de paramètres assez
petits et associées à ces mêmes transformées partielles de Legendre-Fenchel. Les
démonstrations et les résultats de cet article sont originaux et s’insèrent dans le
cadre de l’analyse convexe et fonctionnelle, l’optmisation non linéaire, la théorie
de la dualité et la théorie du point selle et des fonctions selles.
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2. Convergences de fonctions convexes. Soit (X, ‖·‖) un espace

vectoriel normé d’origine θ et de boule unité fermée U . Son dual topologique

(X∗, ‖·‖∗) est d’origine θ∗ et de boule unité fermée U∗. Les topologies faibles

σ (X,X∗) et σ (X∗,X) sont notées respectivement w et w∗. C (X) et C (X∗)

désignent respectivement l’ensemble des parties non vides convexes ‖·‖-fermées

de X et celui des parties non vides convexes w∗-fermées de X∗. Pour A, B deux

sous-ensembles non vides ‖·‖-fermés de X et ρ > 0 on note:

A++ := {C ∈ C (X) / ∃ ε > 0 : C + εU ⊂ A}; A− := {C ∈ C (X) / C ∩A 6= ∅};

e (A,B) := sup {d (a,B) , a ∈ A} avec d (a,B) := inf {‖a− b‖ , b ∈ B}, e (∅, B) =

0 et e (A, ∅) = +∞ si A 6= ∅; Aρ := A ∩ ρU ; eρ (A,B) := e (Aρ, B); Hρ (A,B) :=

Max {eρ (A,B) , eρ (B,A)}.

Sur C (X) on considère les topologies suivantes [1, 2, 12, 37, 43]:

τ−V ayant pour sous-base tous les ensembles de la forme V − où V est

un ‖·‖-ouvert de X;

τ+S ayant pour sous-base tous les ensembles de la forme (Bc)++ où B

est une partie non vide convexe ‖·‖-fermée bornée de X;

τ−AW ayant pour base de voisinages d’un C ∈ C (X) tous les ensembles

de la forme U−
ρ,ε (C) := {D ∈ C (X) / eρ (C,D) < ε}, ρ > 0, ε > 0;

τ+AW ayant pour base de voisinages d’un C ∈ C (X) tous les ensembles

de la forme U+
ρ,ε (C) := {D ∈ C (X) / eρ (D,C) < ε}, ρ > 0, ε > 0.

Si, dans la définition de τ+S , la condition “B non vide convexe ‖·‖-fermée

bornée” est remplacée par “B non vide convexe w -compacte” on retrouve τ+M
[12], et si elle est remplacée par “B non vide convexe ‖·‖-compacte” on retrouve

τ+e [1, 12, 14]. En outre, il est facile de voir que τ−V ⊂ τ−AW , τ+e ⊂ τ+M ⊂ τ+S ⊂ τ+AW

et que ces inclusions sont strictes [1, 12, 43]. En suivant les mêmes constructions

que dans [2, 32], nous introduisons la définition suivante:

Définition 2.1. Sur C (X) on définit les topologies suivantes:

τS := τ−V ∨ τ+S ; τAW := τ−AW ∨ τ+AW ; τi1 := τ−AW ∨ τ+S ; τi2 := τ−V ∨ τ+AW .

Le sup (∨) étant pris dans l’espace des topologies définies sur C (X).

τS est la slice topologie et τAW est l’Attouch-Wets topologie étudiées intensive-

ment dans [1, 2, 6, 7, 8, 11, 12, 17, 18, 19, 27, 33, 35]; τi1 et τi2 sont deux

topologies incomparables et intermédiaires entre τS et τAW et ont été étudiées

dans [2, 32, 43]. Si on remplace τ+S par τ+M dans les définitions de τS et τi1
respectivement on retrouve la Mosco topologie τM := τ−V ∨ τ+M et la topologie
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τ−AW ∨ τ+M [1, 2, 12, 14, 16, 32]; et si on remplace τ+M par τ+e dans la définition

de τM on retrouve la ‖·‖-épi-topologie τe [1, 2, 43]. Il est aussi facile de vérifier

que τe ⊂ τM ⊂ τS ⊂ τi1 ⊂ τAW , τS ⊂ τi2 ⊂ τAW et que ces inclusions sont

strictes. En outre, τS = τM et τi1 = τ−AW ∨ τ+M si et seulement si X est un

espace de Banach réflexif [12, 32]. En dimension finie, toutes ces topologies co-

incident et se réduisent à τe [1, 6, 12, 43]. Sur C (X∗), les topologie précédentes

sont définies et notées de la même façon en prenant comme τ+S la topologie qui

a pour sous-base tous les ensembles de la forme (Bc)++ où B est une partie

non vide convexe w∗-fermée et ‖·‖∗-bornée (non vide convexe w∗-compacte) de

X∗ [12]. En particulier, la slice topologie duale notée dans la littérature par

τ∗S est notée dans ce papier par τS et ceci par souci de commodité et de sim-

plification. Notons aussi que ces topologies ne changent pas lorsqu’on munit

l’espace d’une norme équivalente et qu’elles sont définies de manière identique

dans le cas non convexe [43]. Maintenant à chaque fonction f : X −→ [−∞,+∞]

on associe son domaine effectif Dom f := {x ∈ X / f (x) < +∞}, son épigraphe

epi f := {(x, α) ∈ X×]−∞,+∞[ / f (x) ≤ α} et sa transformée de Legendre-

Fenchel f∗ définie pour tout y ∈ X∗ par f∗ (y) := sup {〈x, y〉 − f (x) , x ∈ Dom f}.

f est dite propre si f > −∞ et Dom f 6= ∅. Γ (X) et Γ (X∗) désignent respective-

ment l’ensemble des fonctions propres convexes semi-continues inférieurement

(‖·‖-sci) sur X et celui des fonctions propres convexes w∗-sci sur X∗. Pour

l’intérêt des ensembles convexes et fonctions convexes on peut consulter [25, 38,

39]. Par identification de chaque fonction avec son épigraphe, les topologies

précédentes sont définies sur Γ (X) et Γ (X∗) identifiés à C (X×]−∞, +∞[) et

C (X∗×]−∞, +∞[) respectivement. Notons ici que la slice topologie sur Γ (X)

n’est autre que la Joly topologie τJ considérée dans [9, 30] et définie comme étant

la moins fine topologie sur Γ (X) rendant sci les multifonctions f 7→ epi f et

f 7→ epi f∗, voir [15, Théorème 8.2.2]. Pour plus de précisions sur les diverses

caractérisations de la Joly topologie et les études qui lui sont associées le lecteur

pourra consulter [9, 15, 30, 31].

Dans toute la suite, f , fn, n ≥ 1 sont des fonctions de Γ (X).

Définition 2.2. On dit que (fn)n converge vers f pour une des topologies

précédentes définies sur Γ (X) si et seulement si la suite asociée des épigraphes

(epi fn)n converge vers l’épigraphe epi f pour la même topologie définie sur

C (X×]−∞,+∞[).

Plus précisément, nous rappelons les définitions caractéristiques suivantes

[1, 2, 6, 12, 24, 32, 36, 37, 43]:
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(1) (fn)n est ‖·‖-épi-convergente vers f , noté fn e
−→ f , si et seule-

ment si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(i) ∀ x ∈ X, ∀ xn
‖·‖
−→ x, f (x) ≤Lim fn (xn) ;

(ii) ∀ x ∈ X, ∃ xn
‖·‖
−→ x, fn (xn) −→ f (x) .

(fn)n est Mosco convergente vers f , noté fn M
−→ f , si et seule-

ment si elle est à la fois ‖·‖-épi-convergente et w -séquentiellement

épi-convergente vers f.

(2) (fn)n est slice convergente vers f , noté fn τS−→ f , si et seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(i) ∀ x ∈ X, ∃ xn
‖·‖
−→ x, fn (xn) −→ f (x) ;

(ii) ∀ x∗ ∈ X∗, ∃ x∗n
‖·‖

∗−→ x∗, fn∗ (x∗n) −→ f∗ (x∗).

(3) (fn)n est τi1-convergente vers f , noté fn τi1−→ f , si et seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(i) ∀ ρ > 0, eρ (f, f
n) := eρ (epi f, epi f

n) −→ 0;

(ii) ∀ x∗ ∈ X∗, ∃ x∗n
‖·‖

∗−→ x∗, fn∗ (x∗n) −→ f∗ (x∗).

(4) (fn)n est τi2-convergente vers f , noté fn τi2−→ f , si et seulement

si les deux conditions suivantes sont satisfaites:

(i) ∀ x ∈ X, ∃ xn
‖·‖
−→ x, fn (xn) −→ f (x) ;

(ii) ∀ ρ > 0, eρ (f
n, f) := eρ (epi f

n, epi f) −→ 0.

(5) (fn)n est Attouch-Wets convergente vers f , noté fn AW
−→ f ,

si et seulement si Hρ (f
n, f) := Max {eρ (f, f

n) , eρ (f
n, f)} −→ 0,

∀ ρ > 0.

(6) (fn)n converge uniformément sur les bornés de X vers f , ce qu’on

note fn UB
−→ f , si et seulement si Dom fn = Dom f pour tout n

assez grand et pour tout ρ > 0 tel que Dom f ∩ ρU 6= ∅ nous avons

sup {|fn (x)− f (x)| / x ∈ Dom f ∩ ρU} −→ 0.

(7) (fn)n converge simplement vers f , noté fn −→ f , si et seulement

si pour tout x ∈ X, fn (x) −→ f (x).
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Pour plus de détails sur les convergences précédentes et leurs diverses

caractérisations et applications, le lecteur pourra consulter [1, 2, 6, 12, 15, 19,

20, 28, 30, 32, 35, 43]. Il est aussi important de rappeler à ce niveau la propriété

fondamentale de la bicontinuité de la transformation de Legendre-Fenchel pour

ces convergences. Plus précisément nous avons:

Théorème 2.3 ([2, 11, 12, 32]). Les équivalences suivantes sont vérifiées:

(i) fn τS−→ f ⇐⇒ fn∗ τS−→ f∗;

(ii) fn τi1−→ f ⇐⇒ fn∗ τi2−→ f∗;

(iii) fn τi2−→ f ⇐⇒ fn∗ τi1−→ f∗;

(iv) fn AW
−→ f ⇐⇒ fn∗ AW

−→ f∗.

La convergence simple est en général incomparable avec les convergences

variationnelles précédentes, pourtant elle devient comparable avec certaines d’entre

elles si certaines conditions sont satisfaites [1, 10, 12, 14, 23, 42]. La conver-

gence uniforme sur les bornés est strictement plus fine que l’Attouch-Wets conver-

gence et donc strictement plus fine que toutes les autres convergences considérées

précédement dans ce papier [14, 43].

3. Approximations inf-convolutives généralisées. Dans cette

section, nous caractérisons les convergences variationnelles des suites de fonc-

tions de Γ (X), relativement aux topologies introduites dans la définition 2.1, en

termes de convergences des suites associées des approximations inf-convolutives

de paramètres assez petits associées à des référentiels quelconques positifs bornés

sur les bornés. Nous complétons ainsi notre étude effectuée dans [35]. Rappelons

tous d’abord la définition suivante:

Définition 3.1 ([29]). (1) On appelle référentiel sur X toute fonction

Φ : X −→ ]−∞,+∞] convexe paire continue et nulle en zéro et cœrcive, ie.

Φ (x) ≥ A ‖x‖ − B pour tout x ∈ X, où A > 0 est la constante de cœrcivité de

Φ et B ≥ 0. Le référentiel Φ est dit fortement cœrcif si de plus
Φ (x)

‖x‖
−→ +∞

lorsque ‖x‖ −→ +∞.

(2) On appelle approximation inf-convolutive de f de paramètre λ > 0

associée au référentiel Φ la fonction convexe fλ définie pour tout x ∈ X par

fλ (x) := f∇Φλ (x) := inf
u∈X

{f (u) + Φλ (x− u)} avec Φλ := Φ
( .

λ

)

.
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En utilisant la cœrcivité de Φ, il est facile de vérifier que fλ > −∞ pour

tout λ tel que
A

λ
> d (θ∗,Dom f∗). Si de plus Φ est finie et majorée sur les bornés

alors fλ l’est aussi, et donc fλ est finie continue en tout point. En outre, les fλ
forment quand λ ↓ 0 une famille croissante vers f . Pour plus d’informations sur

les études faites sur différents types de référentiels et méthodes de régularisations

le lecteur pourra consulter [1, 6, 7, 14, 21, 26, 29, 35, 44].

Dorénavant, Φ : X −→ [0,+∞[ et Ψ : X∗ −→ [0,+∞[ désigneront deux

référentiels positifs bornés sur les bornés et supposés de même constante de cœr-

civité A > 0.

Le théorème qui suit regroupe les résultats des théorèmes 3.5 et 3.10 de

[35] qui caractérisent la slice convergence.

Théorème 3.2 ([35]). Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) fn τS−→ f ;

(ii) ∀ λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ∗,Dom f∗), fn

λ
τS−→ fλ;

(iii) ∀ λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> Max {d (θ∗,Dom f∗) , d (θ,Dom f)},

fn
λ −→ fλ et fn∗

λ := fn∗∇Ψλ −→ f∗
λ := f∗∇Ψλ.

Si Φ∗ est de classe C1 alors ces propositions sont équivalentes à

(iv) ∃ λ′
0 > 0 tel que

A

λ′
0

> d (θ∗,Dom f∗) et fn
λ′

0

τS−→ fλ′

0
.

Si X est un espace de Banach réflexif nous déduisons un théorème ana-

logue relativement à la Mosco convergence [12].

Moyennant [12, Théorème 3.5 et Théorème 4.1], il est facile de voir qu’avec

de légères modifications au niveau de la démonstration du théorème 3.5 de [35],

nous obtenons la version duale suivante:

Théorème 3.3. Si h, hn, n ≥ 1 sont des fonctions de Γ (X∗) et si de

plus le référentiel Ψ est une fonction de Γ (X∗) alors les propriétés suivantes sont

équivalentes:

(i) hn
τS−→ h;

(ii) hnλ := hn∇Ψλ
τS−→ hλ := h∇Ψλ pour tout λ ∈]0, λ0]

avec
A

λ0
> d (θ,Dom h∗).
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En se basant sur la caractérisation de la slice convergence (théorème 3.2),

l’aspect quantitatif des pseudo-distances eρ, ρ > 0 et la bicontinuité de la trans-

formation de Legendre-Fenchel (théorème 2.3), nous caractérisons dans la suite

la τi1-convergence et puis la τi2-convergence.

Théorème 3.4. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) fn τi1−→ f ;

(ii) ∀ λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ∗,Dom f∗), fn

λ
τi1−→ fλ;

(iii) ∀λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> Max {d (θ∗,Dom f∗) , d (θ,Dom f)},

fn
λ −→ fλ, f

n∗
λ := fn∗∇Ψλ −→ f∗

λ := f∗∇Ψλ et eρ (fλ, f
n
λ ) −→ 0

pour tout ρ ≥ ρ0 > 0.

Si Φ∗ est Lipschitzienne sur les bornés alors ces propositions sont

équivalentes à

(iv) ∃ λ′
0 > 0 tel que

A

λ′
0

> d (θ∗,Dom f∗) et fn
λ′

0

τi1−→ fλ′

0
.

P r e u v e. (i)=⇒(ii): Soit λ ∈]0, λ0] fixé. Par τi1-convergence,
A

λ
>

d (θ∗,Dom fn∗) à partir d’un certain rang n0 et donc {fλ, f
n
λ , n ≥ n0} ⊂ Γ (X);

de plus nous avons fn
λ

τS−→ fλ d’après le théorème 3.2 car τS ⊂ τi1. Maintenant,

d’après (i) et le théorème 2.3 on a fn∗ τi2−→ f∗. Ainsi fn∗ + (Φλ)
∗ τi2−→ f∗ + (Φλ)

∗

en vertu de [32, Corollaire 4.8] puisque (Φλ)
∗ est finie continue en un point de

Dom f∗. En effet, par cœrcivité de Φ nous avons (Φλ)
∗ ≤ B sur

A

λ
U∗ et donc

Dom f∗ ∩ int (Dom (Φλ)
∗) 6= ∅. Par suite,

(fn
λ )

∗ := (fn∇Φλ)
∗ = fn∗ + (Φλ)

∗ τi2−→ f∗ + (Φλ)
∗ = (f∇Φλ)

∗ =: (fλ)
∗ .

Le théorème 2.3 et le fait que λ est arbitraire montrent que fn
λ

τi1−→ fλ pour tout

λ ∈]0, λ0].

(ii)=⇒(iii): Soit λ ∈]0, λ0]. Si fn
λ (zn) = −∞ pour une sous-suite alors

les fn
λ sont identiquement égales à −∞ car fn

λ est convexe majorée sur les bornés

pour tout n. Par suite fλ ≡ −∞ car fn
λ

τi1−→ fλ, ce qui est absurde. D’où, fλ,

fn
λ , n ≥ à un certain n0 sont dans Γ (X). Comme τS ⊂ τi1 alors le théorème 3.2

montre que fn
λ −→ fλ et fn∗

λ −→ f∗
λ pour tout λ ∈]0, λ0]. Le reste découle de (ii)

et de la définition de τi1.
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(iii)=⇒(i): D’après (iii) et le théorème 3.2 nous avons, fn τS−→ f , les fλ,

fn
λ , n ≥ un certain n0 sont dans Γ (X) et fn

λ
τS−→ fλ pour tout λ ∈]0, λ0]. Pour

conclure il suffit de montrer que eρ (f, f
n) −→ 0 pour tout ρ ≥ ρ0 > 0. Les

fonctions fλ0
, fn

λ0
, n ≥ n0 sont uniformément minorées par une même fonction

−α0 (‖·‖+ 1) pour un certain α0 > 0 d’après [13] car fλ0
, fn

λ0
, n ≥ n0 sont

dans Γ (X) et fn
λ0

e
−→ fλ0

puisque τe ⊂ τS. Il en est alors de même pour les

fonctions f , fn, fλ, f
n
λ pour tout λ ∈]0, λ0]. Soient x0 ∈ Dom f et ρ0 > 0 tels

que f (x0) < ρ0 et ‖x0‖ < ρ0. Du fait que fn τS−→ f , il existe une suite (xn)n telle

que fn (xn) < ρ0 et ‖xn‖ < ρ0 pour tout n assez grand. Il en résulte que

inf
‖x‖≤ρ0

fλ (x) ≤ inf
‖x‖≤ρ0

f (x) < ρ0 et inf
‖x‖≤ρ0

fn
λ (x) ≤ inf

‖x‖≤ρ0
fn (x) < ρ0

pour tout λ ∈]0, λ0] et tout n assez grand. Ainsi pour tout ρ ≥ ρ0 nous avons

ρ ≥ Max

{

inf
‖x‖≤ρ

f (x) , inf
‖x‖≤ρ

fn (x) , inf
‖x‖≤ρ

fλ (x) , inf
‖x‖≤ρ

fn
λ (x)

}

et donc d’après la démonstration de la proposition 1.2 de [6] on déduit que

eρ (f, f
n) ≤ e9ρ (f, fλ) + e9ρ (fλ, f

n
λ ) + e9ρ (f

n
λ , f

n)

pour tout λ ∈]0, λ0] et tout n assez grand. Soient maintenant ρ ≥ ρ0, ε > 0 et

choisissons λ1 ∈]0, λ0] tel que

A

λ1
> Max

{

d (θ∗,Dom f∗) , d (θ,Dom f) ,
18ρ+ 18ρα0 + 2B + 2α0

ε
+ α0

}

.

D’après (iii) nous avons e9ρ
(

fλ1
, fn

λ1

)

<
ε

2
pour tout n assez grand. Du fait

que fλ1
≤ f alors nous avons epi f ⊂ epi fλ1

et par suite e9ρ (f, fλ1
) = 0. En

outre nous avons e9ρ
(

fn
λ1
, fn

)

≤ λ1
9ρ+ 9ρα0 +B + α0

A− λ1α0
<

ε

2
pour tout n as-

sez grand. En effet: soit (xn, αn) ∈
(

epi fn
λ1

)

9ρ
; par définition de fn

λ1
pour

tout ε′ > 0 il existe un ∈ X tel que fn (un) + Φλ1
(xn − un) < αn + ε′; ainsi

d’une part
(

un, αn + ε′
)

∈ epi fn car Φλ1
> 0 et donc d ((xn, αn) , epi f

n) 6

‖xn − un‖ + ε′, et d’autre part puisque fn ≥ −α0 (‖·‖+ 1) et Φλ1
>

A

λ1
‖·‖ − B

alors −α0 ‖un‖ − α0 +
A

λ1
‖xn − un‖ − B < αn + ε′ 6 9ρ + ε′ et par suite

‖xn − un‖ < λ1
9ρ+ 9ρα0 +B + α0 + ε′

A− λ1α0
car

A

λ1
> α0; le résultat se déduit alors
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en faisant tendre ε′ vers 0 et moyennant le choix de λ1. Nous déduisons finale-

ment que eρ (f, f
n) ≤ 0 +

ε

2
+

ε

2
= ε pour tout n assez grand et donc fn τi1−→ f

puisque on a déjà fn τS−→ f . Finalement, si de plus Φ∗ est Lipschitzienne sur les

bornés alors (i) est équivalente à (iv) d’après [32, Théorème 6.11]. Ce qui achève

la preuve. ✷

Si X est un espace de Banach réflexif, nous déduisons un théorème ana-

logue relativement à la τ−AW ∨ τ+M -convergence [12, 32].

Avec certaines modifications nécessaires au niveau de la démonstration

du théorème 3.4, nous obtenons le théorème ci-dessous qui caractérise la τi2-

convergence.

Théorème 3.5. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) fn τi2−→ f ;

(ii) ∀ λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ∗,Dom f∗), fn

λ
τi2−→ fλ;

(iii) ∀λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> Max {d (θ∗,Dom f∗) , d (θ,Dom f)},

fn
λ −→ fλ, f

n∗
λ := fn∗∇Ψλ −→ f∗

λ := f∗∇Ψλ et eρ (f
n
λ , fλ) −→ 0

pour tout ρ ≥ ρ0 > 0.

Si Φ∗ est Lipschitzienne sur les bornés alors ces propositions sont

équivalentes à

(iv) ∃ λ′
0 > 0 tel que

A

λ′
0

> d (θ∗,Dom f∗) et fn
λ′

0

τi2−→ fλ′

0
.

P r e u v e. (i)=⇒(ii): Soit λ ∈]0, λ0]. Par τi2-convergence,
A

λ
>

d (θ∗,Dom fn∗) à partir d’un certain rang n0 et donc {fλ, f
n
λ , n ≥ n0} ⊂ Γ (X).

D’après (i) et le théorème 2.3, fn∗ τi1−→ f∗. Ainsi fn∗ + (Φλ)
∗ τi1−→ f∗ + (Φλ)

∗

en vertu de [32, Théorème 4.5] puisque (Φλ)
∗ est finie continue en un point de

Dom f∗. D’où, (fn
λ )

∗ τi1−→ (fλ)
∗ et donc fn

λ
τi2−→ fλ d’après une seconde application

du théorème 2.3.

(ii)=⇒(iii): Soit λ ∈]0, λ0]. Par un raisonnement déjà utilisé, fλ, f
n
λ ,

n ≥ n0 sont dans Γ (X). Le théorème 3.2 implique alors que fn
λ −→ fλ et

fn∗
λ −→ f∗

λ car τS ⊂ τi2. Le reste découle de (ii) et de la définition de τi2.

(iii)=⇒(i): D’après le théorème 3.2 nous avons, fn τS−→ f , fλ, f
n
λ , n ≥ n0

sont dans Γ (X) et fn
λ

τS−→ fλ pour tout λ ∈]0, λ0]. Comme dans la démonstration

du théorème 3.4 on déduit que les fonctions f , fn, fλ, f
n
λ , n ≥ à certain rang sont



Caractérisation d’une classe de convergences de fonctions convexes . . . 277

uniformément minorées par une même fonction −α0 (‖·‖+ 1) pour tout λ ∈]0, λ0]

avec α0 > 0; et que pour tout ρ ≥ à un certain ρ0 > 0 on a

ρ ≥ Max

{

inf
‖x‖≤ρ

f (x) , inf
‖x‖≤ρ

fn (x) , inf
‖x‖≤ρ

fλ (x) , inf
‖x‖≤ρ

fn
λ (x)

}

.

Par suite d’après [6], pour tout λ ∈]0, λ0] et tout n assez grand on a

eρ (f
n, f) ≤ e9ρ (f

n, fn
λ ) + e9ρ (f

n
λ , fλ) + e9ρ (fλ, f) , ∀ρ ≥ ρ0.

Soient maintenant ρ ≥ ρ0, ε > 0 et choisissons λ1 ∈]0, λ0] tel que

A

λ1
> Max

{

d (θ∗,Dom f∗) , d (θ,Dom f) ,
18ρ+ 18ρα0 + 2B + 2α0

ε
+ α0

}

.

D’après (iii) nous avons e9ρ
(

fn
λ1
, fλ1

)

<
ε

2
pour tout n assez grand. Du fait que

fn
λ1

≤ fn alors nous avons epi fn ⊂ epi fn
λ1

et par suite e9ρ
(

fn, fn
λ1

)

= 0. En outre

nous avons e9ρ (fλ1
, f) ≤ λ1

9ρ+ 9ρα0 +B + α0

A− λ1α0
<

ε

2
pour tout n assez grand. En

effet: soit (x, α) ∈ (epi fλ1
)9ρ; par définition de fλ1

pour tout ε′ > 0 il existe u ∈ X

tel que f (u)+Φλ1
(x− u) < α+ε′; ainsi d’une part

(

u, α+ ε′
)

∈ epi f car Φλ1
> 0

et donc d ((x, α) , epi f) 6 ‖x− u‖+ ε′, et d’autre part puisque f ≥ −α0 (‖·‖+ 1)

et Φλ1
>

A

λ1
‖·‖−B alors −α0 ‖u‖−α0+

A

λ1
‖x− u‖−B < α+ε′ 6 9ρ+ε′ et par

suite ‖x− u‖ < λ1
9ρ+ 9ρα0 +B + α0 + ε′

A− λ1α0
car

A

λ1
> α0; le résultat se déduit

alors en faisant tendre ε′ vers 0 et moyennant le choix de λ1. Nous déduisons

finalement que eρ (f
n, f) ≤ 0 +

ε

2
+

ε

2
= ε pour tout n assez grand et donc

fn τi2−→ f puisque on a déjà fn τS−→ f . Si de plus Φ∗ est Lipschitzienne sur les

bornés alors (iv) implique (i) d’après [2]. ✷

Comme conséquence des théorèmes 3.4 et 3.5, nous retrouvons ci-après le

théorème 4.2 de [35] caractérisant l’Attouch-Wets convergence:

Théorème 3.6. Les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) fn AW
−→ f ;

(ii) ∀ λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ∗,Dom f∗), fn

λ
AW
−→ fλ;

(iii) ∀λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ∗,Dom f∗), fn

λ
UB
−→ fλ.
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Si Φ est fortement cœrcif alors ces propositions sont équivalentes à

(iv) ∃ λ′
0 > 0 tel que

A

λ′
0

> d (θ∗,Dom f∗) et fn
λ′

0

AW
−→ fλ′

0
.

P r e u v e. (i)=⇒(ii): D’abord (i) implique que fλ, f
n
λ , n ≥ n0 sont

dans Γ (X) pour tout λ ∈]0, λ0]. Le reste découle immédiatement des théorèmes

3.4 et 3.5 puisque τi1 ⊂ τAW , τi2 ⊂ τAW et la convergence pour le sup de deux

topologies est équivalente à la convergence pour les deux topologies.

(ii)=⇒(iii): D’après (ii), les fonctions fλ, f
n
λ , n ≥ n0 sont dans Γ (X)

pour tout λ ∈]0, λ0]. Comme fn
λ

AW
−→ fλ pour tout λ ∈]0, λ0] et τS ⊂ τAW

alors d’après le théorème 3.2 on a fn τS−→ f . Il existe alors une suite bornée

(xn)n et un réel M tels que fn (xn) ≤ M . Soient ρ > 0, γ > 0 et r > 0

avec ‖xn‖ ≤ γ et sup

{

Φ (z) / z ∈
ρ+ γ

λ
U

}

≤ r. Pour tout x ∈ ρU et tout

n on a, fn
λ (x) ≤ fn (xn) + Φ

(

x− xn
λ

)

≤ M + r. Les fonctions fn
λ sont alors

uniformément majorées sur les bornés et donc fn
λ

UB
−→ fλ d’après [14, Lemme 4.1].

(iii)=⇒(i): La convergence uniforme sur les bornés étant plus fine que la

τi1-convergence et la τi2-convergence alors (iii) implique que fλ, f
n
λ , n ≥ n0 sont

dans Γ (X), fn
λ

τi1−→ fλ et fn
λ

τi2−→ fλ pour tout λ ∈]0, λ0]. Par suite fn τi1−→ f et

fn τi2−→ f en vertu des théorèmes 3.4 et 3.5. D’où fn AW
−→ f . Si de plus Φ est

fortement cœrcif, alors Φ∗ est bornée sur les bornés. Par suite fn AW
−→ f dès que

(iv) est vérifiée d’après [2, Théorème 3.4]. ✷

Remarquons ici que les résulats du théorème 3.2, théorème 3.4, théorème

3.5 et du théorème 3.6 ont lieu en particulier pour Φ = ‖·‖p et Ψ = ‖·‖q∗ avec p,

q ≥ 1 qui sont évidemment des référentiels positifs bornés sur les bornés. Plus

particulièrement, pour p = q = 1 nous retrouvons les théorèmes 3.3, 3.7 et 4.3

qui sont établis dans [14].

Maintenant, du fait que sur C (X∗) on a τS ⊂ τi1 et τS ⊂ τi2 alors

par application du théorème 3.3 et par de légères modifications au niveau des

démonstrations des théorèmes précédents, nous obtenons les versions duales re-

groupées dans le théorème suivant:

Théorème 3.7. Si h, hn, n ≥ 1 sont dans Γ (X∗), le référentiel Ψ est

dans Γ (X∗) et t désigne τi1 ou τi2 ou τAW , alors les propriétés suivantes sont

équivalentes:

(i) hn
t

−→ h;
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(ii) hnλ := hn∇Ψλ
t

−→ hλ := h∇Ψλ pour tout λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ,Domh∗).

Finalement, du fait que τAW = τe en dimension finie [1, 6], alors d’après

le théorème 3.6 et moyennant le lemme 3.1 de [35] nous obtenons facilement le

corollaire ci-dessous:

Corollaire 3.8. Si X est de dimension finie et Φ est un référentiel positif

alors les propositions suivantes sont équivalentes:

(i) fn e
−→ f ;

(ii) ∀ λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ,Dom f∗), fn

λ
e

−→ fλ;

(iii) ∀λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ,Dom f∗), fn

λ
UB
−→ fλ;

(iv) ∀λ ∈]0, λ0] avec
A

λ0
> d (θ,Dom f∗), fn

λ −→ fλ.

4. Lagrangiens augmentés généralisés. Nous introduisons ici les

notions de t-épi/hypo-convergences des suites de fonctions convexes-concaves

fermées et propres, où t représente l’une quelconque des topologies introduites

dans la définition 2.1. Puis par application des résultats de la section précédente,

nous les caractérisons en termes des t-convergences des suites associées des La-

grangiens augmentés généralisés d’indices assez petits associés aux transformées

partielles de Legendre-Fenchel des composantes convexes des fonctions convexes-

concaves initiales.

Soient Y un espace de Banach réflexif et Y ∗ son dual topologique. Pour

chaque fonction L : X × Y ∗ −→ [−∞,+∞] convexe par rapport à x et concave

par rapport à y∗, on associe sa composante convexe F définie sur X × Y par

F (x, y) := sup
y∗∈Y ∗

[L (x, y∗) + 〈y∗, y〉]

et sa composante concave G définie sur X∗ × Y ∗ par

G (x∗, y∗) := inf
x∈X

[L (x, y∗)− 〈x∗, x〉] .

La fonction L est dite propre si F ≇ +∞ et F ≇ −∞ et elle est dite fermée si F et

G sont conjuguées, ie F ∗ = −G et (−G)∗ = F . Il est connu (voir [3, 40, 41]) que L
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est fermée et propre si et seulement si F ∈ Γ (X × Y ) et que cette correspondance

est une relation “un à un” (à une relation d’équivalence près). Deux fonctions

convexes-concaves sur X × Y ∗ sont équivalentes si, et seulement si, elles ont les

mêmes composantes.

La transformée partielle de Legendre-Fenchel d’une fonction F ∈ Γ (X × Y ) [3]

est la fonction l définie sur X × Y ∗ par

l (x, y∗) := inf
y∈Y

[F (x, y)− 〈y∗, y〉] .

Il est clair que l est une fonction convexe-concave fermée et propre dont la com-

posante convexe associée n’est rien d’autre que F .

Dans toute la suite, Ln, n ≥ 1, L : X × Y ∗ −→ [−∞,+∞] sont des

fonctions convexes-concaves fermées et propres, Fn, n ≥ 1, F : X × Y −→

[−∞,+∞] leurs composantes convexes respectives et ln, n ≥ 1, l : X × Y ∗ −→

[−∞,+∞] les transformées partielles de Legendre-Fenchel associées à Fn, n ≥ 1,

F respectivement, Φ : X −→ [0,+∞[ est un référentiel borné sur les bornés de

X et Ψ : Y ∗ −→ [0,+∞[ est un référentiel fortement cœrcif borné sur les bornés

de Y ∗ tel que Ψ ∈ Γ (Y ∗).

Une caractérisation fondamentale de l’épi/hypo-convergence en dimension

finie (respectivement Mosco épi/hypo-convergence dans le cas réflexif) d’une suite

de fonctions convexes-concaves est donnée par l’épi-convergence (respectivement

la Mosco convergence) de la suite des composantes convexes associées [1, 3, 7].

Par analogie, nous introduisons la définition suivante:

Définition 4.1. On dit que la suite {Ln, n ≥ 1} est t-épi/hypo-conver-

gente vers L, noté Ln t−e/h
−→ L, si et seulement si la suite {Fn, n ≥ 1} est t-

convergente vers F dans Γ (X × Y ), ie

Ln t−e/h
−→ L ⇐⇒ Fn t

−→ F

où t représente l’une des topologies τS, τi1, τi2 ou τAW .

Si X est de plus un espace de Banach réflexif, alors la slice épi/hypo-

convergence coincide avec la Mosco épi/hypo-convergence notée Ln M−e/h
−→ L et

étudiée dans [3, 7]; et la τi1-épi/hypo-convergence coincide avec la τ−AW ∨ τ+M -

épi/hypo-convergence [2, 32]. En dimension finie, ces convergences se réduisent

à l’épi/hypo-convergence notée Ln e/h
−→ L et étudiée dans [1, 3]. En outre, il
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est clair que si L′n est équivalente à Ln, n ≥ 1 et L′ est équivalente à L, alors

Ln t−e/h
−→ L si et seulement si L′n t−e/h

−→ L′. Ainsi nous avons donc

Ln t−e/h
−→ L ⇐⇒ ln

t−e/h
−→ l ⇐⇒ Fn t

−→ F.

Définition 4.2 ([29]). On appelle Lagrangien augmenté de la fonction

convexe-concave L d’indice λ > 0 et associé au référentiel Ψ, la fonction Lλ :

X × Y ∗ −→ ]−∞,+∞] définie par:

Lλ (x, y
∗) := sup

η∗∈Y ∗

[L (x, η∗)−Ψλ (y
∗ − η∗)] .

Lemme 4.3. Pour tout λ > 0, pour tout y∗ ∈ Y ∗, lλ (·, y
∗) est dans

Γ (X) et [lλ (·, y
∗)]∗ = F ∗∇Ψλ (·, y

∗); où lλ est le Lagrangien augmenté de la

transformée partielle de Legendre-Fenchel l de F , composante convexe de L.

P r e u v e. D’après les notations précédentes on peut écrire

lλ (x, y
∗) = − inf

η∗∈Y ∗

[−l (x, η∗) + Ψλ (y
∗ − η∗)]

= − [(−l (x, ·))∇Ψλ] (y
∗) = − [F (x, ·)∗ ∇Ψλ] (y

∗) .

Comme Ψ est fortement cœrcif, alors DomΨ∗ = Y et Ψ∗ est une fonction convexe

bornée sur les bornés et par suite Ψ∗ est continue sur Y , Ψ∗ étant la transformée

de Legendre-Fenchel de Ψ dans la dualité 〈Y ∗, Y 〉. Or Ψ ∈ Γ (Y ∗), alors

lλ (x, y
∗) = −

[

F (x, ·) + λ

(

1

λ
Ψ

)∗]∗

(y∗)

= inf
y∈Y

[

F (x, y) + λ

(

1

λ
Ψ

)∗

(y)− 〈y∗, y〉

]

.

Maintenant pour y∗ ∈ Y ∗ et λ > 0 fixés, la fonction convexe

lλ (·, y
∗) = inf

y∈Y

[

F (·, y) + λ

(

1

λ
Ψ

)∗

(y)− 〈y∗, y〉

]

n’est pas identiquement +∞ car F est propre et DomΨ∗ = Y , elle ne prend

jamais la valeur −∞ puisque la fonction

y 7−→ F (x, y) + λ

(

1

λ
Ψ

)∗

(y)− 〈y∗, y〉
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est uniformément cœrcive quand x reste “borné” (car la fonction Ψ∗ est fortement

cœrcive), de plus elle possède une minorante affine continue. Ainsi, sa transformée

de Legendre-Fenchel est évidemment dans Γ (X∗) et donnée par

[lλ (·, y
∗)]∗ (x∗) =

[

F + λ

(

1

λ
Ψ

)∗]∗

(x∗, y∗) = (F ∗∇Ψλ) (x
∗, y∗)

= inf
η∗∈Y ∗

[F ∗ (x∗, η∗) + Ψλ (y
∗ − η∗)] .

En fait, pour obtenir la deuxième égalité, il suffit de remarquer que λ

(

1

λ
Ψ

)∗

peut être considérée comme une fonction de Γ (X × Y ) finie continue et vérifiant
[

λ

(

1

λ
Ψ

)∗]∗

= Ψλ avec Ψλ (x
∗, y∗) := Ψλ (y

∗). Par suite, [lλ (·, y
∗)]∗∗= cl (lλ (·, y

∗))

est dans Γ (X), où cl (lλ (·, y
∗)) est la régularisée sci de lλ (·, y

∗). En outre on a

lλ (·, y
∗) = [lλ (·, y

∗)]∗∗ et donc lλ (·, y
∗) ∈ Γ (X). En effet, par le même argument

précédent appliqué à Ψλ (y
∗ − ·) on obtient pour chaque x ∈ X

[lλ (·, y
∗)]∗∗ (x) = sup

x∗∈X∗

[

〈x∗, x〉 − inf
η∗∈Y ∗

[F ∗ (x∗, η∗) + Ψλ (y
∗ − η∗)]

]

= sup
x∗∈X∗

sup
η∗∈Y ∗

[〈x∗, x〉 − F ∗ (x∗, η∗)−Ψλ (y
∗ − η∗)]

= [F ∗ +Ψλ (y
∗ − ·)]∗ (x, θ) = [F∇ [Ψλ (y

∗ − ·)]∗] (x, θ)

= inf
y∈Y

[F (x, y) + [Ψλ (y
∗ − ·)]∗ (−y)]

= inf
y∈Y

[

F (x, y) + sup
z∗∈Y ∗

[〈z∗,−y〉 −Ψλ (y
∗ − z∗)]

]

= inf
y∈Y

[

F (x, y) + sup
u∗∈Y ∗

[〈y∗ − u∗,−y〉 −Ψλ (u
∗)]

]

= inf
y∈Y

[

F (x, y) + sup
u∗∈Y ∗

[〈u∗, y〉 −Ψλ (u
∗)]− 〈y∗, y〉

]

= inf
y∈Y

[F (x, y) + [Ψλ]
∗ (y)− 〈y∗, y〉]

= inf
y∈Y

[

F (x, y) + λ

(

1

λ
Ψ

)∗

(y)− 〈y∗, y〉

]

= [lλ (·, y
∗) (x)] . ✷

Lemme 4.4. ∀λ > 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, [lλ (·, y
∗)]∗γ =

[

F ∗∇ϕγ
λ

]

(·, y∗), où ϕγ est
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le référentiel défini sur X∗ × Y ∗ par

ϕγ (x∗, y∗) :=
1

2γ2
‖x∗‖2X∗ +Ψ(y∗) , ∀ γ > 0.

P r e u v e. Pour λ > 0 fixé et pour tout γ > 0, l’approximation inf-

convolutive de paramètre γλ de la fonction [lλ (·, y
∗)]∗ relative au référentiel

1

2
‖·‖2X∗ coincide avec son approximation inf-convolutive de paramètre γ relative

au référentiel
1

2λ2
‖·‖2X∗ . On la notera donc [lλ (·, y

∗)]∗γ . De plus on a

[lλ (·, y
∗)]∗γ (x

∗)= inf
ζ∗∈X∗

[

[lλ (·, y
∗)]∗ (ζ∗) +

1

2γ2λ2
‖x∗ − ζ∗‖2X∗

]

= inf
(ζ∗,η∗)∈X∗×Y ∗

[

F ∗ (ζ∗, η∗) + Ψλ (y
∗ − η∗) +

1

2γ2λ2
‖x∗ − ζ∗‖2X∗

]

.

En considérant le référentiel ϕγ : X∗ × Y ∗ −→ [0,+∞[, qui est encore fortement

cœrcif et borné sur les bornés , défini par ϕγ (x∗, y∗) :=
1

2γ2
‖x∗‖2X∗ +Ψ(y∗), on

obtient l’égalité:

[lλ (·, y
∗)]∗γ (x

∗) =
[

F ∗∇ϕγ
λ

]

(x∗, y∗) .

Ainsi, [lλ (·, y
∗)]∗γ n’est rien d’autre que l’approximation inf-convolutive de para-

mètre λ de la fonction F ∗ relativement au référentiel ϕγ . Notons que ϕγ ∈

Γ (X∗ × Y ∗) puisque la norme duale et Ψ sont w∗-sci. ✷

Théorème 4.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Ln τS−e/h
−→ L;

(ii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ (·, y

∗)
τS−→ lλ (·, y

∗).

P r e u v e. D’après le lemme 4.3, pour tout λ ∈]0, λ0] et tout y∗ ∈ Y ∗,

les fonctions lnλ (·, y
∗), n ≥ 1 et lλ (·, y

∗) sont dans Γ (X) et leurs transformées de

Legendre-Fenchel sont données par

[lλ (·, y
∗)]∗ (x∗) = F ∗∇Ψλ (x

∗, y∗) = inf
η∗∈Y ∗

[F ∗ (x∗, η∗) + Ψλ (y
∗ − η∗)] ,

[lnλ (·, y
∗)]∗ (x∗) = Fn∗∇Ψλ (x

∗, y∗) = inf
η∗∈Y ∗

[Fn∗ (x∗, η∗) + Ψλ (y
∗ − η∗)] .
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D’après le théorème 2.3, la propriété (ii) est équivalente à la propriété

∀λ ∈]0, λ0],∀y
∗ ∈ Y ∗, [lnλ (·, y

∗)]∗
τS−→ [lλ (·, y

∗)]∗ .

D’après le théorème 3.3 appliqué dans X∗ à la suite

{[lλ (·, y
∗)]∗ , [lnλ (·, y

∗)]∗ , n ≥ 1}

et au référentiel
1

2λ2
‖·‖2X∗ , cette dernière propriété est équivalente à

∀λ ∈]0, λ0],∀y
∗ ∈ Y ∗,∀γ ∈]0, γ0), [l

n
λ (·, y

∗)]∗γ
τS−→ [lλ (·, y

∗)]∗γ .

Ce qui est encore équivalent, d’après le lemme 4.4 et le fait que les référentiels

ϕγ sont uniformément fortement cœrcifs pour γ ≤ Cte, à la propriété

∀λ ∈]0, λ0], F
n∗∇ϕγ

λ

τS−→ F ∗∇ϕγ
λ.

Par une seconde application du théorème 3.3 dans X∗ × Y ∗ à la suite {F ∗, Fn∗,

n ≥ 1} et au référentiel ϕγ (γ ≤ Cte), cette dernière propriété est équivalente au

fait que Fn∗ τS−→ F ∗. Ceci est équivalent à Ln τS−e/h
−→ L en vertu du théorème 2.3

et de la définition 4.1. ✷

Théorème 4.6. Pour t = τi1, τi2 ou τAW , les propriétés suivantes sont

équivalentes:

(i) Ln t−e/h
−→ L;

(ii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ (·, y

∗)
t

−→ lλ (·, y
∗);

(iii) ∃λ0 > 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, lnλ0
(·, y∗)

t
−→ lλ0

(·, y∗).

P r e u v e. D’après le lemme 4.3, lnλ (·, y
∗), n ≥ 1 et lλ (·, y

∗) sont dans

Γ (X). Par application du théorème 3.7 et du théorème 2.3 et moyennant la

définition 4.1, l’équivalence entre (i) et (ii) se démontre exactement comme dans

la preuve du théorème 4.5. Le reste découle du fait que tous les référentiels

considérés dans la preuve précitée sont bornés sur les bornés et fortement cœr-

cifs et donc leurs transformées de Legendre-Fenchel sont Lipschitziennes sur les

bornés. ✷
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5. Approximations inf-sup-convolutives généralisées. Dans

cette dernière section et par application des résultats précédents, nous caractéri-

sons les t-épi/hypo-convergences des suites de fonctions convexes-concaves fermées

et propres en termes de convergences des suites associées des approximations

inf-sup-convolutives généralisées de paramètres assez petits associées aux trans-

formées partielles de Legendre-Fenchel des composantes convexes des fonctions

convexes-concaves initiales. Rappelons d’abord cette définition:

Définition 5.1 ([5, 29]). On appelle approximation inf-sup-convolutive

de L de paramètres λ > 0, µ > 0 et associée aux référentiels Φ et Ψ, la fonction

convexe-concave Lλ,µ : X × Y ∗ −→ [−∞,+∞] définie par:

Lλ,µ (x, y
∗) := inf

ζ∈X
sup

η∗∈Y ∗

[L (ζ, η∗) + Φλ (x− ζ)−Ψµ (y
∗ − η∗)] .

Pour plus de détails le lecteur pourra consulter [3, 5, 7, 29, 40, 41].

Dorénavant, Ln, n ≥ 1, L seront supposées de plus à valeurs dans

]−∞,+∞].

Théorème 5.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Ln τS−e/h
−→ L;

(ii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ,µ (·, y

∗)
τS−→ lλ,µ (·, y

∗);

(iii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], l
n
λ,µ −→ lλ,µ et Fn∗∇ϕµ

λ −→ F ∗∇ϕµ
λ.

P r e u v e. Notons d’abord que ln, n ≥ 1, l sont aussi à valeurs dans

]−∞,+∞] puisque L ≤ l et Ln ≤ ln pour tout n [3]. Soient λ > 0, µ > 0 assez

petits, y∗ ∈ Y ∗ et [lnλ (·, y
∗)]µ, [lλ (·, y

∗)]µ les approximations inf-convolutives de

paramètre µ des fonctions lnλ (·, y
∗), lλ (·, y

∗) relatives au référentiel Φ. D’après

le théorème 4.5 appliqué à la suite {L, Ln, n ≥ 1} et au référentiel Ψ, (i) est

équivalente à

∀ λ ∈]0, λ0],∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ (·, y

∗)
τS−→ lλ (·, y

∗) .

Propriété équivalente d’après la première partie du théorème 3.2 appliquée à la

suite {lλ (·, y
∗) , lnλ (·, y

∗) , n ≥ 1} et au référentiel Φ à

∀λ ∈]0, λ0],∀µ ∈]0, µ0],∀y
∗ ∈ Y ∗, [lnλ (·, y

∗)]µ
τS−→ [lλ (·, y

∗)]µ .

Ce qui est alors équivalent à (ii) puisque un calcul simple montre que

lnλ,µ (·, y
∗) = [lnλ (·, y

∗)]µ et lλ,µ (·, y
∗) = [lλ (·, y

∗)]µ .
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D’après le théorème 4.5 appliqué à la suite {L, Ln, n ≥ 1} et au référentiel Ψ et

la seconde partie du théorème 3.2 appliquée à la suite {lλ (·, y
∗) , lnλ (·, y

∗) , n ≥ 1}

et aux référentiels Φ et
1

2λ2
‖·‖2X∗ , on déduit que (i) est équivalente au fait que

∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗ on ait

[lnλ (·, y
∗)]µ −→ [lλ (·, y

∗)]µ et [lnλ (·, y
∗)]∗µ −→ [lλ (·, y

∗)]∗µ ,

[lnλ (·, y
∗)]∗µ, [lλ (·, y

∗)]∗µ étant les approximations inf-convolutives de paramètre

µ des fonctions [lnλ (·, y
∗)]∗, [lλ (·, y

∗)]∗ relatives au référentiel
1

2λ2
‖·‖2X∗ . Or

lnλ,µ (·, y
∗) = [lnλ (·, y

∗)]µ et lλ,µ (·, y
∗) = [lλ (·, y

∗)]µ et en vertu du lemme 4.4

nous avons aussi

[lnλ (·, y
∗)]∗µ (x

∗) =
[

Fn∗∇ϕµ
λ

]

(x∗, y∗) et [lλ (·, y
∗)]∗µ (x

∗) =
[

F ∗∇ϕµ
λ

]

(x∗, y∗) .

On déduit alors que (i) est aussi équivalente au fait que pour tout λ ∈]0, λ0], tout

µ ∈]0, µ0] et tout y
∗ ∈ Y ∗ on ait

lnλ,µ (·, y
∗) −→ lλ,µ (·, y

∗) et
[

Fn∗∇ϕµ
λ

]

(·, y∗) −→
[

F ∗∇ϕµ
λ

]

(·, y∗) .

Ainsi, (i) est équivalente à (iii). ✷

Théorème 5.3. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Ln τi1−e/h
−→ L;

(ii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ,µ (·, y

∗)
τi1−→ lλ,µ (·, y

∗);

(iii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], l
n
λ,µ −→ lλ,µ, F

n∗∇ϕµ
λ −→ F ∗∇ϕµ

λ

et eρ
(

lλ,µ (·, y
∗) , lnλ,µ (·, y

∗)
)

−→ 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, ∀ρ ≥ ρ0 > 0;

(iv) ∃λ0 > 0, ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ (·, y

∗)
τi1−→ lλ0,µ (·, y

∗);

(v) ∃λ0 > 0, ∀µ ∈]0, µ0], l
n
λ0,µ −→ lλ0,µ, F

n∗∇ϕµ
λ0

−→ F ∗∇ϕµ
λ0

et eρ
(

lλ0,µ (·, y
∗) , lnλ0,µ (·, y

∗)
)

−→ 0, ∀y∗ ∈ Y , ∀ρ ≥ ρ0 > 0;

Si Φ∗ est Lipschitzienne sur les bornés, ces propriétés sont équivalentes à

(vi) ∃λ0 > 0, ∃µ0 > 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ0
(·, y∗)

τi1−→ lλ0,µ0
(·, y∗).

P r e u v e. Considérons les mêmes notations utilisées au début de la

démonstration du théorème 5.2. Le résultat se déduit alors par application du

théorème 4.6 à la suite {L, Ln, n ≥ 1} et au référentiel Ψ et par application

du théorème 3.4 à la suite {lλ (·, y
∗) , lnλ (·, y

∗) , n ≥ 1} et aux référentiels Φ et
1

2λ2
‖·‖2X∗ , moyennant le lemme 4.4. ✷
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Théorème 5.4. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Ln τi2−e/h
−→ L;

(ii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ,µ (·, y

∗)
τi2−→ lλ,µ (·, y

∗);

(iii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], l
n
λ,µ −→ lλ,µ, F

n∗∇ϕµ
λ −→ F ∗∇ϕµ

λ

et eρ
(

lnλ,µ (·, y
∗) , lλ,µ (·, y

∗)
)

−→ 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, ∀ρ ≥ ρ0 > 0;

(iv) ∃λ0 > 0, ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ (·, y

∗)
τi2−→ lλ0,µ (·, y

∗);

(v) ∃λ0 > 0, ∀µ ∈]0, µ0], l
n
λ0,µ −→ lλ0,µ, F

n∗∇ϕµ
λ0

−→ F ∗∇ϕµ
λ0

et eρ
(

lnλ0,µ (·, y
∗) , lλ0,µ (·, y

∗)
)

−→ 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, ∀ρ ≥ ρ0 > 0;

Si Φ∗ est Lipschitzienne sur les bornés, ces propriétés sont équivalentes à

(vi) ∃λ0 > 0, ∃µ0 > 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ0
(·, y∗)

τi2−→ lλ0,µ0
(·, y∗).

P r e u v e. Elle se fait exactement comme pour le théorème 5.3 en rem-

plaçant, dans la preuve, le théorème 3.4 par le théorème 3.5. ✷

Théorème 5.5. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

(i) Ln AW−e/h
−→ L;

(ii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ,µ (·, y

∗)
AW
−→ lλ,µ (·, y

∗);

(iii) ∀λ ∈]0, λ0], ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ,µ (·, y

∗)
UB
−→ lλ,µ (·, y

∗);

(iv) ∃λ0 > 0, ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ (·, y

∗)
AW
−→ lλ0,µ (·, y

∗);

(v) ∃λ0 > 0, ∀µ ∈]0, µ0], ∀y
∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ (·, y

∗)
UB
−→ lλ0,µ (·, y

∗);

Si Φ est de plus fortement cœrcif, ces propriétés sont équivalentes à

(vi) ∃λ0 > 0, ∃µ0 > 0, ∀y∗ ∈ Y ∗, lnλ0,µ0
(·, y∗)

AW
−→ lλ0,µ0

(·, y∗).

P r e u v e. Avec les mêmes notations précédentes, le résultat se déduit

par application du théorème 4.6 à la suite {L, Ln, n ≥ 1} et au référentiel Ψ

et par application du théorème 3.6 à la suite {lλ (·, y
∗) , lnλ (·, y

∗) , n ≥ 1} et au

référentiel Φ. ✷

Remarques 5.6. a) Si X est un espace de Banach réflexif alors, d’une

part nous déduisons des résultats analogues aux théorèmes 4.5 et 5.2 relative-

ment à la Mosco épi/hypo-convergence et qui complètent en particulier certains
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résultats de [3, 7], et d’autre part nous obtenons des résultats analogues aux

théorèmes 4.6 et 5.3 relativement à la τ−AW ∨ τ+M -épi/hypo-convergence [12].

b) SiX et Y sont de dimensions finies, nous déduisons des caractérisations

semblables pour l’épi/hypo-convergence avec des référentiels généraux. En outre,

dans ce cas, les propriétés du théorème 5.5 seront équivalentes au fait que lnλ,µ
converge simplement vers lλ,µ pour tout λ ∈]0, λ0] et tout µ ∈]0, µ0] en vertu du

corollaire 3.8 appliqué à la suite {lλ (·, y
∗) , lnλ (·, y

∗) , n ≥ 1} et au référentiel Φ.
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Sciences de Rabat, 1988.

[27] K. El Hajioui. Convergences variationnelles: Aproximations inf-convo-
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Département de Mathématiques
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