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Çàäà÷à 1. (Êèòàé 2008) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè òðîéêè (p, q, n), çà êîèòî

qn+2 ≡ 3n+2 (mod pn), pn+2 ≡ 3n+2 (mod qn),

êúäåòî p è q ñà íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà, à n > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî òðîéêàòà (3, 3, n) å ðåøåíèå çà âñÿêî åñòåñòâåíî n > 1. Äà äîïóñíåì, ÷å
(p, q, n) å äðóãî ðåøåíèå. Òîãàâà p 6= 3, p 6= 3, q 6= 3 è ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà äà
ñ÷èòàìå, ÷å q > p ≥ 5.

Àêî n = 2, òî q2|(p4−34 = (p2−q2)(p2+32). Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å q íå ìîæå äà äåëè åäíîâðåìåííî

p2 − q2 è p2 + 32 è ñëåäîâàòåëíî q2 äåëè òî÷íî åäíî îò òÿõ. Íî p2 − 32 < p2 < q2 è p2+32

2 < p2 < q2,
ïðîòèâîðå÷èå. Ñëåäîâàòåëíî n = 2 íå äàâà íîâè ðåøåíèÿ.

Äà äîïóñíåì, ÷å n ≥ 4. Îò óñëîâèÿòà pn|qn+2 − 3n+2 è qn|pn+2 − 3n+2 ñëåäâà ñúîòâåòíî, ÷å
pn|pn+2 + qn+2 − 3n+2 è qn|pn+2 + qn+2 − 3n+2. Òîãàâà ïîðàäè p 6= q çàêëþ÷àâàìå, ÷å pnqn|pn+2 +
qn+2−3n+2 < 2qn+2, îòêúäåòî pn < 2q2. Îò äðóãà ñòðàíà, îò qn|pn+2−3n+2 < pn+2 ñëåäâà îöåíêàòà

q < p1+
2
n . Ñåãà èìàìå

pn < 2q2 < 2p2+
4
n < p3+

4
n ,

ò.å. n < 3 + 4
n , êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà n ≥ 4. Ñëåäîâàòåëíî è n ≥ 4 íå äàâà íîâè ðåøåíèÿ.

Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ n = 3. Èìàìå p3|q5 − 35 è q3|p5 − 35. Òúé êàòî p = 5 íå äàâà
ðåøåíèå (ïðîâåðåòå!), ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å q > p > 5.

Îò p|q5−35 è p|qp−1−3p−1 (ïîñëåäíîòî ïîðàäè ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà) ñëåäâà, ÷å p|qd−3d,
êúäåòî d = (5, p− 1). Èìàìå äâå âúçìîæíîñòè.

Ñëó÷àé 1. d = 1. Òîãàâà p|q − 3, ò.å. q ≡ 3 (mod p). Àêî p3 íå äåëè q − 3, òî p äåëè q5−35
q−3 , ò.å.

0 ≡ q5 − 35

q − 3
= q4 + 3q3 + 9q2 + 27q + 81 ≡ 5.34 (mod p),

ïðîòèâîðå÷èå. Àêî ïúê p3 äåëè q − 3, òî

q3 < p5 − 35 < p6 <
(q − 3)2

4
<
q2

4
,

êîåòî å íåâúçìîæíî.

Ñëó÷àé 2. d = 5. Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àâàìå è (5, q − 1) = 5, ò.å. p ≡ q ≡ 1 (mod 5). Òîãàâà p ≥ 11
è q ≥ 31.

Òúé êàòî q íå äåëè p−3, èìàìå q3|p
5−35
p−3 . Ñëåäîâàòåëíî q3 < p4+3p3+9p2+27p+81 < p4

1− 3
p

≤ 11p4

8 .

Òîãàâà 1 < p5+q5−35
p3q3 < p2

q3 + q2

p3 <
1
q +

4

√
113

31.83 < 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Îêîí÷àòåëíî, ðåøåíèÿòà íà çàäà÷àòà ñà ñàìî òðîéêèòå (3, 3, n), êúäåòî n > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Çàäà÷à 2. (Êèòàé 2010) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè äâîéêè ïðîñòè ÷èñëà (p, q), çà êîèòî pq äåëè
5p + 5q.

Ðåøåíèå. Àêî íÿêîå îò ÷èñëàòà p è q å ðàâíî íà 2, íàïðèìåð p = 2, òî q|5q + 52 è q|5q − 5,
îòêúäåòî q|52 + 5 = 30, ò.å. q = 2, 3 èëè 5. Ñ íåïîñðåäñòâåíà ïðîâåðêà ñå âèæäà, ÷å ñàìî q = 3 è
q = 5 äàâàò ðåøåíèå íà çàäà÷àòà. Àíàëîãè÷íî, àêî íÿêîå îò ÷èñëàòà p è q å ðàâíî íà 5, íàïðèìåð
p = 5, òî q|55 + 5 = 3130, ò.å. q = 2, 5 èëè 313, êàòî íîâè ðåøåíèÿ èäâàò îò q = 5 è q = 313.

Íåêà (pq, 10) = 1. Äà îçíà÷èì p−1 = 2k(2r−1) è q−1 = 2`(2s−1), êúäåòî k, r, ` è s ñà åñòåñòâåíè
÷èñëà. Áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å k ≤ `.
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Oò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å p|5p−1+5q−1. Îòòóê è îò ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà ïîëó÷àâàìå 5q−1 ≡
−1 (mod p), îòêúäåòî 5(q−1)(2r−1) ≡ −1 (mod p). Îò äðóãà ñòðàíà, îò ñðàâíåíèåòî 5p−1 ≡ 1 (mod p),
ïîâäèãíàòî íà êâàäðàò ` − k ïúòè è ñëåä òîâà ïîäâèãíàòî íà ñòåïåí 2s − 1, äàâà 5(q−1)(2r−1) ≡ 1
(mod p), ïðîòèâîðå÷èå.

Îêîí÷àòåëíî, âñè÷êè ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà ñà äâîéêèòå (2, 3), (3, 2), (2, 5), (5, 2), (5, 5), (5, 313) è
(313, 5).

Çàäà÷à 3. (Êèòàé 2011) Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñåêè äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà m è n ñúùåñòâóâàò
áåçáðîéíî ìíîãî âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà a è b, çà êîèòî a+ b äåëè ama + bnb.

Ðåøåíèå. Àêî m = n = 1 óñëîâèåòî å èçïúëíåíî çà âñåêè äâå âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà
a è b. Ïðè mn ≥ 2 òúé êàòî

na(ama + bnb) = (a+ b)na+b + a((mn)a − na+b),

å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî äâîéêè âçàèìíî ïðîñòè a è b, çà êîèòî
a+ b äåëè (mn)a − na+b è (a+ b, n) = 1.

Äà ïðèåìåì, ÷å p = a+ b å ïðîñòî ÷èñëî. Òðÿáâà äà äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî
äâîéêè (p, a), êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî è 1 ≤ a ≤ p− 1, çà êîèòî p äåëè (mn)a − np.

Îò òåîðåìàòà íà Ôåðìà èìàìå, ÷å àêî a1 ≡ a2 (mod p− 1), a1 ≥ 1, a2 ≥ 1, òî (MN)a1 ≡ (mn)a2

(mod p).

Ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p è
åñòåñòâåíè ÷èñëà a, çà êîèòî p äåëè (mn)a − n.

Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâàò ñàìî êðàåí áðîé ïðîñòè ÷èñëà p1, p2, . . . , pr, êîèòî äåëÿò ÷èñëàòà
îò âèäà (mn)a − n. Òîãàâà

(mn)2 − n = pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r , (1)

êúäåòî αi ñà íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà. Ñúùî òàêà, çà a = pα1
1 pα2

2 . . . pαr
r (p1−1)(p2−1) . . . (pr−1)+2

èìàìå
(mn)a − n = pβ1

1 p
β2

2 . . . pβr
r , (2)

êúäåòî βi ñà íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà. Àêî pi äåëè n, òî îò (2) è a ≥ 2 ñëåäâà, ÷å pβi

i äåëè n è

ñëåäîâàòåëíî pβi

i äåëè (mn)2 − n. Ñåãà îò (1) ñëåäâà, ÷å βi ≤ αi.
Àêî pi íå äåëè n, òî pi íå äåëè è m. Òîãàâà (pαi+1

i ,mn) = 1 è ïîíåæå ϕ(pαi+1
i ) å äåëèòåë íà a−2,

îò òåîðåìàòà íà Îéëåð ñëåäâà, ÷å

(mn)a − n ≡ (mn)2 − n (mod pαi+1
i ).

Òúé êàòî pαi+1
i íå äåëè (mn)2−n, ãîðíîòî ñðàâíåíèå îçíà÷àâà, ÷å pαi+1

i íå äåëè (mn)a−n. Ñëåäî-
âàòåëíî βi ≤ αi, îòêúäåòî íàìèðàìå

(mn)2 − n = pβ1

1 p
β2

2 . . . pβr
r ≤ p

α1
1 pα2

2 . . . pαr
r = (mn)2 − n.

Ãîðíîòî íåðàâåíñòâî å ïðîòèâîðå÷èå ñ a > 2. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè
÷èñëà p è åñòåñòâåíè ÷èñëà a, çà êîèòî p äåëè (mn)a − n.

Çàäà÷à 4. (ÅÌÒ2007) Íåêà p è q ñà ïðîñòè ÷èñëà è {an}∞n=1 å ðåäèöàòà îò öåëè ÷èñëà, äåôè-
íèðàíà ñ ðàâåíñòâàòà:

a0 = 0, a1 = 1 è an+2 = pan+1 − qan
ïðè n ≥ 0. Äà ñå íàìåðÿò p è q, àêî ñúùåñòâóâà k òàêîâà, ÷å a3k = −3.

Ðåøåíèå. Íåêà p è q ñà íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà. Îò ðåêóðåíòíàòà çàâèñèìîñò ñëåäâà, ÷å a2 = p è
a3 = p2 − q. Ñëåäîâàòåëíî a0 è a3 ñà ÷åòíè ÷èñëà. Òúé êàòî

a3k+3 = pa3k+2 − qa3k+1 = p(pa3k+1 − qa3k)− qa3k+1 = (p2 − q)a3k+1 − pqa3k
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è p2 − q å ÷åòíî ÷èñëî, ïî èíäóêöèÿ ñëåäâà, ÷å a3k å ÷åòíî ÷èñëî çà âñÿêî k ≥ 0, ïðîòèâîðå÷èå ñ
óñëîâèåòî. Äà ïðåäïîëîæèì ñåãà, ÷å q = 2. Òîãàâà p 6= 2, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé âñè÷êè ÷èñëà
an, n ≥ 2 ñà ÷åòíè. Íåêà p ≥ 3. Ùå äîêàæåì, ÷å â òîçè ñëó÷àé an > 0 ïðè n ≥ 1, êîåòî îòíîâî å
ïðîòèâîðå÷èå.

Ïî èíäóêöèÿ ùå äîêàæåì, ÷å an+1 > an ≥ 0 çà n ≥ 0. Çà n = 0 òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî. Äà
äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà n = k, ò.å. ak+1 > ak ≥ 0. Òîãàâà

ak+2 = pak+1 − ak = (p− 2)ak+1 + 2(ak+1 − ak) > ak+1 > 0

è çíà÷è ak+2 > ak+1 > 0.

Îñòàâà äà ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ p = 2, q > 2. Îò ðåêóðåíòíàòà âðúçêà ñëåäâà, ÷å ïðè n ≥ 0 èìàìå
an+2 ≡ 2an+1 (mod q) è ïî èíäóêöèÿ çàêëþ÷àâàìå, ÷å an+1 ≡ 2n (mod q). Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
a3k = −3 çà íÿêîå k ≥ 1. Òîãàâà −3 = a3k ≡ 23k−1 (mod q). Îò äðóãà ñòðàíà ïàê îò ðåêóðåíòíàòà
âðúçêà ñëåäâà, ÷å an+2 ≡ 2an+1 − an (mod q − 1). Ñëåäîâàòåëíî

an+2 − an+1 ≡ an+1 − an ≡ · · · ≡ a1 − a0 = 1 (mod q − 1)

è çíà÷è an+1 ≡ n+1 (mod q− 1) çà n ≥ 0. Òîãàâà −3 = a3k ≡ 3k (mod q− 1) è îò ìàëêàòà òåîðåìà
íà Ôåðìà ñëåäâà, ÷å 23k+3 ≡ 1 (mod q). Òîãàâà 1 ≡ 23k+3 ≡ 16.23k−1 ≡ −48 (mod q), ò.å. q = 7. Â
òîçè ñëó÷àé a3 = 22 − 7 = −3 è ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèòå ïðîñòè ÷èñëà ñà p = 2 è q = 7.

Çàäà÷à 5. (Êèòàé 2010) Äàäåíè ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà a1, a2, a3, b1, b2 è b3,
çà êîèòî

(n+ 1)an1 + nan2 + (n− 1)an3 äåëè (n+ 1)bn1 + nbn2 + (n− 1)bn3

çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî k, çà êîåòî bi = kai çà
âñÿêî i = 1, 2, 3.

Ðåøåíèå. Íåêà r å ïðîèçâîëíî åñòåñòâåíî ÷èñëî è p å ïðîñòî ÷èñëî, çà êîåòî

p > (ar1 + ar2 + ar3)(b
r
1 + br2 + br3).

Òúé êàòî p å ïðîñòî, òî (p, ar1 + ar2 + ar3) = 1. Îñâåí òîâà p å âçàèìíîïðîñòî ñ p− 1. Îò Êèòàéñêàòà
òåîðåìà çà îñòàòúöèòå ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî n, çà êîåòî

n ≡ r (mod p− 1), n(ar1 + ar2 + ar3) + ar1 − ar3 ≡ 0 (mod p).

Îò òåçè ñðàâíåíèÿ è ìàëêàòà òåîðåìà íà Ôåðìà íàìèðàìå

(n+ 1)an1 + nan2 + (n− 1)an3 ≡ n(ar1 + ar2 + ar3) + ar1 − ar3 ≡ 0 (mod p).

Îò óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà ñåãà íàìèðàìå

(n+ 1)bn1 + nbn2 + (n− 1)bn3 ≡ 0 (mod p)

è êàêòî ïî-ãîðå ïîëó÷àâàìå

n(br1 + br2 + br3) + br1 − br3 ≡ 0 (mod p).

Ñëåä åëèìèíèðàíå íà n îò ïîëó÷åíèòå ñðàâíåíèÿ, íàìèðàìå

(ar1 + ar2 + ar3)(b
r
1 − br3) ≡ (br1 + br2 + br3)(a

r
1 − ar3) (mod p).

Îòòóê è îò èçáîðà íà p ñëåäâà, ÷å ñðàâíåíèåòî âñúùíîñò å ðàâåíñòâî, ò.å.

(ar1 + ar2 + ar3)(b
r
1 − br3) = (br1 + br2 + br3)(a

r
1 − ar3)

⇐⇒ (a2b1)
r + 2(a3b1)

r + (a3b2)
r = (a1b2)

r + 2(a1b3)
r + (a2b3)

r,
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êàòî ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å èçïúëíåíî çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî r.

Ëåìà. Äàäåíè ñà òàêèâà ðåàëíè ÷èñëà 0 < x1 ≤ x2 ≤ · · · ≤ xs, 0 < y1 ≤ y2 ≤ · · · ≤ ys, ÷å çà âñÿêî
åñòåñòâåíî ÷èñëî r å èçïúëíåíî

xr1 + xr2 + · · ·+ xrs = yr1 + yr2 + · · ·+ yrs .

Òîãàâà xi = yi çà i = 1, 2, . . . , s.

Äîêàçàòåëñòâî. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî s. Ïðè s = 1 èçáèðàìå r = 1 è
ïîëó÷àâàìå x1 = y1. Äà äîïóñíåì, ÷å òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà s = t. Ïðè s = t+ 1 áåç îãðàíè÷åíèå
ïðèåìàìå, ÷å xt+1 < yt+1. Òîãàâà(

x1
yt+1

)r
+ · · ·+

(
xt+1

yt+1

)r
=

(
y1
yt+1

)r
+

(
yt
yt+1

)r
+ 1 ≥ 1.

Òúé êàòî 0 <
xi
yt+1

< 1 çà 1 ≤ i ≤ t + 1 ïðè r → ∞ ãîðíîòî ðàâåíñòâî äàâà 0 ≥ 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëåäîâàòåëíî xt+1 = yt+1, ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî íà ëåìàòà å çàâúðøåíî.

Îò ëåìàòà ñëåäâà (çà s = 4), ÷å ÷èñëàòà a2b1, a3b1 è a3b2 ñà ðàâíè â íÿêàêúâ ðåä íà a1b2, a1b3
è a2b3. Òúé êàòî øåñòòå ÷èñëà ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè, íå å òðóäíî äà ñå óñòàíîâè, ÷å ñà íàëèöå
òî÷íî äâå âúçìîæíîñòè: a2b1 = a3b2 = a1b3 è a3b1 = a1b2 = a2b3 èëè a2b1 = a1b2, a3b1 = a1b3 è
a3b2 = a2b3.

Ñëó÷àé 1. Àêî a2b1 = a3b2 = a1b3 è a3b1 = a1b2 = a2b3, òî

a2b1
a3b1

=
a3b2
a1b2

=
a1b3
a2b3

,

îòêúäåòî
a2
a3

=
a3
a1

=
a1
a2

= t. Òîãàâà t2 = t, ò.å. t = 1, è a1 = a2, ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2. Àêî a2b1 = a1b2, a3b1 = a1b3 è a3b2 = a2b3, òî
b1
a1

=
b2
a2

=
b3
a3

è íåêà
b1
a1

=
k

l
, (k, l) = 1.

Ïîëó÷àâàìå bi =
k

l
ai, çà i = 1, 2, 3. Îò 2b1 + b2 =

k

l
(2a1 + a2) è óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà (çà n = 1)

èìàìå 2a1 + a2 äåëè 2b1 + b2, ò. å.
k

l
å öÿëî ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëíî l = 1 è bi = kai, çà i = 1, 2, 3.
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