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Çàäà÷èòå, â êîèòî ñå èçèñêâà èçñëåäâàíå è/èëè íàìèðàíå íà
öåëîçíà÷íè ôóíêöèè, ïðåäïîëàãàò èçïîëçâàíå íà àðãóìåíòè íå
ñàìî îò òåîðèÿòà íà ÷èñëàòà (äåëèìîñò, èíäóêöèÿ), íî è îò
êîìáèíàòîðèêàòà (áðîåíå, èçáîð íà åêñòðåìàëåí åëåìåíò,
âçàèìíîåäíîçíà÷íî ñúîòâåòñòâèå) è àíàëèçà (îöåíêà, ìîíîòîííîñò,
èíåêòèâíîñò). Ïîíÿêîãà å ïî-ëåñíî äà ñå ðàçáåðå ïîâåäåíèåòî íà
èçñëåäâàíàòà ôóíêöèÿ â "ïî-óäîáíî" çà èçñëåäâàíå ìíîæåñòâî
(íàïðèìåð íàìèðàíå íà âàæíè ñòîéíîñòè, èçñëåäâàíå çà ÷åòíèòå
èëè íå÷åòíèòå ÷èñëà, çà ïðîñòèòå ÷èñëà è ò.í.).
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Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 1. (Ðóìúíèÿ 2004, 9 êëàñ) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ñòðîãî
ðàñòÿùè ôóíêöèè

f : {1,2,3, . . . ,10} → {1,2,3 . . . ,100},

çà êîèòî
x + y |xf (x) + yf (y)

çà âñåêè äâå ÷èñëà x , y ∈ {1,2,3, . . . ,10}.
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Çàäà÷à 1.

Ðåøåíèå.

x + y |xf (x) + yf (y) = (x + y)f (x) + y(f (y)− f (x)),

=⇒ x + y |y(f (y)− f (x)).

Ïîëàãàìå y = x + 1 =⇒ 2x + 1|(x + 1)(f (x + 1)− f (x))

=⇒ 2x + 1|f (x + 1)− f (x).

=⇒ f (x + 1)− f (x) ≥ 2x + 1 ⇐⇒ f (x + 1) ≥ f (x) + 2x + 1.

=⇒ f (1) ≥ 1, f (2) ≥ 4, f (3) ≥ 9, . . . , f (x) ≥ x2 ∀x
Íî, îò äðóãà ñòðàíà, f (10) ≤ 100

=⇒ f (10) = 100 =⇒ f (9) = 81, . . . f (1) = 1

Îêîí÷àòåëíî f (x) = x2, êàòî ëåñíî ñå âèæäà, ÷å òàçè ôóíêöèÿ èìà
èñêàíîòî ñâîéñòâî.
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Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 2. (Øîðòëèñò ÌÎÌ 2016) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíêöèè
f : N→ N ñúñ ñëåäíoòo ñâîéñòâo:

çà âñÿêà äâîéêà (m,n) îò åñòåñòâåíè ÷èñëà

=⇒ f (m) + f (n)−mn|mf (m) + nf (n).
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Çàäà÷à 2.

Ðåøåíèå. m = n = 1 =⇒ f (1) = 1

n = p å ïðîñòî è m = 1

=⇒ f (p)− p + 1|pf (p) + 1 = p(f (p)− p + 1) + p2 − p + 1

=⇒ f (p)− p + 1|p2 − p + 1.

Àêî f (p)− p + 1 = p2 − p + 1, òî f (p) = p2, â ïðîòèâåí ñëó÷àé
(îöåíêà)

f (p)− p + 1 ≤ p2 − p + 1
3

⇐⇒ f (p) ≤ p2 + 2p − 2
3

. (1)

m = n = p =⇒ 2f (p)− p2|p3

Òàçè äåëèìîñò îáà÷å ïðîòèâîðå÷è íà (1) ïðè p ≥ 7. Äåéñòâèòåëíî,

−p2 < 2f (p)− p2 ≤ −p

çà p ≥ 7. Ñëåäîâàòåëíî f (p) = p2 çà âñÿêî ïðîñòî p ≥ 7.
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Çàäà÷à 2.

n � ôèêñèðàíî, p � äîñòàòú÷íî ãîëÿìî ïðîñòî ÷èñëî.

m = p =⇒

p2 + f (n)− pn|p3 + nf (n) = p(p2 − pn + n2) + n(p2 + f (n)− pn)

=⇒ p2 + f (n)− pn|p(p2 − pn + n2)

Íî (p,p2 + f (n)− pn) = (p, f (n)) = 1 çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî p

=⇒ p2 + f (n)− pn|p2 − pn + n2

=⇒ p2 + f (n)− pn|p2 − pn + n2 = (p2 + f (n)− pn)− (f (n)− n2)

=⇒ p2 + f (n)− pn|f (n)− n2

Ñåãà å ÿñíî, ÷å f (n) = n2.
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Çàäà÷à 3.

Çàäà÷à 3. (MOM 1998) Ðàçãëåæäàìå âñè÷êè ôóíêöèè f : N→ N, çà
êîèòî

f (n2f (m)) = mf 2(n)

çà âñåêè äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà m è n.
Äà ñå íàìåðè íàé-ìàëêàòà âúçìîæíà ñòîéíîñò íà f (1998).
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Çàäà÷à 3.

Ðåøåíèå. Äà ïîëîæèì f (1) = x .

n = 1 =⇒ f (f (m)) = x2m

m = 1 =⇒ f (xn2) = f 2(n)

Èçïîëçâàìå òåçè äâå ðàâåíñòâa è óñëîâèåòî:

f 2(m)f 2(n) = f 2(m)f (xn2) = f (m2f (f (xn2)))

= f (m2x3n2) = f (x(xmn)2) = f 2(xmn)

=⇒ f (xmn) = f (m)f (n) =⇒ f (xm) = xf (m) =⇒ f (m)f (n) = xf (mn)

Ùå äîêàæåì, ÷å x |f (m) çà âñÿêî åñòåñòâåíî m
p � ïðîñòî ÷èñëî, s è t � ñúîòâåòíî ñòåïåíèòå íà p â êàíîíè÷íèòå
ðàçëàãàíèÿ íà x è f (m)
Ïî èíäóêöèÿ =⇒ f k (m) = xk−1f (mk )
=⇒ kt ≥ (k − 1)s∀k =⇒ t ≥ s =⇒ x |f (m)
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Çàäà÷à 3.

Ïîëàãàìå g(m) =
f (m)

x
=⇒

g(1) = 1, g(mn) = g(m)g(n), g(g(m)) = m

(g å ñèëíî ìóëòèïëèêàòèâíà è å èíâîëþöèÿ) =⇒ g å è áèåêöèÿ

Ùå äîêàæåì, ÷å g ïðèåìà ïðîñòè ñòîéíîñòè â ïðîñòèòå ÷èñëà
p � ïðîñòî, äîïóñêàìå g(p) = uv çà íÿêîè öåëè u, v > 1

p = g(g(p)) = g(uv) = g(u)g(v),

=⇒ íÿêîå îò ÷èñëàòà g(u) èëè g(v) e ðàâíî íà 1, ïðîòèâîðå÷èå ñ
èíåêòèâíîñòòà íà g.
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Çàäà÷à 3.

g ïðèåìà ðàçëè÷íè ïðîñòè ñòîéíîñòè â ïðîñòèòå ÷èñëà =⇒

f (1998) = f (1)g(1998) = f (1)g(2)g3(3)g(37) ≥ 23.3.5 = 120.

Ðàâåíñòâî ñå äîñòèãà íàïðèìåð ïðè f (1) = 1 (ò.å. f = g), f (2) = 3,
f (3) = 2, f (5) = 37, f (37) = 5 è f (p) = p çà âñÿêî ïðîñòî
p 6∈ {2,3,5,37}

f (n) ñå ñòðîè ïî ñèëíàòà ìóëòèïëèêàòèâíîñò, ò.å. àêî

n = pr1
1 pr2

2 . . . p
rl
l

e êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà n, òî

f (n) = f r1 (p1)f r2 (p2) . . . f rl (pl ).
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Çàäà÷à 4.

Çàäà÷à 4. (Èðàí 2008) Äàäåíî å åñòåñòâåíî ÷èñëî k . Äà ñå íàìåðÿò
âñè÷êè ôóíêöèè f : N→ N, òàêèâà, ÷å ïðè ïðîèçâîëíè m,n ∈ N
èìàìå

f (m) + f (n)|(m + n)k .
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Çàäà÷à 4.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å f å èíåêöèÿ.

Äà äîïóñíåì, ÷å a 6= b, íî f (a) = f (b).

Îò óñëîâèåòî

f (a) + f (n)|(a + n)k , f (b) + f (n)|(b + n)k

ñëåäâà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî n ÷èñëàòà (a + n)k è (b + n)k èìàò
îáù äåëèòåë f (a) + f (n) > 1.

Òîâà îáà÷å å íåâúçìîæíî ïðè (a + n,b + n) = 1 (êîåòî ñå ñëó÷âà
íàïðèìåð àêî n > |a− b| å ïðîñòî ÷èñëî), ïðîòèâîðå÷èå.
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Çàäà÷à 4.

Ùå äîêàæåì, ÷å f (a + 1)− f (a) = ±1.

Îò óñëîâèåòî:

f (a) + f (n)|(a + n)k , f (a + 1) + f (n)|(a + 1 + n)k

è (a + n,a + 1 + n) = 1 ñëåäâà, ÷å (f (a) + f (n), f (a + 1) + f (n)) = 1,
îòêúäåòî (f (a) + f (n), f (a + 1)− f (a)) = 1.

Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî íà f (a + 1)− f (a) = ±1

p � ïðîñò äåëèòåë íà ÷èñëîòî f (a + 1)− f (a).

n = pb − a =⇒
f (a) + f (n)|(n + a)k = pbk ,

=⇒ p|f (a) + f (n)

ïðîòèâîðå÷èå ñ ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå (f (a) + f (n), f (a + 1)− f (a)) = 1.
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Çàäà÷à 4.

f (a + 1)− f (a) = ±1 =⇒ f (a + 1)− f (a) å âèíàãè 1 èëè âèíàãè −1
(çàùîòî ñìÿíàòà íà çíàêà íà íÿêîå ìÿñòî ïðîòèâîðå÷è íà
èíåêòèâíîñòòà íà f ).

Íî âèíàãè f (a + 1)− f (a) = −1 å íåâúçìîæíî, çàùîòî f ïðèåìà
ñàìî åñòåñòâåíè ñòîéíîñòè.

Ñëåäîâàòåëíî f (a + 1)− f (a) = 1 çà âñÿêî åñòåñòâåíî a.

Àêî f (1) = 1 + c çà íÿêîå öÿëî íåîòðèöàòåëíî c, òî î÷åâèäíà
èíäóêöèÿ äàâà f (n) = n + c çà âñÿêî åñòåñòâåíî n.

Äà äîïóñíåì, ÷å c 6= 0 è äà èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî p > 2c. Òîãàâà

p + 2c = f (1) + f (p − 1)|pk ,

êîåòî å íåâúçìîæíî.

Ñëåäîâàòåëíî c = 0 è f (n) = n, êàòî î÷åâèäíî òàçè ôóíêöèÿ å
ðåøåíèå íà çàäà÷àòà.
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Çàäà÷à 5.

Çàäà÷à 5. (RMM 2011) Çà åñòåñòâåíî ÷èñëî n îçíà÷àâàìå ñ Ω(n)
áðîÿò íà ïðîñòèòå äåëèòåëè íà n, ñ÷èòàíè ñ êðàòíîñòèòå èì. Íåêà
λ(n) = (−1)Ω(n) (íàïðèìåð λ(12) = λ(22.31) = (−1)2+1 = −1). Äà
ñå äîêàæàò ñëåäíèòå äâå òâúðäåíèÿ:

à) Ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî
λ(n) = λ(n + 1) = 1;

á) Ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà êîèòî
λ(n) = λ(n + 1) = −1.
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Çàäà÷à 5.

à,á) Íåêà ε ∈ {−1,1}.

Î÷åâèäíî ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî åñòåñòâåíè ÷èñëà n, çà
êîèòî λ(2n + 1) = ε (ïðîñòî äà âçåìåì 2n + 1 êàòî ïðîèçâåäåíèå
íà ïîäõîäÿù áðîé íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà).

Àêî λ(2n) = ε èëè λ(2n + 2) = ε, ñúîòâåòíàòà äâîéêè èçìåæäó
(2n,2n + 1) è (2n + 1,2n + 2) âúðøè ðàáîòà.

Àêî ïúê λ(2n) = λ(2n + 2) = −ε, òî λ(n) = λ(n + 1) = ε.

Âñúùíîñò äîêàçàõìå, ÷å çà âñÿêî òàêîâà n, ïîíå åäíà îò äâîéêèòå
(n,n + 1), (2n,2n + 1) è (2n + 1,2n + 2) âúðøè ðàáîòà çà
èçáðàíîòî ε.
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