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Ñèìâîë íà Ëüîæàíäúð

Íåêà p > 2 å ïðîñòî ÷èñëî è a å öÿëî ÷èñëî, êàòî (a,p) = 1.

Äåôèíèöèÿ. Äåôèíèðàìå ñèìâîë íà Ëüîæàíäúð ïî ñëåäíèÿ íà÷èí(
a
p

)
=

{
1, àêî a å êâàäðàòè÷åí îñòàòúê ïî ìîäóë p
−1, àêî a å êâàäðàòè÷åí íåîñòàòúê ïî ìîäóë p

.

Íàïðèìåð èìàìå

(
1
p

)
= 1 çà âñÿêî p è

(
−1
p

)
=

{
1, àêî p ≡ 1 (mod 4)
−1, àêî p ≡ 3 (mod 4)

.
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Ñèìâîë íà Ëüîæàíäúð

Åëåìåíòàðíè ñâîéñòâà íà ñèìâîëà íà Ëüîæàíäúð:

Òåîðåìà 1. à) Àêî a ≡ b (mod p), òî
(

a
p

)
=

(
b
p

)
.

á)

(
a2

p

)
= 1.

â) a
p−1

2 ≡
(

a
p

)
(mod p) (òîâà âñúùíîñò å äðóã çàïèñ íà êðèòåðèÿ

íà Îéëåð).

ã)

(
a1a2 . . . an

p

)
=

(
a1

p

)(
a2

p

)
· · ·
(

an

p

)
.

ä) Àêî

(
a
p

)
=

(
b
p

)
, òî

(
ab
p

)
= 1 (ò.å. ïðîèçâåäåíèåòî íà äâà

êâàäðàòè÷íè îñòàòúêà (íåîñòàòúêà) âèíàãè å êâàäðàòè÷åí
îñòàòúê).
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Ëåìà íà Àéçåíùàéí

Òåîðåìà 2. (Ëåìà íà Àéçåíùàéí) Íåêà p è q ñà ðàçëè÷íè íå÷åòíè
ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà

(−1)k =

(
q
p

)
,

êúäåòî k =
∑

j≤p−1, j is even

[
jq
p

]
.



Ï. Áîéâàëåíêîâ, ÈÌÈ-ÁÀÍ

Ëåìà íà Àéçåíùàéí

Äîêàçàòåëñòâî. Íåêà x äà îáõîæäà ÷åòíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà,
ïî-ìàëêè îò p, è ñ r(x) äà îçíà÷èì îñòàòúêà îò äåëåíèåòî íà qx íà
p (â ÷àñòíîñò, èìàìå r(x) ≡ qx (mod p)).

Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà (−1)r(x)r(x) ïî ìîäóë p. ßñíî å, ÷å òåçè
÷èñëà ñà ÷åòíè (àêî r(x) å ÷åòíî, òîâà å î÷åâèäíî, à àêî r(x) å
íå÷åòíî, òî (−1)r(x)r(x) ≡ p − r(x) (mod p)).

Îñâåí òîâà òå ñà ðàçëè÷íè. Äåéñòâèòåëíî, àêî
(−1)r(x)r(x) ≡ (−1)r(y)r(y) (mod p), òî x ≡ ±y (mod p) è çíà÷è
p|x − y èëè p|(x + y)/2 < p − 1, ïðîòèâîðå÷èå è â äâàòà ñëó÷àÿ
(èçïîëçâàõìå, ÷å 2|x è 2|y è x 6= y).
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Ëåìà íà Àéçåíùàéí

Îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å ÷èñëàòà (−1)r(x)r(x) ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè
ïî ìîäóë p è âñúùíîñò îáðàçóâàò (ïî ìîäóë p) ìíîæåñòâîòî
{2,4, . . . ,p − 1}. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å å èçïúëíåíî ñðàâíåíèåòî

(−1)r(2)r(2)(−1)r(4)r(4) . . . (−1)r(p−1)r(p−1) ≡ 2.4 . . . (p−1) (mod p),

îòêúäåòî

(−1)r(2)+r(4)+···+r(p−1)(2q)(4q) . . . ((p − 1)q) ≡ 2.4 . . . (p − 1) (mod p)

⇐⇒ (−1)r(2)+r(4)+···+r(p−1)q
p−1

2 ≡ 1 (mod p)

⇐⇒ (−1)r(2)+r(4)+···+r(p−1) ≡ q
p−1

2 (mod p).

Îñòàâà äà âèäèì, ÷å ÷èñëàòà r(x) è [qx/p] ñà îò åäíàêâà ÷åòíîñò,
êîåòî, çàåäíî ñ Òåîðåìà 1â), íè äàâà èñêàíèÿ ðåçóëòàò. �
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Êâàäðàòè÷åí çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò

Òåîðåìà 3. (Êâàäðàòè÷åí çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò) Íåêà p è q ñà
ðàçëè÷íè íå÷åòíè ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà å â ñèëà ðàâåíñòâîòî

(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)

(p−1)(q−1)
4 .
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Êâàäðàòè÷åí çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò

Äîêàçàòåëñòâî. (Àéçåíùàéí) Äà ðàçãëåäàìå â ïðàâîúãúëíà
êîîðäèíàòíà ñèñòåìà ïðàâîúãúëíèêà ABCD ñ âúðõîâå ñúîòâåòíî
(0,0), (p,0), (0,q) è (p,q).

Äà çàáåëåæèì, ÷å
(p − 1)(q − 1)

4
âñúùíîñò å áðîÿò òî÷êè ñ öåëè

êîîðäèíàòè âúòðå â ïðàâîúãúëíèêà AKLM, êúäåòî K = (p/2,0),
L = (p/2,q/2) è M = (0,q/2).

Äà îòáåëåæèì îùå, ÷å âúâ âúòðåøíîñòòà íà îòñå÷êàòà AC íÿìà
öåëî÷èñëåíè òî÷êè.
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Êâàäðàòè÷åí çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò

×àñòòà çà j < p/2 îò ñòåïåííèÿ ïîêàçàòåë (ñóìàòà) îòëÿâî â
ëåìàòà íà Àéçåíùàéí áðîè öåëî÷èñëåíèòå òî÷êè ñ ÷åòíè àáñöèñè
âúâ âúòðåøíîñòòà íà òðèúãúëíèêà AKL.

Çà j > p/2 ñúùàòà ñóìà ïúê áðîè öåëî÷èñëåíèòå òî÷êè ñ ÷åòíè
àáñöèñè â ÷åòèðèúãúëíèêà KBCL.

Ïîñëåäíèÿò áðîé èìà ñúùàòà ÷åòíîñò, êàêâàòî èìà áðîÿò íà
öåëî÷èñëåíèòå òî÷êè ñ ÷åòíè àáñöèñè âúâ âúòðåøíîñòòà íà
òðèúãúëíèêà CLN, êúäåòî N = (p/2,q).

Ïîðàäè ñèìåòðèÿòà ñïðÿìî L çàêëþ÷àâàìå, ÷å∑
j≤p−1, j is even

[
jq
p

]
≡ s (mod 2),

êúäåòî s e áðîÿò íà òî÷êèòå ñ öåëè êîîðäèíàòè â AKL.
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Êâàäðàòè÷åí çàêîí çà ðåöèïðî÷íîñò

Ðàçìÿíàòà íà ðîëèòå íà p è q â ëåìàòà íà Àéçåíùàéí è
àíàëîãè÷íî íà ãîðíîòî ðàçñúæäåíèå íè äàâà, ÷å∑

j≤q−1, j is even

[
jp
q

]
≡ t (mod 2),

êúäåòî t å áðîÿò íà öåëî÷èñëåíè òî÷êè âúâ âúòðåøíîñòòà íà ALM.

Ïîëó÷åíèòå äâå ñðàâíåíèÿ, ðàâåíñòâîòî s + t =
(p − 1)(q − 1)

4
è

ëåìàòà íà Àéçåíùàéí íè äàâàò èñêàíîòî(
p
q

)(
q
p

)
= (−1)s+t = (−1)

(p−1)(q−1)
4 ,

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî. �
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Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 1. Çà äàäåíè åñòåñòâåíî ÷èñëî n è ïðîñòî ÷èñëî p > n
îçíà÷àâàìå ñ fp(n) áðîÿ íà ÷èñëàòà îò ìíîæåñòâîòî {1,2, . . . ,n},
êîèòî ñà êâàäðàòè÷íè îñòàòúöè ïî ìîäóë p. Åñòåñòâåíîòî ÷èñëî n
ñå íàðè÷à ñïîêîéíî ïî îòíîøåíèå íà êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè

(ÑÏÎÊÎ), àêî çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p > n èìàìå fp(n) ≥
n
2
.

Äà ñå îïðåäåëè äàëè 100 å ÑÏÎÊÎ.
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Çàäà÷à 1.

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì, ÷å 100 íå å ñïîêîéíî ïî îòíîøåíèå íà
êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè. Çà öåëòà å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å
fp(100) ≤ 49 çà íÿêîå ïðîñòî p > 100.

Èäåÿòà å äà èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî p, êîåòî å ìàëêî ïî-ãîëÿìî îò
100 è äà óñòàíîâèì, ÷å êâàäðàòè÷íèòå îñòàòúöè â èíòåðâàëà
[101,p − 1] ñà ïîâå÷å îò ïîëîâèíàòà. Òúé êàòî êâàäðàòè÷íèòå
îñòàòúöè â [1,p − 1] ñà òî÷íî ïîëîâèíàòà, òîâà ùå îçíà÷àâà, ÷å
òåçè â [1,100] ñà ïî-ìàëêî îò ïîëîâèíàòà, ò.å. fp(100) ≤ 49 è çíà÷è
100 íå å ÑÏÎÊÎ.

×èñëîòî p = 109 èìà èñêàíèòå ñâîéñòâà. Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà,
÷å ÷èñëàòà 102, 104, 105, 106 è 108 ñà êâàäðàòè÷íè îñòàòúöè ïî
ìîäóë 109.
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Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 1. Íåêà k = 22n
+ 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å k å ïðîñòî òîãàâà è

ñàìî òîãàâà, êîãàòî k |3 k−1
2 + 1.
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Çàäà÷à 2.

Íåêà k |3 k−1
2 + 1. Òîãàâà ïîêàçàòåëÿò íà 3 ïî ìîäóë k å k − 1 = 22n

,
ò.å. k − 1|ϕ(k) è ñëåäîâàòåëíî ϕ(k) = k − 1, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å k å
ïðîñòî ÷èñëî.
Îáðàòíî, íåêà k å ïðîñòî ÷èñëî. Îò êâàäðàòè÷íèÿ çàêîí çà
ðåöèïðî÷íîñò ñëåäâà, ÷å(

3
k

)
=

(
k
3

)
(−1)

22n

2 =

(
k
3

)
= −1,

òúé êàòî k ≡ 2 (mod 3). Ñåãà òâúðäåíèåòî ñëåäâà îò êðèòåðèÿ íà
Îéëåð.
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Çàäà÷à 1.
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Çàäà÷à 3.


