
Ëèôòèíã

Çàäà÷à 1. (ßïîíèÿ 2010, 2) Íåêà k å åñòåñòâåíî ÷èñëî è m å öÿëî íå÷åòíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå,
÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî n, çà êîåòî 2k äåëè nn −m.

Ðåøåíèå.Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî k. Ïðè k = 1 ìîæåì äà âçåìåì n íå÷åòíî. Íåêà
n0 ∈ N å òàêîâà, ÷å nn0

0 ≡ m (mod 2k). Î÷åâèäíî n0 å íå÷åòíî.

Àêî nn0
0 ≡ m (mod 2k+1), íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå äîêàæåì, ÷å n = n0+2k

âúðøè ðàáîòà.

Èìàìå nn0
0 −m = d2k, êúäåòî d å íå÷åòíî è ñëåäîâàòåëíî nn0

0 −m−2k = (d−1)2k ñå äåëè íà 2k+1.

Îò òåîðåìàòà íà Îéëåð ñëåäâà, ÷å n2k ≡ 1 (mod 2k+1). Òîãàâà

nn = nn0+2k = nn0n2k ≡ nn0 ≡ (n0 + 2k)n0 ≡ nn0
0 +

(
n0

1

)
nn0−1
0 2k

≡ m+ 2k + nn0
0 2k = m+ (nn0

0 + 1)2k (mod 2k+1).

Ñëåäîâàòåëíî nn −m ≡ (nn0
0 + 1)2k ≡ 0 (mod 2k+1).

Çàäà÷à 2. Íåêà n ≥ 2 å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî m, çà
êîåòî 3n||m3 + 17.

Ðåøåíèå. Ïðè n = 2 èìàìå m = 1. Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà íÿêîå n ≥ 2, ò.å. èìàìå m ∈ N,
çà êîåòî m3 + 17 = 3n(3q + r), êúäåòî q ∈ N, r ∈ {1, 2}. Äà îòáåëåæèì, ÷å m íå ñå äåëè íà 3 è çíà÷è
m2 ≡ 1 (mod 3).

Ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà s ∈ {1, 2}, çà êîåòî (m+ s3n−1)3 +17 ≡ 0 (mod 3n+1). Äåéñòâèòåëíî,
èìàìå

(m+ s3n−1)3 + 17 = m3 + 17 + 3nm2s+ 32n−1ms2 + 33n−3s3 ≡ 3n(r + s) (mod 3n+1)

è ñëåäîâàòåëíî òðÿáâà äà èçáåðåì s = 3− r.

Íåêà x1 = m+ 3n−1(3− r) è x2 = x1 + 3n == m+ 3n−1(6− r). Òîãàâà îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å 3n+1

äåëè x3
1 + 17 è x3

2 + 17. Ùå äîêàæåì, ÷å ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà x3
1 + 17 è x3

2 + 17 íå ñå äåëè íà 3n+2,
îòêúäåòî ùå ñëåäâà èñêàíîòî. Äà äîïóñíåì çà ìîìåíò ïðîòèâíîòî. Òîãàâà èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî

0 ≡ x3
2 + 17 = (x1 + 3n)3 + 17 = x3

1 + 17 + 3n+1x2
1 + 32n+1x1 + 33n ≡ 3n+1 (mod 3n+2),

ïðîòèâîðå÷èå (èçïîëçâàõìå x2
1 ≡ 1 (mod 3)).

Çàäà÷à 3. Íåêà f(x) å ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè è áåç êðàòíè êîðåíè. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà
âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà p, çà êîèòî ordp(f(x)) = k çà
íÿêîå öÿëî x. (Ñ ordp(n) îçíà÷àâàìå ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà p, êîÿòî äåëè n.)

Ðåøåíèå. Íåêà f(x) = bkx
k+bk−1x

k−1+· · ·+b1x+b0. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî
ìíîãî ïðîñòè ÷èñëà, êîèòî äåëÿò f(x), x ∈ Z. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è íåêà p1, p2, . . . , ps ñà âñè÷êè
ïðîñòè ÷èñëà, êîèòî äåëÿò f(x), x ∈ Z. Òîãàâà ÷èñëîòî

f(b0tp1p2 . . . ps) = b0(bktb
k−1
0 (p1p2 . . . ps)

k + · · ·+ b1tp1p2 . . . ps + 1) = A(t)p1p2 . . . ps + 1,

êúäåòî A(t) å öÿëî ÷èñëî, A(t) 6= 0 çà íÿêîå öÿëî t, ñå äåëè íà ïðîñòî ÷èñëî, ðàçëè÷íî îò p1, p2, . . . , ps,
ïðîòèâîðå÷èå. Äà îçíà÷èì ïîëó÷åíîòî áåçêðàéíî ìíîæåñòâî ñ P (f).

Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å (f, f ′) = const 6= 0 (òóê f ′ å ïðîèçâîäíàòà íà f). Òîãàâà ñúùåñòâóâàò
ïîëèíîìè ñ öåëè êîåôèöèåíòè g è h, òàêèâà, ÷å f(x)g(x) + f ′(x)h(x) = a, a 6= 0 å öÿëî ÷èñëî.
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Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å çà âñÿêî p ∈ P (f) ñ p > |a| ñúùåñòâóâà öÿëî ÷èñëî x0, òàêîâà, ÷å
ordp(f(x0)) = k. Îò p > |a| è p|f(x0) ñëåäâà, ÷å (p, f ′(x0)) = 1.

Àêî pα|f(x0), ùå äîêàæåì, ÷å ñúùåñòâóâà öÿëî x1, çà êîåòî pα+1|f(x1). Çà x1 = tpα + x0 è s ≥ 1
èìàìå

xs1 = (tpα + x0)
s ≡ stpαxs−10 + xs0 (mod pα+1).

Îò òåçè ñðàâíåíèÿ ñëåäâà, ÷å f(x1) = f(tpα + x0) ≡ tpαf ′(x0) + f(x0) (mod pα+1). Îò (p, f ′(x0)) = 1

ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà öÿëî t, çà êîåòî tf ′(x0) +
f(x0)
pα ≡ 0 (mod p). Çà òàêîâà t èìàìå pα+1|f(x1).

Âå÷å ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å pk|f(x0). Àêî èìàìå è pk+1|f(x0), çà x2 = x0+ pk êàêòî ïî-ãîðå èìàìå

f(x2) = f(x0 + pk) ≡ pkf ′(x0) + f(x0) (mod pk+1)

è î÷åâèäíî ordp(f(x2)) = k.

Çàäà÷à 4. Äàäåíè ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà m ≥ 3 è s ≥ 2, êàòî s íå ñå äåëè íà 2[
m+1

2 ]. Äà ñå äîêàæå,
÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî n, òàêîâà, ÷å ÷èñëîòî n2k − 2m + 1 å
òî÷íà s-òà ñòåïåí íà åñòåñòâåíî ÷èñëî.

Ðåùåíèå. Äîñòàòú÷íî å äà ïîêàæåì, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî k ñðàâíåíèåòî xs ≡ 1 − 2m (mod 2k)
èìà ðåøåíèå xk. Ïðè k ≤ m òîâà å î÷åâèäíî � ìîæåì äà âçåìåì x1 = x2 = · · · = xm = 1.

Àêî xk å ðåøåíèå ïðè íÿêîå k ≥ m, ùå êîíñòðóèðàìå ðåøåíèå xk+1 çà k + 1. Àêî xsk ≡ 1 − 2m

(mod 2k+1), ïîëàãàìå xk+1 = xk. Àêî xsk 6≡ 1− 2m (mod 2k+1), òî xsk ≡ 1− 2m + 2k (mod 2k+1).

Íåêà s = 2ab, êúäåòî b å íå÷åòíî ÷èñëî, à a ≤
[
m+1
2

]
− 1, ò.å. a+1 ≤ m+1

2 ⇐⇒ 2a+1 ≤ m. Òîãàâà
ïîëàãàìå xk+1 = xk + 2k−a. Èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî

xsk+1 = (xk + 2k−a)s ≡ xsk + sxs−1k 2k−a

≡ 1− 2m + 2k(1 + bxs−1k ) ≡ 1− 2m (mod 2k+1)

(èçïîëçâàõìå, ÷å 2(k − a) ≥ k + 1 ⇐⇒ k ≥ 2a+ 1, êîåòî ñëåäâà îò k ≥ m ≥ 2a+ 1 è ÷å ÷èñëàòà b è
xk ñà íå÷åòíè).
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