
Ïîäãîòîâêà çà ÌÎÌ2019

Ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñò ìîäóë ñ åäíî íåèçâåñòíî

Äà ðàçãëåäàìå ñðàâíåíèÿ îò âèäà f(x) ≡ 0 (mod p), êúäåòî p å ïðîñòî ÷èñëî, à f(x) = c0x
n +

c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn å ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè, êàòî (c0, p) = 1.

Ëåìà 1. Ñðàâíåíèåòî c0x
n+c1x

n−1+ · · ·+cn−1x+cn ≡ 0 (mod m) å åêâèâàëåíòíî íà ñðàâíåíèå
îò âèäà

xn + b1x
n−1 + · · ·+ bn−1x+ bn ≡ 0 (mod m).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîñòàòú÷íî äà óìíîæèì äâåòå ñòðàíè íà äàäåíîòî ñðàâíåíèå ñ ÷èñëî îò êëàñà,
êîéòî å ðåøåíèå íà ñðàâíåíèåòî c0y ≡ 1 (mod p). Òúé êàòî (c0, p) = 1, òàêîâà ðåøåíèå èìà.

Ëåìà 2. Àêî f(x) è g(x) ñà ïîëèíîìè ñ öåëè êîåôèöèåíòè, òî

f(x) ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ f(x)− (xp − x)g(x) ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî: Äîñòàòú÷íî äà îòáåëåæèì, ÷å xp − x ≡ 0 (mod p) çà âñÿêî öÿëî x ñúãëàñíî
òåîðåìàòà íà Ôåðìà.

Ëåìà 3. Àêî ñòåïåíòà íà f(x) å ïî-ãîëÿìà èëè ðàâíà íà p è

f(x) = (xp − x)g(x) + r(x),

êúäåòî ñòåïåíòà íà r(x) å ïî-ìàëêà îò p, òî

f(x) ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ r(x) ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî: Ñëåäâà îò Ëåìà 2.

Ëåìà 4. Àêî ïîëèíîìèòå ñ öåëè êîåôèöèåíòè f(x), g(x), h(x) è r(x) ñà òàêèâà, ÷å f(x) =
g(x)h(x) + r(x) è âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà r(x) ñå äåëÿò íà p, òî âñÿêî ÷èñëî, êîåòî óäîâëåòâîðÿâà
ñðàâíåíèåòî f(x) ≡ 0 (mod p), óäîâëåòâîðÿâà è ïîíå åäíî îò ñðàâíåíèÿòà g(x) ≡ 0 (mod p) è
h(x) ≡ 0 (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî: ßñíî å, ÷å r(x) ≡ 0 (mod p) çà âñÿêî x. Òîãàâà îò f(x0) ≡ 0 (mod p) ñëåäâà,
÷å g(x0)h(x0) ≡ 0 (mod p), ò.å. p äåëè ïðîèçâåäåíèåòî g(x0)h(x0), ò.å. p äåëè ïîíå åäíî îò ÷èñëàòà
g(x0) è h(x0). Îáðàòíî, àêî x0 å ðåøåíèå íà íÿêîå îò ñðàâíåíèÿòà g(x) ≡ 0 (mod p) è h(x) ≡ 0
(mod p), òî p äåëè g(x0)h(x0), ò.å.

f(x0) = g(x0)h(x0) + r(x0) ≡ 0 (mod p).

Òåîðåìà 1. Ñðàâíåíèåòî

f(x) = c0x
n + c1x

n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn ≡ 0 (mod p),

êúäåòî (c0, p) = 1, èìà íå ïîâå÷å îò n ðåøåíèÿ.

Äîêàçàòåëñòâî: Ùå ïðîâåäåì èíäóêöèÿ ïî ñòåïåíòà íà ñðàâíåíèåòî n. Ïðè n = 1 òâúðäåíèåòî
å âÿðíî. Íåêà n ≥ 2 è òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà ñðàâíåíèÿ îò ñòåïåí n− 1.

Àêî f(x) ≡ 0 (mod p) íÿìà ðåøåíèå, òâúðäåíèåòî å âÿðíî. Íåêà x0 å öÿëî ÷èñëî, çà êîåòî
f(x0) ≡ 0 (mod p) è äà ïðåäñòàâèì f(x) âúâ âèäà

f(x) = (x− x0)g(x) + f(x0)

1



(òîâà ïðåäñòàâÿíå ñúùî ñå íàðè÷à Òåîðåìà íà Áåçó). Ïîëèíîìúò g(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + · · · +
bn−2x+ bn−1 å îò ñòåïåí n− 1 è î÷åâèäíî c0 = b0, ò.å. (b0, p) = 1.

Ñúãëàñíî Ëåìà 4 âñÿêî ðåøåíèå íà f(x) ≡ 0 (mod p) å ðåøåíèå íà g(x) ≡ 0 (mod p) èëè íà
x− x0 ≡ 0 (mod p). Îò èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñëåäâà, ÷å g(x) ≡ 0 (mod p) èìà íàé-ìíîãî
n−1 ðåøåíèÿ, à ëèíåéíîòî ñðàâíåíèå x−x0 ≡ 0 (mod p) èìà åäèíñòâåíî ðåøåíèå x ≡ x0 (mod p).
Ñëåäîâàòåëíî ñðàâíåíèåòî f(x) ≡ 0 (mod p) èìà íå ïîâå÷å îò (n− 1) + 1 = n ðåøåíèÿ.

Äà îòáåëåæèì, ÷å òâúðäåíèåòî íà Òåîðåìà 1 íå å âÿðíî çà ñúñòàâåí ìîäóë. Íàïðèìåð ñðàâíå-
íèåòî x2 − 3x+ 2 ≡ 0 (mod 6) å òî âòîðà ñòåïåí è èìà ÷åòèðè ðåøåíèÿ 1, 2, 4, 5.

Ñëåäñòâèå 1. Àêî ñðàâíåíèåòî

f(x) = c0x
n + c1x

n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn ≡ 0 (mod p)

èìà ïîâå÷å îò n ðåøåíèÿ, òî âñè÷êè êîåôèöèåíòè ñå äåëÿò íà p.

Äîêàçàòåëñòâî: Îò Òåîðåìà 1 ñëåäâà, ÷å p äåëè c0. Òîãàâà ñðàâíåíèåòî å åêâèâàëåíòíî íà

c1x
n−1 + · · ·+ cn−1x+ cn ≡ 0 (mod p),

çà êîåòî ìîæåì îòíîâî äà ïðèëîæèì Òåîðåìà 1 è ò.í.

Òåîðåìà 2. (Òåîðåìà íà Ëàãðàíæ) Íåêà f(x) = xn+ c1x
n−1+ · · ·+ cn−1x+ cn å ïîëèíîì ñ öåëè

êîåôèöèåíòè, (cn, p) = 1 è p− 1 ≥ n. Ñðàâíåíèåòî f(x) ≡ 0 (mod p) èìà òî÷íî n ðåøåíèÿ òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà îñòàòúêà ïðè äåëåíèåòî íà xp−1 − 1 íà f(x) ñå äåëÿò
íà p.

Äîêàçàòåëñòâî: Íåêà xp−1 − 1 = f(x)g(x) + r(x), êúäåòî ñòåïåíòà íà r å ïî-ìàëêà îò n.

(Äîñòàòú÷íîñò) Íåêà âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà r(x) ñå äåëÿò íà p è ñðàâíåíèÿòà f(x) ≡ 0 (mod p)
è g(x) ≡ 0 (mod p) èìàò ñúîòâåòíî ïî s è t ðåøåíèÿ.

Ñðàâíåíèåòî xp−1 − 1 ≡ 0 (mod p) èìà p− 1 ðåøåíèÿ ñúãëàñíî Òåîðåìàòà íà Ôåðìà. Ñúãëàñíî
Ëåìà 4, âñÿêî îò òåçè ðåøåíèÿ å ðåøåíèå íà ïîíå åäíî îò ñðàâíåíèÿòà f(x) ≡ 0 (mod p) è g(x) ≡ 0
(mod p). Ñëåäîâàòåëíî s + t ≥ p − 1. Îò äðóãà ñòðàíà, ñðàâíåíèåòî g(x) ≡ 0 (mod p) å îò ñòåïåí
p − 1 − n è êîåôèöèåíòúò ïðåä íàé-âèñîêàòà ñòåïåí å 1. Òîãàâà îò Òåîðåìà 1 ñëåäâà, ÷å g(x) ≡ 0
(mod p) èìà íàé-ìíîãî p− 1− n ðåøåíèÿ, ò.å. t ≤ p− 1− n. Ñëåäîâàòåëíî

s ≥ p− 1− t ≥ p− 1− (p− 1− n) = n.

Íî s ≤ n ñïîðåä Òåîðåìà 1 è îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå s = n.

(Íåîáõîäèìîñò) Íåêà f(x) ≡ 0 (mod p) èìà òî÷íî n ðåøåíèÿ. Àêî x0 å åäíî îò òÿõ, òî îò
f(x0) ≡ 0 (mod p) è (cn, p) = 1 ñëåäâà, ÷å (x0, p) = 1. Òîãàâà ïî Òåîðåìàòà íà Ôåðìà èìàìå
xp−1
0 ≡ 1 (mod p) è îòòóê

r(x0) ≡ xp−1
0 − 1 + f(x0)g(x0) ≡ 0 (mod p).

Ñëåäîâàòåëíî ñðàâíåíèåòî r(x) ≡ 0 (mod p) èìà ïîíå n ðåøåíèÿ (ðåøåíèÿòà íà f(x) ≡ 0 (mod p)),
êîåòî ñúãëàñíî Ñëåäñòâèå 1 îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà r(x) ñå äåëÿò íà p.

Çàäà÷à 1. Íåêà p > 3 å ïðîñòî ÷èñëî è 1 + 1
2 + · · ·+ 1

p = r
ps , êúäåòî r, s ∈ N è (r, s) = 1. Äà ñå

äîêàæå, ÷å p3|r − s.

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà f(x) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− (p− 1))− (xp−1 − 1). Òúé êàòî
f(x) ≡ 0 (mod p) çà âñÿêî x, à deg(f) = p − 2, âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà f(x) ñå äåëÿò íà p, ò.å.
ap−2 ≡ ap−3 ≡ · · · ≡ a1 ≡ a0 ≡ 0 (mod p), êúäåòî f(x) = ap−2x

p−2 + ap−3x
p−3 + · · ·+ a1x+ a0.
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Äà îòáåëåæèì, ÷å a0 = f(0) = (p−1)!+1. Òîãàâà ïðè x = p ïîëó÷àâàìå ðàâåíñòâîòî ap−2p
p−2+

ap−3p
p−3+ · · ·+a1p+a0 = (p−1)!+1+pp−1 = a0+pp−1, îòêúäåòî ap−2p

p−2+ap−3p
p−3+ · · ·+a1p ≡ 0

(mod p3). Ñëåäîâàòåëíî a1p ≡ 0 (mod p3), îòêúäåòî

p2|a1 = −(p− 1)!

p−1∑
i=1

1

i
= −(p− 1)!(

r

ps
− 1

p
).

Îò ïîñëåäíîòî ëåñíî ñëåäâà, ÷å p3|r − s.

Çàäà÷à 2. Íåêàm,n ∈ N,m,n ≥ 2. Äà ñå äîêàæå, ÷å àêî an ≡ 1 (mod m) çà âñÿêî a = 1, 2, . . . , n,
òî (m,n) = (p, p− 1) çà íÿêîå ïðîñòî ÷èñëî p.

Ðåøåíèå. Íåêà p å ïðîñò äåëèòåë íà m. Òîãàâà p > n, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé óñëîâèåòî íå
å èçïúëíåíî çà a = p. Äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà f(x) = (x − 1)(x − 2) . . . (x − n) − (xn − 1). Èìàìå
f(a) = an − 1 ≡ 0 (mod p) çà âñÿêî a = 1, 2, . . . , n. Ñëåäîâàòåëíî ñðàâíåíèåòî f(x) ≡ 0 (mod p) îò
ñòåïåí n− 1 èìà ïîíå n ðåøåíèÿ, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å âñè÷êè êîåôèöèåíòè íà f(x) ñå äåëÿò íà p.

Â ÷àñòíîñò, p äåëè ñòàðøèÿ êîåôèöèåíò íà f(x), ò.å. p|1 + 2 + · · · + n = n(n+1)
2 . Îòòóê è îò

p > n ñëåäâà, ÷å p = n+1. Íåùî ïîâå÷å, îò ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî ñëåäâà, ÷å m íÿìà äðóãè ïðîñòè
äåëèòåëè, ò.å. m = pa, êúäåòî a å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Ùå äîêàæåì, ÷å a = 1.

Äà äîïóñíåì, ÷å a > 1 è äà ðàçãëåäàìå ñðàâíåíèåòî nn ≡ 1 (mod m) ⇐⇒ (p − 1)p−1 − 1 ≡ 0
(mod pa). Òîãàâà 0 ≡ (p− 1)p−1 − 1 ≡ −(p− 1)p ≡ p (mod p2), êîåòî å íåâúçìîæíî.

Çàäà÷à 3. Äà ñå äîêàæå, ÷å íå ñúùåñòâóâà íåêîíñòàíòåí ïîëèíîì f(x), êîéòî äà ïðèåìà ñàìî
ïðîñòè ñòîéíîñòè çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè öåëè ñòîéíîñòè íà x.

Ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì ïðîòèâíîòî è íåêà f(x) å íåêîíñòàíòåí ïîëèíîì, êîéòî ïðèåìà ñàìî
ïðîñòè ñòîéíîñòè çà âñè÷êè äîñòàòú÷íî ãîëåìè öåëè ñòîéíîñòè íà x. Íåêà f(y) = p çà íÿêîå y ∈ N
è íÿêîå ïðîñòî p. Äà ðàçãëåäàìå ïîëèíîìà g(t) = f(y + tp). ßñíî å, ÷å deg(g) = deg(f), â ÷àñòíîñò
g ñúùî å íåêîíñòàíòåí. Îñâåí òîâà èìàìå g(t) ≡ f(y) ≡ 0 (mod p), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å çà âñè÷êè
äîñòàòú÷íî ãîëåìè t ùå èìàìå g(t) = p. Îòòóê îáà÷å ñëåäâà, ÷å g(t) å êîíñòàíòàòà p, êîåòî å
ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 4. Íåêà p e ïðîñòî ÷èñëî, à k å åñòåñòâåí äåëèòåë íà p− 1. Äà ñå äîêàæå, ÷å xk ïðèåìà

òî÷íî
p− 1

k
+ 1 ðàçëè÷íè ñòîéíîñòè ïî ìîäóë p, êîãàòî x ñå ìåíè îò 0 äî p− 1.

Ðåøåíèå. Íåêà ðàçëè÷íèòå îñòàòúöè, êîèòî ïðèåìà xk ïî ìîäóë p ñà 0, y1, y2, . . . , ys. Äà çàáå-

ëåæèì, ÷å s ≤ p− 1

k
, òúé êàòî y1, y2, . . . , ys ñà ðàçëè÷íè ðåøåíèÿ íà x

p−1
k − 1 ≡ 0 (mod p). Íåêà

ñåãà Ai, 1 ≤ i ≤ s, å ìíîæåñòâîòî îò îñòàòúöè, çà êîèòî xk ≡ yi (mod p). Òîãàâà |Ai| ≤ k çà âñÿêî

i. Òúé êàòî |A1|+ |A2|+ · · ·+ |As| = p− 1, çàêëþ÷àâàìå, ÷å s =
p− 1

k
è |Ai| = k çà âñÿêî k.

Çàäà÷à 5. (RMM 2016) Ïîëèíîì îò âèäà f(n) = n3 + bn2 + cn+ d, êúäåòî b, c è d ñà öåëè, à n
ñå ìåíè â ìíîæåñòâîòî îò öåëèòå ÷èñëà, ñå íàðè÷à êóáè÷åí.

à) Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâà êóáè÷åí ïîëèíîì, çà êîéòî ñàìî ÷èñëàòà f(2015) è f(2016) ñà
òî÷íè êâàäðàòè.

á) Çà âñåêè ïîëèíîì îò à) äà ñå îïðåäåëÿò âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà ïðîèçâåäåíèåòî
f(2015)f(2016).

Ðåøåíèå. Òúé êàòî òðàíñëàöèÿ íà ïðîìåíëèâàòà n íå ïðîìåíÿ èíòåðåñóâàùèòå íè ñâîéñòâà,
ìîæåì äà ðàáîòèì ñ f(0) è f(1) âìåñòî ñ f(2015) è f(2016).

à) Ïîëèíîìúò f(n) = n3 − n2 + n èìà èñêàíîòî ñâîéñòâî.

á) Îòãîâîð: Åäèíñòâåíàòà âúçìîæíîñò å f(0)f(1) = 0.
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Íåêà f(n) èìà èñêàíèòå ñâîéñòâà è f(0) = p2, f(1) = q2 ñà òî÷íè êâàäðàòè. Äà ðàçãëåäàìå
ïðàâàòà y = (q−p)x+p, êîÿòî ìèíàâà ïðåç òî÷êèòå (0, p) è (1, q) (ò.å. òàçè ïðàâà ïðåñè÷à ãðàôèêàòà
íà ôóíêöèÿòà y2 = x3 + bx2 + cx+ d â òåçè òî÷êè). Òúé êàòî óðàâíåíèåòî

[(q − p)x+ p]2 = x3 + bx2 + cx+ d

èìà è òðåòè êîðåí x0 (îñâåí 0 è 1), äà ðàçãëåäàìå òîçè êîðåí. Îò ôîðìóëèòå íà Âèåò ñëåäâà, ÷å
x0 = (q − p)2 − b− 1 å öÿëî ÷èñëî, à òîãàâà è ÷èñëîòî y0 = (q − p)x0 + p å öÿëî (âñúùíîñò òî÷êàòà
(x0, y0) å òðåòà ïðåñå÷íà òî÷êà íà íàøàòà ïðàâà è ãðàôèêàòà íà y

2 = x3+bx2+cx+d). Ñëåäîâàòåëíî
x0 = 0 èëè 1, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé èìàìå òðåòè òî÷åí êâàäðàò, êîéòî å ñòîéíîñò íà íàøèÿ
ïîëèíîì. Ïîëó÷àâàìå (q − p)2 = b+ 1 èëè (q − p)2 = b+ 2.

Ñúùîòî ðàçñúæäåíèå, íî çà ïðàâàòà ïðåç òî÷êèòå (0,−p) è (1, q), äàâà (q + p)2 = b + 1 èëè
(q+ p)2 = b+2. Òúé êàòî (q− p)2 è (q+ p)2 èìàò åäíàêâà ÷åòíîñò, òå òðÿáâà äà ñà ðàâíè, îòêúäåòî
âåäíàãà ïîëó÷àâàìå pq = 0.
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