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Çàäà÷à 1. (1997, Ðóìúíèÿ, êîíòðîëíî çà ÌÎÌ) Íåêà n ∈ N, n ≥ 2 è P (x) = xn+a1x
n−1+ · · ·+

a1x+1 å ðåöèïðî÷åí ïîëèíîì (ò.å. ai = an−i çà i = 1, 2, . . . , n−1) ñ öåëè ïîëîæèòåëíè êîåôèöèåíòè.
Äà ñå äîêàæå, ÷å ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî äâîéêè åñòåñòâåíè ÷èñëà (x, y), çà êîèòî x|P (y) è
y|P (x).

Ðåøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å äâîéêè îò ðàçãëåæäàíèÿ âèä ñúùåñòâóâàò � åäíà òàêàâà å (1, P (1)),
çàùîòî 1 äåëè P (1) è P (1) äåëè P (1). Äà äîïóñíåì, ÷å òåçè äâîéêè ñà êðàåí áðîé. Òîãàâà òåçè îò
òÿõ, çà êîèòî x ≤ y ñúùî ñà êðàåí áðîé è íåêà (x0, y0) å äâîéêà, çà êîÿòî x0 ≤ y0, x0|P (y0), y0|P (x0)
è y0 å ìàêñèìàëíî âúçìîæíî. ßñíî å, ÷å y0 ≥ 2. Ùå äîêàæåì, ÷å äâîéêàòà (y0,

P (y0)
x0

) óäîâëåòâîðÿâà

óñëîâèåòî, êàòî ïðè òîâà P (y0)
x0

> y0, äîñòèãàéêè ïî òîçè íà÷èí äî ïðîòèâîðå÷èå.

ßñíî å, ÷å P (y0)
x0

äåëè P (y0). Îñâåí òîâà P (y0) ≥ yn0 + 1 > y20 ≥ x0y0, ò.å.
P (y0)
x0

> y0. Îñòàâà äà

äîêàæåì, ÷å y0 äåëè P (
P (y0)
x0

).

Òúé êàòî x0 è y0 ñà âçàèìíî ïðîñòè (â ïðîòèâåí ñëó÷àé îò y0|P (x0) ñëåäâà, ÷å íÿêîé ïðîñò
äåëèòåë íà y0 äåëè 1), ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî z, çà êîåòî x0z ≡ 1(mod y0). Òîãàâà x0z ≡
P (y0)(mod y0) ⇐⇒ z ≡ P (y0)

x0
(mod y0). Îò ïîñëåäíîòî ñðàâíåíèå ñëåäâà, ÷å P (z) ≡ P (P (y0)

x0
)(mod y0),

ò.å. å äîñòàòú÷íî äà äîêàæåì, ÷å P (z) ≡ 0(mod y0).

Îò ðåöèïðî÷íîñòòà (êîÿòî âñå îùå íå ñìå èçïîëçâàëè) íà P (x) ñëåäâà, ÷å xnP ( 1x ) = P (x). Òîãàâà

xn0P (x
−1
0 ) ≡ P (x0) ≡ 0(mod y0), îòêúäåòî x

n
0P (z) ≡ 0(mod y0) ⇐⇒ P (z) ≡ 0(mod y0), çàùîòî x0 è

y0 ñà âçàèìíî ïðîñòè.

Çàäà÷à 2. (RMM 2007) Íåêà a å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâà
m ∈ N, òàêîâà, ÷å n äåëè am −m.

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî n, ÷å çà âñÿêî n ∈ N ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî m =
as ∈ N, òàêîâà, ÷å n äåëè am −m.

Ïðè n = 1 òâúðäåíèåòî å î÷åâèäíî. Ïðè n = 2 å äîñòàòú÷íî äà îòáåëåæèì, ÷å ÷èñëîòî aa
s −as å

÷åòíî. Íåêà n ≥ 3 è äà ïðåäñòàâèì n âúâ âèäà n = pq, êúäåòî (a, q) = 1 è âñè÷êè ïðîñòè äåëèòåëè íà
p ñà äåëèòåëè è íà a. Íåêà p = pα1

1 pα2
2 . . . pαk

k å êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà p è s ≥ max{α1, α2, . . . , αk}.
Òîãàâà p äåëè as çà äà äîêàæåì, ÷å n = pq äåëè aa

s − as = as(aa
s−s− 1), å äîñòàòú÷íî äà âèäèì, ÷å

q äåëè aa
s−s − 1 çà íÿêîè (áåçáðîéíî ìíîãî) s.

Èìàìå ϕ(q) < q < pq = n. Òîãàâà ñúãëàñíî èíäóêöèîííîòî ïðåäïîëîæåíèå ñúùåñòâóâàò áåç-
áðîéíî ìíîãî ñòîéíîñòè íà s, çà êîèòî ϕ(q) äåëè as − s. Çà òåçè s èìàìå aas−s ≡ 1 (mod q), êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å q äåëè aa

s−s − 1 çà íÿêîè (áåçáðîéíî ìíîãî) s. Ñ òîâà äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.

Çàäà÷à 3. (1997, Ðóìúíèÿ, êîíòðîëíî çà ÌÎÌ) Íåêà a > 1 å åñòåñòâåíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå,
÷å çà âñÿêî k ∈ N ìíîæåñòâîòî {a2 + a− 1, a3 + a2− 1, . . . , an+1 + an− 1, . . .} ñúäúðæà k íà áðîé äâå
ïî äâå âçàèìíî ïðîñòè ÷èñëà.

Ðåøåíèå. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å âñåêè äâå ñúñåäíè ÷èñëà îò ðàçãëåæäàíîòî ìíîæåñòâî ñà âçàèìíî
ïðîñòè (àêî èìàò îáù ïðîñò äåëèòåë, òîé äåëè a− 1, îòòàì äåëè a � ïðîòèâîðå÷èå). Íåêà an1+1 +
an1 − 1, an2+1 + an2 − 1, . . . , ank+1 + ank − 1 ñà k, k ≥ 2 ÷èñëà îò äàäåíèòå, âñåêè äâå îò êîèòî ñà
âçàèìíî ïðîñòè. Ùå ïîêàæåì, êúì òÿõ ìîæå äà ñå äîáàâè îùå åäíî îò äàäåíèòå, êîåòî å âçàèìíî
ïðîñòî ñ âñÿêî îò òÿõ.

Íåêà N =
∏k
i=1(a

ni+1+ani−1). Î÷åâèäíî (a,N) = 1 è ñëåäîâàòåëíî aϕ(N) ≡ 1 (mod N). Òîãàâà
(N, aϕ(N)+1+aϕ(N)−1) = 1, çàùîòî â ïðîòèâåí ñëó÷àé N è aϕ(N)+1 ùå èìàò îáù ïðîñò äåëèòåë. Íî
òîâà îçíà÷àâà, ÷å aϕ(N)+1 + aϕ(N) − 1 å âçàèìíî ïðîñòî ñ âñÿêî îò ÷èñëàòà an1+1 + an1 − 1, an2+1 +
an2 − 1, . . . , ank+1 + ank − 1.
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Çàäà÷à 4. (ÁÎÌ2005) Íåêà S å ïîäìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâîòî {1, 2, . . . , n}, n ≥ 2, òàêîâà, ÷å S
íe ñúäúðæà íèòî äâà åëåìåíòà, åäèíèÿò îò êîèòî äåëè äðóãèÿ, íèòî äâà åëåìåíòà, êîèòî ñà âçàèìíî
ïðîñòè ÷èñëà. Êîëêî å ìàêñèìàëíèÿò âúçìîæåí áðîé åëåìåíòè íà òàêîâà ìíîæåñòâî?

Ðåøåíèå. Äà ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè ÷åòíè ÷èñëà, ïî-ãîëåìè îò
[n
2

]
. ßñíî å, ÷å

âñåêè äâå îò òåçè ÷èñëà èìàò îáù äåëèòåë 2 è íèêîå îò òÿõ íå äåëè äðóãî, çàùîòî íàé-ãîëÿìîòî
å ïî-ìàëêî îò óäâîåíîòî íàé-ìàëêî. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâà ìíîæåñòâî ñ èñêàíèòå ñâîéñòâà è[
n+ 2

4

]
åëåìåíòà.

Íåêà S èìà èñêàíîòî ñâîéñòâî. Àêî â S èìà ÷èñëî a ≤
[n
2

]
, ìîæåì äà âçåìåì íàé-ìàëêîòî

òàêîâà ÷èñëî è äà ãî çàìåíèì ñ 2a. Íîâîòî ìíîæåñòâî èìà èñêàíèòå ñâîéñòâà è ñúùèÿ áðîé åëå-

ìåíòè. Ñëåäîâàòåëíî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å âñè÷êè ÷èñëà îò S ñà ïî-ãîëåìè îò
[n
2

]
. Òúé êàòî íå

å âúçìîæíî â S äà èìà äâå ñúñåäíè ÷èñëà, çàêëþ÷àâàìå, ÷å â S èìà íàé-ìíîãî

[
n+ 2

4

]
åëåìåíòà,

îñâåí åâåíòóàëíî â ñëó÷àÿ, êîãàòî n = 4k+1. Òîãàâà å äîñòàòú÷íî äà ñå îòáåëåæè, ÷å 2k+1 è 4k+1
íå ìîãàò äà ïðèíàäëåæàò åäíîâðåìåííî íà S.

Ñëåäîâàòåëíî òúðñåíèÿò ìàêñèìàëåí áðîé åëåìåíòè íà S å

[
n+ 2

4

]
.

Çàäà÷à 5. (ÁÎÌ 2005) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ïðîñòè ÷èñëà p, çà êîèòî p2 − p + 1 å òî÷åí êóá
íà öÿëî ÷èñëî.

Ðåøåíèå. Íåêà p2 − p+1 = a3, ò.å. p(p− 1) = (a− 1)(a2 + a+1). Î÷åâèäíî 1 < a < p è çíà÷è p å
äåëèòåë íà a2+a+1. Ñëåäîâàòåëíî a2+a+1 = bp, p−1 = b(a−1) è îòòóê a2+a+1 = b(b(a−1)+1).
Ëåñíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å b > 2 è òîãàâà

a+ 1 <
a2 + a+ 1

a
< b2 <

a2 + a+ 1

a− 1
≤ a+ 3,

îòêúäåòî b2 = a+ 2. Ñåãà a2 + a+ 1 = (a+ 2)(a− 1) + b, êîåòî ïîêàçâà, ÷å b = 3, a = 7 è p = 19.

Çàäà÷à 6. (Ðóìúíèÿ 2001, 10) Íåêà n ≥ 2 å ÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî è a, b ∈ R ñà òàêèâà, ÷å
bn = 3a+1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïîëèíîìúò P (x) = (x2+x+1)n−xn−a ñå äåëè íà q(x) = x3+x2+x+b
òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî b = 1.

Ðåøåíèå. Äîñòàòú÷íîñòòà íà óñëîâèåòî b = 1 å î÷åâèäíà. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å q(x) äåëè p(x).
Òîãàâà îò ïðåäñòàâÿíåòî xnp(x) = (x3+x2+x)n−x2n−axn = (q(x)− b)n−x2n−axn ñëåäâà, ÷å q(x)
äåëè ïîëèíîìà x2n+ axn− bn. Ñëåäîâàòåëíî n-òèòå ñòåïåíè íà íóëèòå íà q(x) (äà ãè îçíà÷èì ñ x1,
x2 è x3)ñà êîðåíè íà êâàäðàòíîòî óðàâíåíèå t

2 + at− bn = 0. Òúé êàòî ïîñëåäíèòå (äà ãè îçíà÷èì
ñ t1 è t2) ñà ðåàëíè è ðàçëè÷íè, èìàìå äâå âúçìîæíîñòè: xn1 = xn2 = xn3 = t1 èëè x

n
1 = xn2 = t1 è

xn3 = t2. Êàòî âçåìåì ïðåäâèä òîâà è ôîðìóëèòå íà Âèåò t1 + t2 = −a, t1t2 = −bn è x1x2x3 = −b,
ïîëó÷àâàìå b = 1 è â äâàòà ñëó÷àÿ.

Çàäà÷à 7. Ôîêóñíèê ïðåäëàãà íà çðèòåë äà ñè íàìèñëè òðèöèôðåíî ÷èñëî abc è äà ìó êàæå
ñóìàòà íà ÷èñëàòà acb, bac, bca, cab è cba. Ôîêóñíèêúò òâúðäè, ÷å ìîæå ïî òàçè èíôîðìàöèÿ äà
îïðåäåëè abc. Âÿðíî ëè å òîâà?

Ðåøåíèå. Îòãîâîð � äà! Äà îçíà÷èì ñóìàòà îò öèôðèòå íà x ñ S(x). Òîãàâà ôîêóñíèêúò íàó-
÷àâà ÷èñëîòî 222S(x) − x. Äîñòàòú÷íî å äà äîêàæåì, ÷å âñè÷êè ÷èñëà îò òîçè âèä ñà ðàçëè÷íè çà
òðèöèôðåíî ÷èñëî x.

Äà äîïóñíåì, ÷å 222S(x) − x = 222S(y) − y ⇐⇒ x − y = 222(S(x) − S(y)) çà íÿêîè ðàçëè÷íè
òðèöèôðåíè x è y. Î÷åâèäíî S(x) 6= S(y) (èíà÷å x = y). Òúé êàòî S(x)− x è S(y)− y ñå äåëÿò íà
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9, çàêëþ÷àâàìå, ÷å 221(S(x) − S(y)), îòòàì è S(x) − S(y) ñå äåëè íà 9. Òîãàâà |S(x) − S(y)| ≥ 9 è
|x− y| ≥ 9.222 > 1000, êîåòî å íåâúçìîæíî çà òðèöèôðåíè ÷èñëà.

Çàäà÷à 8. (Øîðòëèñò ÌÎÌ 2006) Äà ñå ðåøè â öåëè ÷èñëà óðàâíåíèåòî
x7 − 1

x− 1
= y5 − 1.

Ðåøåíèå. Ëåìà. Íåêà p è q ñà ïðîñòè ÷èñëà è q äåëè N =
ap − 1

a− 1
çà íÿêîå öÿëî a. Òîãàâà q = p

èëè q ≡ 1 (mod p).

Äîêàçàòåëñòâî. Ïðè p = 2 íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Íåêà p å íå÷åòíî. Òîãàâà N = ap−1 +
ap−2 + · · ·+ a+ 1 å íå÷åòíî è çíà÷è è q å íå÷åòíî, êàòî (a, q) = 1.

Èìàìå ap ≡ 1 (mod q) è aq−1 ≡ 1 (mod q). Ñëåäîâàòåëíî ad ≡ 1 (mod q), êúäåòî d = (p, q − 1).
Àêî d = 1, ïîëó÷àâàìå a ≡ 1 (mod q), îòêúäåòî 0 ≡ N ≡ p (mod q), ò.å. p = q. Àêî d = p, òî p|q− 1,
ò.å. q ≡ 1 (mod p). Ñ òîâà ëåìàòà å äîêàçàíà.

Äà äîïóñíåì, ÷å x è y ñà öåëè ÷èñëà, çà êîèòî
x7 − 1

x− 1
= y5 − 1. Îò ëåìàòà ñëåäâà, ÷å âñè÷êè

äåëèòåëè íà ëÿâàòà ñòðàíà ñà ñðàâíèìè ñ 0 èëè 1 ïî ìîäóë 7. Òúé êàòî y−1 å äåëèòåë, ïîëó÷àâàìå,
÷å y å ñðàâíèìî ñ 1 èëè 2 ïî ìîäóë 7. Òîãàâà äåëèòåëÿò y4 + y3 + y2 + y + 1 å ñðàâíèì ñ 5 èëè 3 ïî
ìîäóë 7, êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà ëåìàòà.

Çàäà÷à 9. (Òóéìààäà 2008) Èçìåæäó åñòåñòâåíèòå ÷èñëà, íåíàäìèíàâàùè 501, ñà èçáðàíè 250
÷èñëà. Äà ñå äîêàæå, ÷å çà ïðèîçâîëíî öÿëî ÷èñëî t èçìåæäó èçáðàíèòå ÷èñëà ìîãàò äà ñå íàìåðÿò
4, a1, a2, a3 è a4, çà êîèòî a1 + a2 + a3 + a4 − t ñå äåëè íà 23.

Ðåøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å âñåêè îò îñòàòúöèòå 0, 1, . . . , 22 ïî ìîäóë 23 ñå ïîÿâÿâà íàé-ìíîãî
ïî 22 ïúòè èçìåæäó ïúðâèòå 501 åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Íåêà a å öÿëî ÷èñëî, çà êîåòî 4a ≡ t (mod 23). Äà ðàçïðåäåëèì èçáðàíèòå 250 ÷èñëà â 12 ãðóïè
ïî ñëåäíîòî ïðàâèëî: â ãðóïà k, 1 ≤ k ≤ 11, îòèâàò òåçè x, çà êîèòî x ≡ a± k (mod 23), à â 12-òàòà
ãðóïà ïîñòàâÿìå òåçè x, çà êîèòî x ≡ a (mod 23).

Ñúùåñòâóâàò äâå ÷èñëà èçìåæäó èçáðàíèòå, ÷èÿòî ñóìà å ñðàâíèìà ñ 2a ïî ìîäóë 23. Äåéñòâè-
òåëíî, àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, âñÿêà îò ïúðâèòå 11 ãðóïè ùå ñúäúðæà íàé-ìíîãî ïî 22 ÷èñëà, à
â 12-òàòà ãðóïà ìîæå äà èìà íàé-ìíîãî åäíî ÷èñëî � îáùî 11.22 + 1 = 243 < 250. Ñåãà äà îòäåëèì
òåçè äâå ÷èñëà � îñòàâàò íè 248 > 243 ÷èñëà è ìîæåì îòíîâî äà íàìåðèì äâå îò òÿõ, ÷èÿòî ñóìà å
ñðàâíèìà ñ 2a ïî ìîäóë 23. Ïîëó÷åíèòå 4 ÷èñëà èìàò èñêàíîòî ñâîéñòâî.

Çàäà÷à 10. (Ðóñèÿ 2008) Çà êîè åñòåñòâåíè ÷èñëà n > 1 ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà b1, . . . , bn
(íå âñè÷êè ðàâíè) òàêà, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k ÷èñëîòî (b1 + k)(b2 + k) . . . (bn + k) å òî÷íà
ñòåïåí íà åñòåñòâåíî ÷èñëî? (Ïîêàçàòåëÿò íà ñòåïåíòà ìîæå äà çàâèñè îò k, íî òðÿáâà äà å ïî-ãîëÿì
îò 1.)

Ðåøåíèå. Îòãîâîðúò å âñè÷êè ñúñòàâíè n. Ïî-äîëó âñè÷êè ÷èñëà ñà åñòåñòâåíè, îñâåí àêî íå å
êàçàíî äðóãî.

Íåêà n å ñúñòàâíî ÷èñëî, ò.å. n = rs, êúäåòî r, s > 1. Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëàòà b1 = · · · = br = 1,
br+1 = · · · = bn = 2. Î÷åâèäíî çà âñÿêî k ÷èñëîòî (b1 + k) . . . (bn + k) å òî÷íà r-òà ñòåïåí.

Íåêà ñåãà n å ïðîñòî ÷èñëî. Äà äîïóñíåì, ÷å çà íåãî ñúùåñòâóâà ñúîòâåòåí íàáîð (b1, . . . , bn).
Ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å b1, . . . , bl ñà äâå ïî äâå ðàçëè÷íè ÷èñëà, à âñÿêî îò ÷èñëàòà bl+1, . . . , bn å
ðàâíî íà íÿêîå èçìåæäó b1, . . . , bl (ïðè òîâà l > 1, òúé êàòî ïî óñëîâèå íå âñè÷êè ÷èñëà ñà ðàâíè).
Íåêà èçìåæäó ÷èñëàòà b1, . . . , bn èìàìå si ðàâíè íà bi, êúäåòî 1 ≤ i ≤ l è s1 + · · ·+ sl = n.

Äà ðàçãëåäàìå l ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà p1, . . . , pl, ïî-ãîëåìè îò âñè÷êè bi è äà ïîëîæèì ai = p2i ,
ri = pi − bi ïðè 1 ≤ i ≤ l. ×èñëàòà p2i ñà äâå ïî äâå âçàèìíî ïðîñòè è 0 < ri < pi < p2i . Äà èçáåðåì
m ñúãëàñíî Êèòàéñêàòà òåîðåìà çà îñòàòúöèòå. Ùå äîêàæåì, ÷å àêî (b1 +m) . . . (bn +m) = uv, òî
v = 1, êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.
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Íåêà i å ÷èñëî ìåæäó 1 è l. ×èñëîòî bi + m äàâà îñòàòúê ri + bi = pi ïðè äåëåíèå íà p2i .
Ñëåäîâàòåëíî bi+m ñå äåëè íà pi, íî íå ñå äåëè íà p

2
i . Ïðè j 6= i, 1 ≤ j ≤ l èìàìå, ÷å 0 < |bi−bj | < pi

è çíà÷è bj +m íå ñå äåëè íà pi. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å â êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà (b1 +m) . . . (bn +m)
÷èñëîòî pi å íà ñòåïåí si.

Ñëåäîâàòåëíî v äåëè âñè÷êè si, à çíà÷è è òÿõíàòà ñóìà n. Ïîíåæå l > 1, òî v < n. Îòòóê v = 1,
êîåòî èñêàõìå äà äîêàæåì.

Çàäà÷à 11. (Ïîëøà 2007) Íåêà a, b, c è d ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà, çà êîèòî ad = b2 + bc+ c2. Äà ñå
äîêàæå, ÷å ÷èñëîòî a2 + b2 + c2 + d2 å ñúñòàâíî.

Ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å a2 + b2 + c2 + d2 å ïðîñòî ÷èñëî. Èìàìå a2 + b2 + c2 + d2 = (a+ d)2 +
b2 + c2 − 2ad = (a+ d)2 + b2 + c2 − 2(b2 + bc+ c2) = (a+ d)2 − (b+ c)2 = (a+ b+ c+ d)(a+ d− b− c)
è, òúé êàòî a+ b+ c+ d ≥ 4, çàêëþ÷àâàìå, ÷å a+ b− b− c = 1.

Îò äðóãà ñòðàíà, ëåñíî ñå âèæäà, ÷å (a + d)2 ≥ 4ad = 4(b2 + bc + c2) > 3(b + c)2, îòêúäåòî
b+ c = a+ d− 1 ≥

√
3(b+ c)− 1, êîåòî å íåâúçìîæíî.

Çàäà÷à 12. (Êèòàé 2010, 2) Äàäåíî å öÿëî ÷èñëî k ≥ 3 è ðåäèöà {an}, çà êîÿòî ak = 2k è çà
âñÿêî n ≥ k

an =

{
an−1 + 1, àêî an−1 è n ñà âçàèìíîïðîñòè

2n, â ïðîòèâåí ñëó÷àé

Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷èñëîòî an − an−1 å ïðîñòî çà áåçáðîéíî ìíîãî n.

Ðåøåíèå. Íåêà a` = 2` çà íÿêîå ` ≥ k è äà ïðîñëåäèì êàêâî ñòàâà ñ ðåäèöàòà ìàëêî ñëåä a`.

Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å àêî p å íàé-ìàëêèÿò ïðîñò äåëèòåë íà `− 1, òî (`− 1, i) =

{
1 àêî 1 ≤ i < p,
p àêî i = p

.

Ñëåäîâàòåëíî èìàìå

(2`+ i− 2, `+ i− 1) =

{
1, àêî 1 ≤ i < p,

p, àêî i = p,

êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

a`+i−1 =

{
2`+ i− 1, àêî 1 ≤ i < p,

2`+ 2p− 2, àêî i = p

Òîãàâà
a`+p−1 − a`+p−2 = (2`+ 2p− 2)− (2`+ p− 2) = p

å ïðîñòî ÷èñëî. Ñëåäîâàòåëíî ñúùåñòâóâàò áåçáðîéíî ìíîãî ` ≥ k çà êîèòî a` = 2` è a`+p−1 −
a`+p−2 = p å íàé-ìàëêèÿò ïðîñò äåëèòåë íà l − 1.

Çàäà÷à 13. (Êîíòðîëíî Áúëãàðèÿ, 2011) Íåêà n ≥ 3 å íå÷åòíî åñòåñòâåíî ÷èñëî è

S = {k ∈ N : (k, n) = (k + 1, n), 1 ≤ k ≤ n− 1}.

Äà ñå íàìåðè îñòàòúêúò ïðè äåëåíèåòî íà ÷èñëîòî
∏
k∈S

k íà n.

Ðåøåíèå. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å (k, n) = (k+1, n) = 1. Òîãàâà çà âñÿêî k ∈ S ñúùåñòâóâà åäèíñòâåíî
k1 ∈ {1, 2, . . . , n}, çà êîåòî (k1, n) = 1 è kk1 ≡ 1 (mod n). Îò k1 + 1 ≡ k1(k + 1) (mod n) ñëåäâà, ÷å
(k1 + 1, n) = 1, ò.å. k1 ∈ S, à îò (k − 1)(k1 + 1) ≡ k − k1 (mod n) ñëåäâà, ÷å k 6= k1 îñâåí ïðè k = 1.
Òîãàâà ÷èñëàòà îò S \ {1} ñå ðàçáèâàò íà íåïðåñè÷àùè ñå äâîéêè îò âèäà (k, k1) è âå÷å å î÷åâèäíî,
÷å òúðñåíèÿò îñòàòúê å 1.

Çàäà÷à 14. (Ðóñèÿ 2010, 10 êëàñ, 7) Äàäåíè ñà n ≥ 3 äâå ïî äâå âçàèìíîïðîñòè ÷èñëà. Èçâåñòíî
å, ÷å ïðè äåëåíèå íà ïðîèçâåäåíèåòî íà êîè äà å n− 1 îò ÷èñëàòà íà îñòàâàùîòî ÷èñëî ñå ïîëó÷àâà
åäíè è ñúùè îñòàòúê r. Äà ñå äîêàæå, ÷å r ≤ n− 2.
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Ðåøåíèå. Òâúðäåíèåòî å òðèâèàëíî ïðè r = 0 è çàòîâà íåêà r > 0. Äà îçíà÷èì äàäåíèòå ÷èñëà
ñ a1, . . . , an è íåêà P = a1a2 . . . an, Pi = P/ai ïðè i = 1, 2, . . . , n. Äà çàáåëåæèì, ÷å ai > r (çàùîòî
Pi äàâà îñòàòúê r ïðè äåëåíèå íà ai).

Äà ðàçãëåäàìå ÷èñëîòî S = P1 + P2 + · · ·+ Pn − r. Èìàìå a1|S = (P1 − r) + (P2 + P3 + · · ·+ Pn),
ïîíåæå è äâåòå ñúáèðàåìè ñå äåëÿò íà a1. Àíàëîãè÷íî, ai|S çà âñè÷êè i = 1, . . . , n. Îòòóê è îò
óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å a1 . . . an = P |S. Òúé êàòî S > a1 − r > 0, ïîëó÷àâàìå S ≥ P è òîãàâà
P1+ · · ·+Pn = S+r > P . Ñëåäîâàòåëíî Pi > P/n çà íÿêîå i, îòêúäåòî ai < n, ò.å. ai ≤ n−1. Òîãàâà
r < ai ≤ n− 1, ò.å. r ≤ n− 2.

Çàäà÷à 15. (ßïîíèÿ 2010, 2) Íåêà k å åñòåñòâåíî ÷èñëî èm å öÿëî íå÷åòíî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå,
÷å ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî ÷èñëî n, çà êîåòî 2k äåëè nn −m.

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì òâúðäåíèåòî ñ èíäóêöèÿ ïî k. Ïðè k = 1 ìîæåì äà âçåìåì n íå÷åòíî.
Íåêà n0 ∈ N å òàêîâà, ÷å nn0

0 ≡ m (mod 2k). Î÷åâèäíî n0 å íå÷åòíî.

Àêî nn0
0 ≡ m (mod 2k+1), íÿìà êàêâî äà äîêàçâàìå. Â ïðîòèâåí ñëó÷àé ùå äîêàæåì, ÷å n =

n0 + 2k âúðøè ðàáîòà.

Èìàìå nn0
0 −m = d2k, êúäåòî d å íå÷åòíî è ñëåäîâàòåëíî nn0

0 −m − 2k = (d − 1)2k ñå äåëè íà

2k+1. Îò òåîðåìàòà íà Îéëåð ñëåäâà, ÷å n2
k ≡ 1 (mod 2k+1). Òîãàâà

nn = nn0+2k = nn0n2
k

≡ nn0 ≡ (n0 + 2k)n0 ≡ nn0
0 +

(
n0
1

)
nn0−1
0 2k

≡ m+ 2k + nn0
0 2k = m+ (nn0

0 + 1)2k (mod 2k+1).

Ñëåäîâàòåëíî nn −m ≡ (nn0
0 + 1)2k ≡ 0 (mod 2k+1).

Çàäà÷à 16. Íåêà p ≥ 7 å ïðîñòî ÷èñëî. Äà ñå äîêàæå, ÷å ÷èñëîòî(
p

1

)4

+

(
p

2

)4

+ · · ·+
(

p

p− 1

)4

ñå äåëè íà p5.

Ðåøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å
(
p−1
k−1
)
≡ ±1 (mod p) çà âñÿêî k ∈ {1, 2, . . . , p− 1}. Òîâà ëåñíî ñëåäâà

îò óìíîæàâàíå íà ñðàâíåíèÿòà −i ≡ p− i (mod p) çà i = 1, 2, . . . , k.

Ñëåäîâàòåëíî k
p

(
p
k

)
=
(
p−1
k−1
)
≡ ±1 (mod p), êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

(
p
k

)
= p(akp±1)

k çà íÿêîå åñòåñòâåíî

÷èñëî ak. Òîãàâà ðàçãëåæäàíàòà ñóìà îò áèíîìíè êîåôèöèåíòè ñå äåëè íà p
4 è îñòàâà äà äîêàæåì,

÷å ÷èñëîòî A =
∑p−1
k=1

(akp±1)4
k4 ñå äåëè íà p ïðè p ≥ 7.

Çà âñÿêî k ∈ {1, 2, . . . , p − 1} äà îçíà÷èì ñ k0 åäèíñòâåíîòî ÷èñëî îò {1, 2, . . . , p − 1}, çà êîåòî
kk0 ≡ 1 (mod p) (íå å òðóäíî äà ñå âèäè, ÷å k0 ñúùåñòâóâà, îïðåäåëåíî å åäíîçíà÷íî è íà ðàçëè÷íî
k îòãîâàðÿò ðàçëè÷íè k0). Òîãàâà

A

p−1∑
k=1

(akp± 1)4

k4
≡
∑
k0

k40 =

p−1∑
i=1

i4 =
p(p− 1)(2p− 1)(3p2 − 3p− 1)

30
.

Îòòóê î÷åâèäíî ñëåäâà, ÷å A ñå äåëè íà p òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî p ≥ 7.

Çàäà÷à 17. (Ðóñèÿ 2005, 11.4) Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà x > 2, y > 1 è z ñà òàêèâà, ÷å xy + 1 = z2.
Íåêà f(a) îçíà÷àâà áðîÿ íà ðàçëè÷íèòå ïðîñòè äåëèòåëè íà a. Äà ñå äîêàæå, ÷å f(x) ≥ f(y) + 2.

Ðåøåíèå. Î÷åâèäíî y å íå÷åòíî. Ëåñíî ñå âèæäà, ÷å z å íå÷åòíî (â ïðîòèâåí ñëó÷àé z − 1 è
z+1 ñà âçàèìíîïðîñòè, îòòàì òî÷íè y-òè ñòåïåíè, ïðîòèâîðå÷èå). Òîãàâà x å ÷åòíî è xy

4 = k(k+1),

êúäåòî z = 2k+1. Ñëåäîâàòåëíî k = ay

4 , k+1 = by èëè k+1 = ay

4 , k = by, êúäåòî (a, b) = 1, ab = x.
Â ÷àñòíîñò, îòòóê èìàìå f(a) ≤ f(x)− 1. Äà îòáåëåæèì, ÷å a å ÷åòíî, à b å íå÷åòíî.
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Íåêà y = pα1
1 pα2

2 . . . pαs
s å êàíîíè÷íîòî ðàçëàãàíå íà y (â ÷àñòíîñò, f(y) = s), êúäåòî ïðîñòèòå

÷èñëà pi ñà íå÷åòíè. Ùå ðàçãëåäàìå ñëó÷àÿ ay

4 = by + 1 (äðóãèÿò å àíàëîãè÷åí).

×èñëàòà bpi+1
b+1 = bpi−1 − bpi−2 + · · · + b2i − bi + 1 ñà íå÷åòíè (îòëÿâî èìà íå÷åòåí áðîé íå÷åò-

íè ñúáèðàåìè), êàòî âñÿêî îò òÿõ äåëè bpi + 1, îòòàì by + 1, à îòòàì è ay. Îñâåí òîâà èìàìå
( b

pi+1
b+1 ,

bpj+1
b+1 ) = (bpi + 1, bpj + 1) = 1 ïðè i 6= j. Ñëåäîâàòåëíî f(a) ≥ s+ 1 (äà íàïîìíèì, ÷å a å ÷åò-

íî, à îò bpi+1
b+1 |a

y èäâàò ñàìî íå÷åòíè ïðîñòè äåëèòåëè). Îêîí÷àòåëíî s = f(y) ≤ f(a)−1 ≤ f(x)−2.

Çàäà÷à 18. Íåêà m è n ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è m + i = aib
2
i çà i = 1, 2, . . . , n, êúäåòî ai è bi

ñà åñòåñòâåíè ÷èñëà è ai ñà ñâîáîäíè îò êâàäðàòè. Íàìåðåòå âñè÷êè âúçìîæíè ñòîéíîñòè íà n, çà
êîèòî ñúùåñòâóâà m, òàêîâà, ÷å a1 + a2 + . . .+ an = 12.

Ðåøåíèå. ßñíî å, ÷å n ≤ 12. Òîãàâà íàé-ìíîãî òðè îò ÷èñëàòà m + i ñà òî÷íè êâàäðàòè, êîåòî
îçíà÷àâà, ÷å ai ≥ 2 çà îñòàíàëèòå è îòòóê n ≤ 7.

Ùå äîêàæåì, ÷å ai 6= aj ïðè i 6= j. Äåéñòâèòåëíî, àêî äîïóñíåì ïðîòèâíîòî, ïîëó÷àâàìå m+ i =
ab2i < m+j = ab2j , îòêúäåòî 6 ≥ n−1 ≥ j−i = (m+j)−(m+i) = a(b2j−b2i ). Òîâà äàâà âúçìîæíîñòèòå
(bi, bj , a) = (1, 2, 2) è (2, 3, 1), êàòî è â äâàòà ñëó÷àÿ ëåñíî âèæäàìå, ÷å a1 + a2 + . . .+ an > 12.

Ñëåäîâàòåëíî ai ñà ðàçëè÷íè ÷èñëà îò ìíîæåñòâîòî {1, 2, 3, 5, 6, 7, 10, 11}, êîåòî îñòàâÿ ñàìî âúç-
ìîæíîñòèòå n ∈ {2, 3, 4}. Äà äîïóñíåì, ÷å n = 4. Òîãàâà {a1, a2, a3, a4} = {1, 2, 3, 6} è ñëåäîâàòåëíî

(6b1b2b3b4)
2 = (m+ 1)(m+ 2)(m+ 3)(m+ 4) = (m2 + 5m+ 5)2 − 1,

êîåòî å íåâúçìîæíî.

Ïðè n = 3 å âúçìîæíî m = 3 (÷èñëàòà ñà 4, 5 è 6), à ïðè n = 2 å âúçìîæíî m = 99 (÷èñëàòà ñà
99 è 100).

Çàäà÷à 19. Ñúùåñòâóâà ëè åñòåñòâåíî ÷èñëî m, çà êîåòî óðàâíåíèåòî

1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

xyz
=

m

x+ y + z

èìà áåçáðîéíî ìíîãî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíè ÷èñëà x, y è z?

Ðåøåíèå. Ïðè x = y = z = 1 ïîëó÷àâàìå m = 12. Øå äîêàæåì, ÷å óðàâíåíèåòî

1

x
+

1

y
+

1

z
+

1

xyz
=

12

x+ y + z
⇐⇒ x2(y + z) + x(y2 + z2 + 1− 9yz) + (yz + 1)(y + z) = 0 (1)

èìà áåçáðîéíî ìíîãî ðåøåíèÿ â åñòåñòâåíè ÷èñëà x, y è z.

Òúé êàòî (1) å êâàäðàòíî óðàâíåíèå îòíîñíî x, àêî x0 å ðåøåíèå, òî è x′0 =
yz + 1

x0
ñúùî å

ðåøåíèå. Ïðè òîâà, àêî x < y < z å ðåøåíèå, òî y < z < yz+1
x ñúùî å ðåøåíèå, êîåòî å ðàçëè÷íî

îò ïðåäèøíîòî (íî çàñåãà íå å ÿñíî äàëè å â åñòåñòâåíè ÷èñëà). Ñëåäîâàòåëíî å äîñòàòú÷íî äà

äîêàæåì, ÷å ðåäèöàòà {an}∞n=0, äåôèíèðàíà ÷ðåç ðàâåíñòâàòà a0 = a1 = a2 = 1, an+1 =
anan−1 + 1

an−2
ïðè n ≥ 2, ñå ñúñòîè îò åñòåñòâåíè ÷èñëà.

Èìàìå an+1an−2 = anan−1 + 1 è anan−3 = an−1an−2 + 1, îòêúäåòî

an−2(an+1 + an−1) = an(an−1 + an−2),
an+1 + an−1

an
=
an−1 + an−3

an−2
.

Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî îçíà÷àâà, ÷å

an+1 + an−1
an

=

{ a2+a0
a1

= 2 ïðè íå÷åòíî n
a3+a1
a2

= 3 ïðè ÷åòíî n
,

ñ êîåòî äîêàçàòåëñòâîòî å çàâúðøåíî.
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