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Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 1. (ÌÎÌ 2010) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíêöèè g : N→ N
òàêèâà, ÷å

(g(m) + n)(m + g(n))

å òî÷åí êâàäðàò çà ïðîèçâîëíè m,n ∈ N.
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Çàäà÷à 1.

Ðåøåíèå. Ïúðâî ùå äîêàæåì, ÷å f å èíåêöèÿ. Äà äîïóñíåì, ÷å
g(m1) = g(m2) çà íÿêîè åñòåñòâåíè m1 è m2.

p > g(m1) � ïðîñòî, n = p − g(m1).
=⇒ (g(m1) + n)(m1 + g(n)) = p(m1 + g(n)),
=⇒ (g(m2) + n)(m2 + g(n)) = p(m2 + g(n))
ñà òî÷íè êâàäðàòè.

=⇒ m1 + g(n), m2 + g(n) ñå äåëÿò íà p
=⇒ m1 −m2 ñå äåëè íà p, ïðîòèâîðå÷èå ïðè m1 6= m2
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Çàäà÷à 1.

Ùå äîêàæåì |g(n + 1)− g(n)| = 1 ∀n
Íåêà |g(n + 1)− g(n)| > 1 è p å ïðîñò äåëèòåë íà |g(n + 1)− g(n)|

g(n + 1) = paA− t è g(n) = pbB − t ,

t ,a,b,A,B � åñòåñòâåíè ÷èñëà, (A,p) = (B,p) = 1

m =


p + t àêî a > 1, b > 1

pc+1 + t àêî {a,b} = {1, c}, c å íå÷åòíî
Cp + t àêî {a,b} = {1, c}, c å ÷åòíî

C + A íå ñå äåëè íà p (ïðè a = 1), C + B íå ñå äåëè íà p (ïðè
b = 1).
Ïðè òàçè êîíñòðóêöèÿ çà âñÿêî îò ÷èñëàòà m + g(n) è m + g(n + 1)
ìàêñèìàëíàòà ñòåïåí íà p, êîÿòî ãî äåëè, å íå÷åòíà
=⇒ g(m) + n è g(m) + n + 1 ñå äåëÿò íà p
=⇒ p|(g(m) + n + 1)− (g(m) + n) = 1, ïðîòèâîðå÷èå
=⇒ g(n + 1)− g(n) = 1 (èçïîëçâàìå è èíåêòèâíîñòòà)
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Çàäà÷à 1.

g(1) = t =⇒ g(n) = n + t − 1 ïî èíäóêöèÿ

Îêîí÷àòåëíî g(n) = n + c çà íÿêàêâà êîíñòàíòà c ∈ N

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òàçè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî
íà çàäà÷àòà
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Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 2. (Èðàí 2011) Íåêà f : N→ N å ôóíêöèÿ, çà êîÿòî

af (a) + bf (b) + 2ab

å òî÷åí êâàäðàò çà ïðîèçâîëíè a,b ∈ N. Äà ñå äîêàæå, ÷å f (a) = a
çà âñÿêî a ∈ N.
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Çàäà÷à 2.

Ðåøåíèå. a = b = p � íå÷åòíî ïðîñòî =⇒ 2p(f (p) + p) å òî÷åí
êâàäðàò
Îñâåí òîâà � p|f (p) =⇒ p ≤ f (p).

Ùå äîêàæåì, ÷å af (a) å òî÷åí êâàäðàò çà âñÿêî a ∈ N
Ïðîòèâíîòî =⇒ ∃p � ïðîñòî, çà êîåòî p2k−1‖af (a), k ∈ N, ò.å.
af (a) = p2k−1s, êúäåòî (s,p) = 1

b = p2k =⇒ x = p2k−1s + p2k (f (b) + 2a) å òî÷åí êâàäðàò,
ïðîòèâîðå÷èå, çàùîòî p2k−1‖x .
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Çàäà÷à 2.

p > f (1) � (ãîëÿìî) íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî

a = p, b = 1 ïîëó÷àâàìå, ÷å =⇒ y = pf (p) + f (1) + 2p å òî÷åí
êâàäðàò

y > pf (p) = (
√

pf (p))2 � î÷åâèäíî

y < (
√

pf (p) + 2)2 ⇐⇒ f (1) + 2p < 4
√

pf (p) + 4

Ïîñëåäíîòî ñëåäâà îò f (1) < p è p ≤ f (p)

=⇒ y = (
√

pf (p) + 1)2

=⇒ f (1) + 2p = 2
√

pf (p) + 1. (1)
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Çàäà÷à 2.

pf (p) � òî÷åí êâàäðàò =⇒ f (p) = t2p, t ∈ N

Àêî t ≥ 2, òî îò p > f (1) è îò (1) ñëåäâà, ÷å

3p > f (1) + 2p = 2
√

pf (p) + 1 = 2tp + 1 ≥ 4p + 1,

ïðîòèâîðå÷èå.

=⇒ t = 1 è f (p) = p çà âñÿêî íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî p > f (1)

Íåùî ïîâå÷å, ñåãà îò (1) âèæäàìå, ÷å f (1) = 1 è çíà÷è f (p) = p çà
âñÿêî íå÷åòíî ïðîñòî ÷èñëî p
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Çàäà÷à 2.

Äà äîïóñíåì ñåãà, ÷å çà íÿêîå a ∈ N èìàìå f (a) 6= a

b = p � íå÷åòíî ïðîñòî =⇒ z = af (a) + p2 + 2ap å òî÷åí êâàäðàò,

ðàçëè÷åí îò (a + p)2 ïîðàäè äîïóñêàíåòî

=⇒ |z − (a + p)2| ≥ 2(a + p)− 1 (òîâà å ìèíèìàëíàòà ðàçëèêà
ìåæäó òî÷íèÿ êâàäðàò (a + p)2 è íàé-áëèçêèÿ äî íåãî äðóã òî÷åí
êâàäðàò)

Íî z − (a + p)2 = af (a)− a2

=⇒ |af (a)− a2| ≥ 2(a + p)− 1,

íå ìîæå äà áúäå âÿðíî çà ôèêñèðàíî a è çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p

Îêîí÷àòåëíî f (a) = a çà âñÿêî a ∈ N.
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Çàäà÷à 3.

Çàäà÷à 3. (ÁÎÌ 2017) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíêöèèè f : N→ N,
çà êîèòî

n + f (m)|f (n) + nf (m)

çà âñåêè äâå åñòåñòâåíè ÷èñëà m è n.
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Çàäà÷à 3.

Ðåøåíèå. n + f (m)|f (n) + nf (m), n + f (m)|n2 + nf (m)

=⇒ n + f (m)|f (n)− n2

çà âñÿêî m =⇒ f (n) = n2 å ðåøåíèå

Äà äîïóñíåì, ÷å ∃n = n1, çà êîåòî f (n1) 6= n2
1

=⇒ 1 ≤ f (m) ≤ |f (n1)− n2
1| − n1

=⇒ f å îãðàíè÷åíà

c ∈ N � òàêîâà, ÷å |f (n)− f (m)2| < c çà âñè÷êè åñòåñòâåíè m è n
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Çàäà÷à 3.

n + f (m)|n2 − f (m)2 + f (n)− n2 = f (n)− f (m)2.

n > c (îò ïîñëåäíîòî è îò óñëîâèåòî çà îãðàíè÷åíîñò)

=⇒ n + f (m)||f (n)− f (m)2| < c < n + f (m)

=⇒ f (n)− f (m)2 = 0 çà âñÿêî m ∈ N è âñÿêî åñòåñòâåíî n > c

=⇒ f = 1, êîåòî íàèñòèíà å ðåøåíèå

Îêîí÷àòåëíî, ðåøåíèÿòà ñà f (n) = n2 è f ≡ 1
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Çàäà÷à 4.

Çàäà÷à 4. (Øîðòëèñò MOM 2007) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè
ñþðåêòèâíè ôóíêöèè f : N→ N ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî:

çà âñè÷êè m,n ∈ N è çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p ÷èñëîòî f (m + n) ñå
äåëè íà p òîãàâà è ñàìî òîãàâà, êîãàòî ÷èñëîòî f (m) + f (n) ñå äåëè
íà p.
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Çàäà÷à 4.

Ðåøåíèå. Àêî f (1) èìà ïðîñò äåëèòåë p, òî f (1) + f (1) ñå äåëè íà
p, îòêúäåòî f (1+ 1) = f (2) ñå äåëè íà p è ò.í., äî çàêëþ÷åíèåòî, ÷å
p äåëè âñè÷êè ñòîéíîñòè íà f (n), êîåòî ïðîòèâîðå÷è íà
ñþðåêòèâíîñòòà. Ñëåäîâàòåëíî f (1) = 1.

Çà ôèêñèðàíî ïðîñòî p äà îçíà÷èì ñ a(p) íàé-ìàëêîòî åñòåñòâåíî
÷èñëî m, çà êîåòî f (m) ñå äåëè íà p (îò ñþðåêòèâíîñòòà ñëåäâà, ÷å
òàçè äåôèíèöèÿ å êîðåêòíà). Î÷åâèäíî a(p) > 1 è îò p|f (a(p)) è
óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å p|f (n), êîãàòî a(p)|n. Âÿðíî å è îáðàòíîòî,
ò.å. àêî p|f (n), òî a(p)|n. Äåéñòâèòåëíî, àêî n = a(p)q + r è
0 < r < a(p), òî f (a(p)q) + f (r) ñå äåëè íà p, îòêúäåòî p|f (r), à
òîâà ïðîòèâîðå÷è íà äåôèíèöèÿòà íà a(p).
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Çàäà÷à 4.

Äà äîïóñíåì, ÷å çà íÿêîå n ∈ N ÷èñëîòî f (n + 1)− f (n) èìà ïðîñò
äåëèòåë p. Îò ñþðåêòèâíîñòòà ñëåäâà, ÷å ñúùåñòâóâà k ∈ N, çà
êîåòî f (n) + f (k) ñå äåëè íà p. Òîãàâà îò
p|f (n + 1) + f (k) + f (n)− f (n + 1) ñëåäâà, ÷å p|f (n + 1) + f (k). Ñåãà
îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å p äåëè åäíîâðåìåííî f (n + k) è
f (n+ 1+ k). Íî òîãàâà a(p)|(n+ 1+ k)− (n+ k) = 1, ïðîòèâîðå÷èå.
Ñëåäîâàòåëíî |f (n + 1)− f (n)| = 1 çà âñÿêî åñòåñòâåíî n.
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Çàäà÷à 4.

Îò ãîðíîòî ñëåäâà, ÷å f (2) = 2 è îñòàâà äà äîêàæåì ñ èíäóêöèÿ ïî
n, ÷å f (n) = n. Íåêà f (k) = k çà âñÿêî k ≤ n è äà äîïóñíåì, ÷å
f (n+1) = n−1. Îò óñëîâèåòî ñëåäâà, ÷å ÷èñëàòà f (n)+ f (1) = n+1
è f (n + 1) = n − 1 èìàò åäíè è ñúùè ïðîñòè äåëèòåëè, êîåòî
âåäíàãà äàâà, ÷å òå ñà ñòåïåíè íà 2, îòòàì n = 3 è f (4) = 2. Íî
òîãàâà |f (5)− 2| = 1 îò åäíà ñòðàíà è, îò äðóãà, f (5) ñå äåëè íà 5,
çàùîòî f (2) + f (3) = 2 + 3 = 5. Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçâà,
÷å f (n + 1) = n + 1 è èíäóêöèÿòà å çàâúðøåíà.
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Çàäà÷à 5.

Çàäà÷à 5. (ÁÎÌ 2012) Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè ôóíêöèè f : N→ N,
çà êîèòî ñà â ñèëà äâåòå óñëîâèÿ:
(i) f (n!) = f (n)! çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n,
(ii) m − n äåëè f (m)− f (n) çà ïðîèçâîëíè ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè
÷èñëà m è n.
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Çàäà÷à 5.

Ðåøåíèå. Äà îòáåëåæèì, ÷å îò f (n0) = n0 çà íÿêîå n0 ≥ 3 ñëåäâà
f (nk ) = nk çà âñÿêî öÿëî k ≥ 0, êúäåòî nk = nk−1!. Îò äðóãà
ñòðàíà,

m − nk |f (m)− f (nk ) = f (m)− nk = f (m)−m + m − nk ,

îòêúäåòî m − nk |f (m)−m. Ñëåäîâàòåëíî f (m)−m èìà áåçáðîéíî
ìíîãî äåëèòåëè, ò.å. f (m) = m çà âñÿêî m.
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Çàäà÷à 5.

Îò f (1) = f (1!) = f (1)! è f (2) = f (2!) = f (2)! ñëåäâà, ÷å
f (1), f (2) ∈ {1,2}. Îòòóê è îò 4 = 3!− 2|f (3!)− f (2) = f (3)!− f (2)
ñëåäâà, ÷å f (3) ≤ 3.

Àêî f (3) = 3, òî f (m) = m çà âñÿêî m.

Íåêà f (3) ∈ {1,2} è n > 3 å ïðîèçâîëíî. Òîãàâà îò
n!− 3|f (n!)− f (3) = f (n)!− f (3) ñëåäâà, ÷å f (n)! íå ñå äåëè íà 3, ò.å.
f (n) ∈ {1,2}.
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Çàäà÷à 5.

Àêî f íå å êîíñòàíòà, ñúùåñòâóâàò åñòåñòâåíè ÷èñëà m è n, çà
êîèòî f (n) = 1 è f (m) = 2. Òîãàâà çà k = 2 +max{m,n} îò
k −m|f (k)− f (m) ∈ {−1,0,1} ñëåäâà, ÷å f (k) = f (m) = 2 è
àíàëîãè÷íî f (k) = 1, ïðîòèâîðå÷èå.

Îêîí÷àòåëíî, âñè÷êè ðåøåíèÿ íà çàäà÷àòà ñà f ≡ 1, f ≡ 2 è
f = idN.
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