
Òåìà íà ñåäìèöàòà (27 àïðèë � 3 ìàé 2020 ã.)

Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Íåêà a 6= −1 å ðåàëíî ÷èñëî è b = 1 + a + a2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè
ôóíêöèè f : R\{−a, 1} → R òàêèâà, ÷å

f

(
x− b
x+ a

)
+ f

(
ax+ b

1− x

)
≡ x.

Ðåøåíèå. Íåêà u(x) =
x− b
x+ a

è v(x) =
ax+ b

1− x
. Òúé êàòî a + b = (a + 1)2 > 0,

äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å

u(v(x)) = v(u(x)) =
(a+ b)x

a+ b
= x.

Ñúùî òàêà,

u(u(x)) =
(1− b)x− b(1 + a)

(1 + a)x+ a2 − b
=
−a(1 + a)x− b(1 + a)

(1 + a)x− (1 + a)
= v(x),

îòêúäåòî u(u(u(x))) = x è v(v(v(x))) = x, à çíà÷è è v(v(x)) = u(x). Çàìåñòâàéêè âúâ
ôóíêöèîíàëíîòî òúæäåñòâî x âåäíúæ ñ u(x) è âòîðè ïúò ñ v(x), ïîëó÷àâàìå

f(u(u(x))) + f(v(u(x))) = u(x) ⇒ f(v(x)) + f(x) = u(x)

f(u(v(x))) + f(v(v(x))) = v(x) ⇒ f(u(x)) + f(x) = v(x).

Ñúáèðàéêè äâåòå òúæäåñòâà è îòíîâî èçïîëçâàéêè óñëîâèåòî f(u(x)) + f(v(x)) = x,
çàêëþ÷àâàìå, ÷å

f(x) =
u(x) + v(x)− x

2
.

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðÿâà, ÷å òàçè ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿâà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà.

Çàäà÷à 2. Àíà èçáèðà 2020 òî÷êè â ðàâíèíàòà â îáùî ïîëîæåíèå (ò.å. íèêîè òðè
îò òî÷êèòå íå ëåæàò íà åäíà ïðàâà) è îöâåòÿâà 1010 îò òÿõ â ñèíüî, à îñòàíàëèòå 1010
- â ÷åðâåíî. Öåëòà �è å Áîá äà íå ìîæå äà ïðåêàðà ïðàâà `, îò âñÿêà ñòðàíà íà êîÿòî
äà ñå íàìèðàò ïî òî÷íî 505 ñèíè è 505 ÷åðâåíè òî÷êè. Ìîæå ëè Àíà äà ïîïðå÷è íà
Áîá?

Ðåøåíèå. Àíà íå ìîæå äà ïîïðå÷è íà Áîá. Äà îçíà÷èì ñ R(ϕ) ìíîæåñòâîòî îò
âñè÷êè ïðàâè â ðàâíèíàòà, ÷èèòî úãëîâ íàêëîí å ϕ (ñ÷èòàíî â ïîñîêà, îáðàòíà íà
÷àñîâíèêîâàòà ñòðåëêà) è îò äâåòå ñòðàíè íà êîèòî ëåæàò ïî ðàâåí áðîé (505 èëè 504,
àêî ïðàâàòà ìèíàâà ïðåç äâå ÷åðâåíè òî÷êè) ÷åðâåíè òî÷êè. Àíàëîãè÷íî äåôèíèðàìå
è ìíîæåñòâîòî B(ϕ) çà ñèíèòå òî÷êè. Çà âñÿêî ôèêñèðàíî ϕ, ìíîæåñòâàòà R(ϕ) è
B(ϕ) ïðåäñòàâëÿâàò äâå èâèöè â ðàâíèíàòà (íÿêîè îò èâèöèòå å âúçìîæíî äà ñà
èçðîäåíè â åäèíñòâåíà ïðàâà) è íåêà îçíà÷èì ñðåäíèòå èì ïðàâè ñúîòâåòíî ñ r(ϕ)
è b(ϕ). ×ðåç ïðèíöèï çà íåïðåêúñíàòîñò ùå äîêàæåì, ÷å çà íÿêîå ϕ0 å èçïúëíåíî
ðàâåíñòâîòî r(ϕ0) = b(ϕ0).

Àêî r(0) = b(0), òî ϕ0 = 0. Äà äîïóñíåì, ÷å r(0) 6= b(0) è íåêà, á.î.î. r(0) ñå íàìèðà
â ëÿâî îò b(0), àêî ãëåäàìå ïî ïîñîêà íà íàïðàâëåíèåòî íà ïðàâèòå. Èçìåíÿéêè úãúëà
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îò 0 äî π ïîëó÷àâàìå, ÷å r(π) ñå íàìèðà â äÿñíî îò b(π), òúé êàòî òåçè ïðàâè ñúâïàäàò
ñ ïúðâîíà÷àëíèòå, íî íàïðàâëåíèåòî èì å ïðîòèâîïîëîæíîòî. Òúé êàòî r(ϕ) è b(ϕ
ñà íåïðåêúñíàòè ôóíêöèè íà úãúëà ϕ, òî òðÿáâà äà ñúùåñòâóâà ϕ0 ∈ (0, π), çà êîéòî
r(ϕ0) = b(ϕ0). È â äâàòà ñëó÷àÿ, Áîá èìà ïå÷åëèâøà ñòðàòåãèÿ.

Ñåãà, àêî ïðàâàòà ` = r(ϕ0) = b(ϕ0) íå ñúäúðæà îöâåòåíè òî÷êè, òî òÿ âúðøè
ðàáîòà íà Áîá. Àêî ñúäúðæà, íàïðèìåð äâå ÷åðâåíè òî÷êè R1 è R2, òî ñúâñåì ëåêî
çàâúðòàíå íà ïðàâàòà îêîëî ñðåäàòà íà îòñå÷êàòà R1R2 ùå âúðøè ðàáîòà íà Áîá.

Çàäà÷à 3. Äà ñå äîêàæå, ÷å âñè÷êè åñòåñòâåíè ÷èñëà n, ñ èçêëþ÷åíèå íà êðàåí
áðîé, ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò êàòî ñóìà íà 2020 äâå ïî äâå ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà
k1, k2, . . . , k2020 òàêèâà, ÷å ki äåëè ki+1 çà âñÿêî i = 1, . . . , 2019.

Ðåøåíèå. Ùå äîêàæåì ïî èíäóêöèÿ ïî-îáù ðåçóëòàò, à èìåííî, ÷å çà âñÿêî åñòåñ-
òâåíî ÷èñëî r ≥ 2 ñúùåñòâóâà N(r) ∈ N, òàêîâà ÷å çà âñÿêî n ≥ N(r) ñúùåñòâóâàò
åñòåñòâåíè ÷èñëà k1, k2, . . . , kr ñúñ ñâîéñòâîòî

n = k1 + k2 + · · ·+ kr, 1 ≤ k1 < k2 < · · · < kr, ki | ki+1, i = 1, 2, . . . , r − 1.

Ïðè r = 2020 ùå ñëåäâà òâúðäåíèåòî â çàäà÷àòà.
Áàçà: Ïðè r = 2, èìàìå n = 1 + (n− 1) è çíà÷è N(2) = 3.
Èíäóêöèîííà ñòúïêà: Íåêà òâúðäåíèåòî å âÿðíî çà r = k è íåêà ðàçãëåäàìå r =

k+1 ñ N(k+1) = 4N(k)3. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n = 2α(2l+1) ≥ N(k+1) = 4N(k)3

èëè 2α ≥ 2N(k)2 èëè 2l + 1 > 2N(k). Àêî 2α ≥ 2N(k)2, òî ñúùåñòâóâà åñòåñòâåíî
÷èñëî 2t ≤ α, òàêîâà ÷å 22t ≥ 2N(k)2 è ñëåäîâàòåëíî 2t + 1 ≥ N(k). Ïî èíäóêöèîííî
ïðåäïîëîæåíèå,

2t + 1 = b1 + b2 + · · ·+ bk, 1 ≤ b1 < b2 < · · · < bk, bi | bi+1, i = 1, 2, . . . , k − 1.

Òîãàâà

2α = 2α−2t · 22t = 2α−2t
[
1 + (2t − 1)(2t + 1)

]
=

2α−2t + 2α−2t(2t − 1)b1 + 2α−2t(2t − 1)b2 + · · ·+ 2α−2t(2t − 1)bk

=⇒ n = 2α−2t(2l + 1) + 2α−2t(2t − 1)b1(2l + 1) + · · ·+ 2α−2t(2t − 1)bk(2l + 1).

Àêî 2l + 1 > 2N(k), òî l > N(k) è çíà÷è l = c1 + c2 + · · ·+ ck, îòêúäåòî

n = 2α + 2α+1c1 + 2α+1c2 + · · ·+ 2α+1ck.

Ñ òîâà èíäóêöèîííàòà ñòúïêà å äîêàçàíà è ðåøåíèåòî å çàâúðøåíî.
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