
Òåìà íà ñåäìèöàòà (13-19 àïðèë 2020 ã.)
Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Äàäåí å 4ABC, â êîéòî AC > AB. Íåêà D å òî÷êà îò ñòðàíàòà BC,
çà êîÿòî 2∠DAC = ∠ABC − ∠ACB. Îïèñàíàòà îêîëî 4ACD îêðúæíîñò ïðåñè÷à
çà âòîðè ïúò ñòðàíàòà AB â òî÷êà E, à îïèñàíàòà îêîëî 4ABD îêðúæíîñò ïðåñè÷à
çà âòîðè ïúò ñòðàíàòà AC â òî÷êà F . Úãëîïîëîâÿùàòà íà ∠BDE ïðåñè÷à ñòðàíàòà
AB â òî÷êà P , à úãëîïîëîâÿùàòà íà ∠CDF ïðåñè÷à ñòðàíàòà AC â òî÷êà Q. Äà ñå
äîêàæå, ÷å ïðàâèòå PQ è AB ñà ïåðïåíäèêóëÿðíè.

Ðåøåíèå. Ïúðâè íà÷èí. Èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî

∠PDQ = 180◦ − ∠BDP − ∠CDQ = 180◦ − 1

2
∠BDE − 1

2
∠CDF

= 180◦ − 1

2
∠BAC − 1

2
∠BAC = 180◦ − ∠BAC.

Ñëåäîâàòåëíî òî÷êèòå A, P , D è Q ëåæàò íà åäíà îêðúæíîñò. Òîãàâà

∠APQ = ∠ADQ = 180◦ − ∠DAQ− ∠ACD − ∠CDQ

= 180◦ − 1

2
(∠ABC − ∠ACB)− ∠ACB − 1

2
∠BAC = 90◦.

Âòîðè íà÷èí. Îò ∠DFC = ∠DBE è ∠DCF = ∠DEB ñëåäâà, ÷å 4DFC ∼
4DBE. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà âúðòÿùà õîìîòåòèÿ h ñ öåíòúð D, êîÿòî èçï-
ðàùà 4DFC â 4DBE. Èìàìå h(Q) = P , çàùîòî òî÷êèòå Q è P ñà ñúîòâåòíè âúðõó
ïðàâèòå CF è EB. Òîãàâà h èçïðàùà 4DQP â 4DFB è èìàìå ïîñëåäîâàòåëíî

∠(PQ,AB) = ∠(PQ,BF ) + ∠FBA = ∠(PD,BD) + (∠ABC − ∠CBF )

=
1

2
∠EDB + ∠ABC − ∠DAC

=
1

2
∠BAC + ∠ABC − 1

2
(∠ABC − ∠ACB) = 90◦.

Çàäà÷à 2. Íåêà P å íåêîíñòàíòåí ïîëèíîì ñ öåëè êîåôèöèåíòè. Ñúùåñòâóâà
ëè ôóíêöèÿ T : Z → Z ñúñ ñëåäíîòî ñâîéñòâî: áðîÿò íà öåëèòå ÷èñëà x, çà êîèòî
T (n)(x) = x å ðàâåí íà P (n) çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n? (Ñ T (n) îçíà÷àâàìå n-òàòà
èòåðàöèÿ íà T .)

Ðåøåíèå. Îòãîâîð � Íå! Äà äîïóñíåì, ÷å ñúùåñòâóâà ôóíêöèÿ T ñ èñêàíîòî ñâîéñ-
òâî. Çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n íåêà

A(n) = {x ∈ Z : T n(x) = x}

B(n) = {x ∈ Z : T n(x) = x;n å ìèíèìàëíîòî ñ òîâà ñâîéñòâî}.
Òîãàâà èìàìå P (n) = |A(n)| çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî n è, â ÷àñòíîñò, âñè÷êè ìíî-
æåñòâà A(n) ñà êðàéíè. Èìàìå îùå

A(n) = ∪d|nB(d),

êàòî ìíîæåñòâàòà B(d), d|n, ñà äâå ïî äâå íåïðåñè÷àùè ñå. Òîãàâà

|A(n)| =
∑
d|n

|B(d)|.
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Ùå äîêàæåì, ÷å |B(d)| ñå äåëè íà d. Äà ðàçãëåäàìå íàñî÷åí ãðàô ñ âúðõîâå öåëèòå
÷èñëà è íàñî÷åíî ðåáðî îò a êúì b òî÷íî êîãàòî b = T (a). Èìàìå x ∈ B(d) òîãàâà è
ñàìî òîãàâà, êîãàòî x ïðèíàäëåæè íà öèêúë ñ äúëæèíà d â íàøèÿ ãðàô. Áðîÿò íà
åëåìåíòèòå â òàêúâ öèêúë å êðàòåí íà d, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å d äåëè |B(d)|.

Íåêà deg(P ) = m ≥ 1, P (x) = amx
m + am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0 è p å ïðîèçâîëíî
ïðîñòî ÷èñëî. Èìàìå P (1) = |A(1)| = |B(1)| è

P (p) = |A(p)| = |B(1)|+ |B(p)| = |B(p)|+ |A(1)| = |B(p)|+ P (1).

Òúé êàòî p||B(p)|, çàêëþ÷àâàìå, ÷å p|P (p)−P (1), ò.å. p äåëè am(p
m−1)+am−1(p

m−1−
1) + · · · + a1(p − 1), îòêúäåòî î÷åâèäíî ñëåäâà, ÷å p|am + am−1 + · · · + a1. Òúé êàòî
òîâà å âÿðíî çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî p, ïîëó÷àâàìå am + am−1 + · · ·+ a1 = 0.

Íåêà ñåãà p è q ñà äâå ðàçëè÷íè ïðîñòè ÷èñëà. Òîãàâà

P (pq) = |A(pq)| = |B(pq)|+ |B(p)|+ |B(q)|+ |B(1)|
= |B(pq)|+ (|A(p)| − |B(1)|) + (|A(q)| − |B(1)|) + |A(1)|
= |B(pq)|+ |A(p)|+ |A(q)| − |A(1)| = |B(pq)|+ P (p) + P (q)− P (1).

Òúé êàòî pq||B(pq)|, çàêëþ÷àâàìå, ÷å pq äåëè P (pq) − P (p) − P (q) + P (1). Îòòóê
ñëåäâà, ÷å pq äåëè èçðàçà

am((pq)
m−pm−qm+1)+· · ·+a1(pq−p−q+1) = am(p

m−1)(qm−1)+· · ·+a1(p−1)(q−1).
Îò÷èòàéêè òîâà è ïîëó÷åíîòî ïî-ãîðå am + am−1 + · · ·+ a1 = 0, äîñòèãàìå äî

amq
m + · · ·+ a1q ≡ 0 (mod p),

êîåòî òðÿáâà äà å â ñèëà çà âñÿêî ïðîñòî ÷èñëî q.
Ñ äðóãè äóìè, óðàâíåíèåòî amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x = 0 èìà çà êîðåí âñÿêî q

(mod p) â ïîëåòî Zp. Íåêà p > m+ 1 è (áåç îãðàíè÷åíèå íà îáùíîñòòà) ïîíå åäèí îò
êîåôèöèåíòèòå am, am−1, . . . , a1 íå ñå äåëè íà p. Ñúãëàñíî òåîðåìàòà íà Äèðèõëå çà
âñåêè îñòàòúê i ∈ {1, 2, . . . ,m+ 1} ìîæåì äà èçáåðåì ïðîñòî ÷èñëî qi, çà êîåòî qi ≡ i
(mod p), ïîëó÷àâàéêè ïî òîçè íà÷èí ïîâå÷å îò m êîðåíà â Zp íà amx

m + am−1x
m−1 +

· · ·+ a1x = 0. Ïîëó÷åíîòî ïðîòèâîðå÷èå ïðèêëþ÷âà äîêàçàòåëñòâîòî.

Çàäà÷à 3. Äàäåíà å îãúðëèöà ñ 2020 ìúíèñòà, âñÿêî îò êîèòî å íîìåðèðàíî ñ öÿëî
÷èñëî. Ñóìàòà îò âñè÷êè íîìåðà å ðàâíà íà 2019. Âèíàãè ëè å âúçìîæíî îãúðëèöàòà
äà ñå ðàçêúñà ìåæäó äâå ìúíèñòà òàêà, ÷å â ïîëó÷åíèÿ íàíèç (â åäíà îò ïîñîêèòå)
ìúíèñòàòà äà ñà ïîäðåäåíè ñ íîìåðàòà ñè x1, x2, . . . , x2020 òàêà, ÷å äà ñà èçïúëíåíè
íåðàâåíñòâàòà

k∑
i=1

xi ≤ k − 1 çà k = 1, 2, . . . , 2020?

Ðåøåíèå. Îòãîâîð � Äà! Íåêà 2020 = n è

si = x1 + · · ·+ xi −
i(n− 1)

n
,

êàòî sn = s0 = 0. Òåçè ÷èñëà îáðàçóâàò öèêëè÷íà ðåäèöà, êîÿòî ïðè ðîòàöèÿ íà
îãúðëèöàòà ñå òðàíñëèðà ñ êîíñòàíòà. Ñëåäîâàòåëíî, àêî èçáåðåì xj, çà êîåòî sj å
ìàêñèìàëíî è ðàçêúñàìå îãúðëèöàòà ïðè xj (ò.å. ïðåèìåíóâàìå, ïðàâåéêè xn òîâà
xj). Ñåãà sk ≤ 0 çà âñÿêî k, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å

x1 + · · ·+ xk ≤
k(n− 1)

n
è îñòàâà äà ñúîáðàçèì, ÷å ëÿâàòà ñòðàíà å öÿëî ÷èñëî, à öÿëàòà ÷àñò íà äÿñíàòà
ñòðàíà å k − 1.
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