
Òåìà íà ñåäìèöàòà (4-10 ìàé 2020 ã.)

Ðåøåíèÿ

Çàäà÷à 1. Íåêà a1, a2, . . . å òàêàâà ðåäèöà îò ðàçëè÷íè åñòåñòâåíè ÷èñëà, ÷å an ≤ 4, 99n çà
âñÿêî n ∈ N . Äà ñå äîêàæå, ÷å ñáîðúò íà öèôðèòå íà áåçáðîéíî ìíîãî ÷ëåíîâå íà ðåäèöàòà
íå ñå äåëè íà 5.

Ðåøåíèå. Äà çàáåëåæèì, ÷å çà âñÿêî åñòåñòâåíî ÷èñëî k èçìåæäó ÷èñëàòà 5k, 5k+1, 5k+2,
5k+3 è 5k+4 èìà òî÷íî åäíî, ñóìàòà îò öèôðèòå íà êîåòî ñå äåëè íà 5. Íàèñòèíà, ïîñëåäíèòå
öèôðè íà òåçè ÷èñëà ñà 0,1,2,3,4 èëè 5,6,7,8,9 (êàòî íèêúäå íÿìàìå ïðåíîñ), êîåòî îçíà÷àâà,
÷å îñòàòúöèòå îò ñáîðà íà öèôðèòå ïðè äåëåíèå íà 5 ñà 0,1,2,3,4 â íÿêàêúâ ðåä. Ñëåäîâàòåëíî,
àêî b1 = 5, b2 = 14, b3 = 19, b4 = 23, . . . å ðàñòÿùàòà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, ñáîðúò îò
öèôðèòå íà âñÿêî îò êîèòî ñå äåëè íà 5, òî

5n ≤ bn ≤ 5n+ 4.

Äà äîïóñíåì, ÷å ðåäèöàòà a1, a2, . . . ñúäúðæà êðàåí áðîé ÷ëåíîâå, ñáîðúò îò öèôðèòå íà âñÿêî
îò êîèòî íå ñå äåëè íà 5. Òîâà îçíà÷àâà, ÷å ñúùåñòâóâà N , çà êîåòî ñáîðúò îò öèôðèòå íà
an ïðè n ≥ N ñå äåëè íà 5. Àêî aN = bk, òî ìîæåì äà ñ÷èòàìå, ÷å aN+t = bk+t (Çàùî?).
Ïîëó÷àâàìå, ÷å çà âñÿêî t å èçïúëíåíî:

4, 99(N + t) ≥ aN+t = bk+t ≥ 5(k + t),

êîåòî âîäè äî 4, 99N − 5k ≥ 0, 01t. Ïîñëåäíîòî ðàâåíñòâî å íåâúçìîæíî, çàùîòî N è k ñà
äàäåíè åñòåñòâåíè ÷èñëà, à t ðàñòå íåîãðàíè÷åíî, ïðîòèâîðå÷èå.

Çàäà÷à 2. Äà ñå íàìåðÿò âñè÷êè èíåêòèâíè ôóíêöèè f : N→ N òàêèâà, ÷å

2f(f(n)) ≤ n+ f(n) çà âñÿêî n ∈ N.

Ðåøåíèå. Äà äîïóñíåì, ÷å f(n) > n çà íÿêîå åñòåñòâåíî ÷èñëî n. Òîãàâà

f(f(n)) ≤ n+ f(n)

2
< f(n)

è ïî èíäóêöèÿ ïîëó÷àâàìå

f (t+1)(n) ≤ f (t−1)(n) + f (t)(n)

2
< f(n).

Ñëåäîâàòåëíî ðåäèöàòà {f (k)(n)} å îãðàíè÷åíà ðåäèöà îò åñòåñòâåíè ÷èñëà, îòêúäåòî ïîëó-
÷àâàìå f (p)(n) = f (q)(n) çà íÿêîè p < q. Òúé êàòî f å èíåêòèâíà, òî f (p−1)(n) = f (q−1)(n) è
ñëåäîâàòåëíî f (q−p)(n) = n. Îòòóê f (q−p+1)(n) = f(n), êîåòî å ïðîòèâîðå÷èå.

Äîêàçàõìå, ÷å f(n) ≤ n çà âñÿêî n. Òîãàâà f(1) ≤ 1, îòêúäåòî f(1) = 1. Àêî f(n) = n çà
n = 1, 2, . . . , k − 1, òî f(k) ≤ k è èíåêòèâíîñòòà íà ôóíêöèÿòà f îçíà÷àâà, ÷å f(k) = k.

Åäèíñòâåíàòà ôóíêöèÿ, óäîâëåòâîðÿâàùà óñëîâèåòî íà çàäà÷àòà å f(n) = n.

Çàäà÷à 3. Êâàäðàò ABCD å ðàçïîëîæåí âúâ âúòðåøíîñòòà íà îêðúæíîñò k. Îêðúæíîñò σ ñå
äîïèðà âúòðåøíî äî k â òî÷êà A1 è äî ïðîòèâîïîëîæíèòå ëú÷è íà AB→ è AD→. Àíàëîãè÷íî
ñå äåôèíèðàò òî÷êèòå B1, C1 è D1. Äà ñå äîêàæå, ÷å ïðàâèòå AA1, BB1, CC1 è DD1 ñå
ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà.



Ðåøåíèå. Äà îçíà÷èì ñ ω âïèñàíàòà â êâàäðàòà ABCD îêðúæíîñò. Íåêà H1 å õîìîòåòèÿ
ñ öåíòúð A è îòðèöàòåëåí êîåôèöèåíò, êîÿòî ïðåîáðàçóâà ω â σ, à H2 å õîìîòåòèÿ ñ öåíòúð
A1 è ïîëîæèòåëåí êîåôèöèåíò, êîÿòî ïðåîáðàçóâà σ â k. Ïðîèçâåäåíèåòî íà êîåôèöèåíòèòå
íà äâåòå õîìîòåòèè å îòðèöàòåëíî ÷èñëî è ñëåäîâàòåëíî íå å ðàâíî íà 1. Èçâåñòíî å, ÷å â
òîçè ñëó÷àé êîìïîçèöèÿòà H íà äâåòå õîìîòåòèè å õîìîòåòèÿ ñ öåíòúð âúðõó ïðàâàòà A1A.
Õîìîòåòèÿòà H èìà îòðèöàòåëåí êîåôèöèåíò è ïðåîáðàçóâà ω â k. Òúé êàòî H å åäèíñòâåíà,
òî AA1, BB1, CC1 è DD1 ñå ïðåñè÷àò â åäíà òî÷êà è òîâà å öåíòúðúò íà H.


