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Âúâåäåíèå � Chicken McNuggets

Ïðåç 1979 ãîäèíà Ìàêäîíàëäñ ïóñêà â ïðîäàæáà Chicken
McNuggets (õàïêè îò ïèëåøêè ãúðäè â çëàòèñòà, õðóïêàâà
ïàíèðîâêà ñúñ ñîñ ïî èçáîð).
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Ïúðâîíà÷àëíî ïèëåøêèòå õàïêè ñà ïóñíàòè â îïàêîâêè îò 6, 9 è
20.

(Äíåñ ïîâå÷åòî çàâåäåíèÿ íà Ìàêäîíàëäñ â ÑÀÙ ïðîäàâàò
Chicken McNuggets â îïàêîâêè îò 4, 6, 10, 20, 40 è 50 õàïêè. Â
Áúëãàðèÿ òå ñå ïðåäëàãàò ïî 6 è 9, à àêî ñå âçåìàò êàòî ìåíþ ñ
êàðòîôêè è êîêà-êîëà � ïî 5.)
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Çàäà÷à çà Chicken McNuggets
(The Chicken McNugget Problem)

Êîëêî ïèëåøêè õàïêè ìîãàò äà ñå êóïÿò â Ìàêäîíàëäñ, àêî ñå
èçïîëçâàò ñàìî îïàêîâêè îò 6, 9 èëè 20 õàïêè?
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Ðåøåíèå

Èçïîëçâàéêè ñàìî îïàêîâêè îò 6 è 9 õàïêè, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò
âñè÷êè êðàòíè íà 3, çàïî÷âàéêè îò 6.
Òúé êàòî 20 å ñðàâíèìî ñ 2 ïî ìîäóë 3, ñ åäíà îïàêîâêà îò 20
ïèëåøêè õàïêè è íÿêîëêî îïàêîâêè îò 6 è 9 õàïêè, ìîãàò äà ñå
ðåàëèçèðàò âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà 20 + 3n, n ≥ 2, ò.å. âñè÷êè
÷èñëà, ñðàâíèìè ñ 2 ïî ìîäóë 3, çàïî÷âàéêè îò 26.
Àíàëîãè÷íî, êîìáèíèðàéêè äâå îïàêîâêè îò 20 õàïêè ñ
îïàêîâêè îò 6 è 9, ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò âñè÷êè ÷èñëà
≡ 1 (mod 3), çàïî÷âàéêè îò 46.
Ñëåäîâàòåëíî, òàêà ìîæåì äà ïîëó÷èì âñÿêî ÷èñëî îò 44
íàãîðå.
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Åñòåñòâåíèòå ÷èñëà n, êîèòî óäîâëåòâîðÿâàò çàäà÷àòà çà
Chicken McNuggets ñå íàðè÷àò ÷èñëà íà McNuggets (McNugget
numbers). Î÷åâèäíî, ÷å çà òÿõ ñúùåñòâóâà íàðåäåíà òðîéêà
(a, b, c) îò íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà òàêàâà, ÷å

6a + 9b + 20c = n.

Åäèíñòâåíèòå åñòåñòâåíè ÷èñëà, êîèòî íå ñà ÷èñëà íà
McNuggets ñà 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 22, 23,
25, 28, 31, 34, 37 è 43. (Òîâà å ðåäèöàòà A065003
(https://oeis.org/A065003) â Åíöèêëîïåäèÿòà íà öåëî÷èñëåíèòå
ðåäèöè, îñíîâàíà îò Ñëîàí ïðåç 1964 ã.)
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Ôðîáåíèóñ è Ñèëâåñòúð

Â êðàÿ íà XIX âåê ðåäèöà ìàòåìàòèöè, ñðåä êîèòî Ôðîáåíèóñ è
Ñèëâåñòúð, ðàçãëåæäàò (è ðåøàâàò íàïúëíî èëè ÷àñòè÷íî)
ñëåäíèÿ ïðîáëåì.
Ïðîáëåì. Àêî a1, . . . , ak ñà âçàèìíî ïðîñòè åñòåñòâåíè ÷èñëà,
êîè ÷èñëà n ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

n = a1z1 + · · ·+ akzk ,

êúäåòî z1, . . . , zk ñà íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà, ò.å.
z1, . . . , zk ∈ N0 = {0, 1, 2, . . .}?
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Àêî a1, . . . , ak ∈ N , òî ìíîæåñòâîòî íà âñè÷êè ÷èñëà îò âèäà

n = a1z1 + · · ·+ akzk , z1, . . . , zk ∈ N0,

å ÷èñëîâ ìîíîèä, ò.å. å çàòâîðåíî îòíîñíî îïåðàöèÿòà ñúáèðàíå.
Ñ äðóãè äóìè, òî å ïîäïîëóãðóïà ñ 0 íà àäèòèâíàòà ãðóïà N0.

Èçâåñòíî å, ÷å âñåêè ÷èñëîâ ìîíîèä ñå ïîðàæäà îò êðàåí áðîé
÷èñëà è ïðèòåæàâà åäèíñòâåíà ìèíèìàëíà ñèñòåìà ïîðàæäàùè.
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Òåîðåìà

Àêî a1, . . . , ak ∈ N è (a1, . . . , ak) = 1, òî âñè÷êè äîñòàòú÷íî
ãîëåìè åñòåñòâåíè ÷èñëà ñå ïðåäñòàâÿò âúâ âèäà

n = a1z1 + · · ·+ akzk , z1, . . . , zk ∈ N0.

Íàé-ãîëÿìîòî åñòåñòâåíî ÷èñëî, êîåòî íå ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè
â òîçè âèä, ñå íàðè÷à ÷èñëî íà Ôðîáåíèóñ.

Íàïðèìåð, ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ çà ÷èñëàòà íà McNuggets å
ðàâíî íà 43.
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Math. Questions from the Educational Times, 41 (1884), 21.
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Ïðîáëåì íà Ôðîáåíèóñ çà ìîíåòèòå

Ðàçãëåæäàíèÿò ïî-ãîðå ïðîáëåì ñå ôîðìóëèðà ïîïóëÿðíî êàòî
Ïðîáëåì íà Ôðîáåíèóñ çà ìîíåòèòå: Êîÿ å íàé-ãîëÿìàòà

ñóìà (÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ), êîÿòî íå ìîæå äà ñå ïëàòè ñ

ìîíåòè îò íÿêîëêî ôèêñèðàíè íîìèíàëà?

Ñ ìîíåòè îò 5 è 2 ïåíñà ìîãàò äà ñå ïëàòÿò âñè÷êè ñóìè
ñ èçêëþ÷åíèå íà 1 è 3 ïåíñà.
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Ïî-ãîðå ñïîìåíàõìå, ÷å òàêàâà ñóìà ñúùåñòâóâà òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî èçáðàíèòå íîìèíàëè íà ìîíåòèòå ñà âçàèìíî
ïðîñòè.
Ôîðìóëà çà ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ å èçâåñòíà ñàìî êîãàòî
ìîíåòèòå ñà îò äâà âçàèìíî ïðîñòè íîìèíàëà a è b. Òîãàâà òî å
ðàâíî íà ab − (a + b). Â îáùèÿ ñëó÷àé òàêàâà ôîðìóëà íå å
èçâåñòíà, íî ïðè ôèêñèðàíî êîëè÷åñòî îò íîìèíàëè èìà

àëãîðèòúì, êîéòî ïðåñìÿòà ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ çà

ïîëèíîìíî âðåìå.
(Âõîäíèòå äàííè íà òàêúâ àëãîðèòúì ñà ëîãàðèòìèòå íà
íîìèíàëèòå.)
Â îáùèÿ ñëó÷àé íå å íàìåðåí àëãîðèòúì, êîéòî ðåøàâà

çàäà÷àòà çà ïîëèíîìíî âðåìå. Èìà õèïîòåçà, ÷å òîçè ïðîáëåì å

NP-òðóäåí.
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ÁÍÁ ðåøàâà çàäà÷àòà çà ÷èñëîòî íà Ôðîáåíèóñ ïî òðèâèàëåí
íà÷èí, êàòî ïóñêà ìîíåòè è ïî åäíà ñòîòèíêà. Î÷åâèäíî, ÷å
âñÿêà ñóìà ìîæå äà ñå ïëàòè ñ òàêèâà ìîíåòè.
Íî ïðåä âñÿêà äúðæàâà ñòîè îñíîâåí ïðîáëåì, èíäèðåêòíî
ñâúðçàí ñúñ çàäà÷àòà íà Ôðîáåíèóñ çà ìîíåòèòå.

Êàêâè íîìèíàëè íà ìîíåòè è áàíêíîòè è â êàêâî
êîëè÷åñòâî òðÿáâà äà ñå ïóñíàò â îáðúùåíèå?

Òîâà å ñëîæíà ìóëòèäèñöèïëèíàðíà çàäà÷à, êîÿòî èçèñêâà
îòãîâîðè íà ðåäèöà âúïðîñè.
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Ïðîáëåìè

(Òîâà å ëè÷íî âèæäàíå íà åäèí îò äîêëàä÷èöèòå, çà êîåòî òîé
íå ìîæå äà ïðèâåäå ñåðèîçíè íàó÷íè àðàãóìåíòè.)

I Íåîáõîäèìè ñà ñòàòèñòè÷åñêè äàííè çà ðàçìåðà è
êîëè÷åñòâîòî íà ïëàùàíèÿòà â áðîé. Êàêâè íîìèíàëè íà
ìîíåòè è áàíêíîòè è â êàêâî êîëè÷åñòâî ñà íåîáõîäèìè çà
îïòèìèçèðàíå íà ïðîöåñà íà ïëàùàíèÿòà?

I Êàêâà å öåíàòà íà èçðàáîòâàíåòî íà ñúîòâåòíèòå ìîíåòè è
áàíêíîòè? (Â èñòîðèÿòà ñà èçâåñòíè ñëó÷àè íà
õèïåðèíôëàöèÿ, êîãàòî å ïî-èçãîäíî äà ñå ïðîäàäàò
ìîíåòèòå íà �Âòîðè÷íè ñóðîâèíè�, îòêîëêîòî äà ñå ïëàùà ñ
òÿõ.)
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I Êàê áúðçî ñå ïîõàáÿâàò ìîíåòèòå è áàíêíîòèòå è êîëêî
÷åñòî òå òðÿáâà äà ñå ïîäìåíÿò?

I Êîëêî áúðçî öèðêóëèðàò ïàðè÷íèòå ñðåäñòâà è êàêâà ÷àñò
îò òÿõ ñå âðúùàò â áàíêàòà?

I Îò÷èòàíå íà ïîñëåäñòâèÿòà, àêî ñå ïóñíàò â îáðúùåíèå
ïîâå÷å ïàðè, êîåòî ìîæå äà äîâåäå äî íàìàëÿâàíå íà
òÿõíîòî ãàðàíòèðàíå îò äúðæàâàòà.
(Íîñÿò ñå ëåãåíäè, ÷å ïî âðåìå íà Âòîðàòà ñâåòîâíà âîéíà
Ãåðìàíèÿ, ñ öåë äà äåñòàáèëèçèðà èêîíîìèêàòà íà ÑÀÙ, å
îòïå÷àòàëà ãîëÿìî êîëè÷åñòâî ôàëøèâè äîëàðè ñ ìíîãî
âèñîêî êà÷åñòâî. Ïðàâèòåëñòâîòî íà ÑÀÙ å ðåøèëî, ÷å å
ïî-áåçáîëåçíåíî è ïî-ëåñíî äà îñòàâè òåçè ïàðè â
îáðúùåíèå, âìåñòî äà ñå áîðè ñ òÿõíîòî ðàçïðîñòðàíåíèå.)
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I Îò÷èòàíå íà åôåêòà îò ïîëèòè÷åñêè è ïðèðîäíè
êàòàêëèçìè.
(Íàïðèìåð, òîâà å ïðåäñêàçâàíåòî íà ïðîöåíòà íà
èíôëàöèÿ. Äðóã ïðèìåð å, ÷å ãîëÿìà ÷àñò îò îáðàçóâàíåòî
íà ìîíåòíèòå íàõîäêè îò Àíòè÷íîñòòà è Ñðåäíîâåêîâèåòî
ñà ðåçóëòàò íà ðåøåíèå ïàðèòå äà ñå ñúõðàíÿò çà ïî-äîáðè
âðåìåíà, íàïðèìåð ïî âðåìå íà âîéíà èëè íà
ðàçáîéíè÷åñêè íàáåçè.)
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I Îò÷èòàíå íà íåî÷àêâàíè åôåêòè îò ïîëèòè÷åñêè èëè
èêîíîìè÷åñêè ðåøåíèÿ.
(Èçâåñòíè ñà ñëó÷àè îò áëèçêîòî ìèíàëî, êîãàòî
îãðàíè÷àâàíåòî íà ïðîäàæáàòà íà àëêîõîë çàòðóäíÿâà
öèðêóëèðàíåòî è âðúùàíåòî íà ïàðèòå â áàíêàòà, êîåòî
âîäè äî ñåðèîçíè çàòðóäíåíèÿ è çàáàâÿíå ïðè èçïëàùàíåòî
íà çàïëàòèòå.)
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Ïðîèçâîäÿùè ôóíêöèè è òåîðåìà íà Øóð

Äà ðàçãëåäàìå ôîðìàëíèÿ ñòåïåíåí ðåä

1

(1− t6)(1− t9)(1− t20)

= (1 + t6 + t12 + · · · )(1 + t9 + t18 + · · · )(1 + t20 + t40 + · · · )

= 1+t6+t9+t12+t15+2t18+t20+t21+2t24+t26+2t27+t29+2t30+· · ·

Êîåôèöèåíòúò ïðåä tn â ðàçâèòèåòî íà ðåäà äàâà ïî êîëêî
ðàçëè÷íè íà÷èíà ìîæå äà ñå ïðåäñòàâè ÷èñëîòî n âúâ âèäà
6a + 9b + 20c , a, b, c ∈ N0:

24 = 6 · 4 + 9 · 0 + 20 · 0 = 6 · 1 + 9 · 2 + 20 · 0.
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Äà ïðåäñòàâèì äðîáòà ÷ðåç åëåìåíòàðíè äðîáè

1

1080(1− t)3
+

2

135(1− t)2
+

1

240(1 + t)2
+

2 + t

54(1 + t + t2)2

+
275

2592(1− t)
+

11

160(1 + t)
+

113 + 40t

324(1 + t + t2)

+
1 + t

40(1 + t2)
+

2 + 2t + t2

20(1 + t + t2 + t3 + t4)
+

1

12(1− t + t2)

+
1 + t + t2 − t3 + 2t4 − t5

9(1 + t3 + t6)
− t(2− t + 2t2)

20(1− t + t2 − t3 + t4)

+
1 + t − 2t2 − 2t3 + 3t4 + 3t5 − 4t6 + t7

10(1− t2 + t4 − t6 + t8)
.
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Çíàìåíàòåëèòå íà ñúáèðàåìèòå ñà ñòåïåíè íà öèêëîòîìè÷íèòå
ïîëèíîìè Φd(t), êúäåòî d å äåëèòåë íà 6, 9 è 20. Àêî d äåëè
m, òî ïîëèíîìúò Φd(t) äåëè 1− tm. Ñëåäîâàòåëíî

1

(1− t6)(1− t9)(1− t20)
=

1

1080(1− t)3
+

p2(t)

(1− t2)2
+

p3(t)

(1− t3)2

+
q6(t)

1− t6
+

q9(t)

1− t9
+

q20(t)

1− t20
,

p2(t), p3(t), q6(t), q9(t), q20(t) ∈ Q[t].
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Òúé êàòî
1

(1− tm)r
=
∑
n≥0

(
n + r − 1

r − 1

)
tmn,

ðúñòúò íà êîåôèöèåíòèòå ïðåä ñòåïåíèòå íà t å îãðàíè÷åí îò
ïîëèíîì íà n îò ñòåïåí r − 1.
Ñëåäñòâèå. Çà ãîëåìè ñòîéíîñòè íà n áðîÿò íà íà÷èíèòå, ïî
êîèòî n ñå ïðåäñòàâÿ âúâ âèäà 6a + 9b + 20c å

n2

2! · 6 · 9 · 20
(1 + o(1)).
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Òåîðåìà íà Øóð

Àêî åñòåñòâåíèòå ÷èñëà a1, . . . , ak ñà âçàèìíî ïðîñòè, òî çà
ãîëåìè ñòîéíîñòè íà n áðîÿò íà ïðåäñòàâÿíèÿòà íà n âúâ âèäà
a1z1 + · · ·+ akzk e

nk−1

(k − 1)!a1 · · · ak
(1 + o(1)).

Äîêàçàòåëñòâîòî èçïîëçâà åëåìåíòàðíè äðîáè, êàêòî ïî-ãîðå.
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Ïðîèçâîäÿùè ôóíêöèè

Ôîðìàëíèÿò ñòåïåíåí ðåä

1

(1− t6)(1− t9)(1− t20)
=
∑
n≥0

pnt
n

å ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà ðåäèöàòà p0, p1, p2, . . ., êúäåòî pn
å áðîÿò íà ðàçëè÷íèòå íà÷èíè, ïî êîèòî ÷èñëîòî n ìîæå äà ñå
ïðåäñòàâè âúâ âèäà 6a + 9b + 20c = n.

Èçâîä

Ìíîãî îò ñâîéñòâàòà íà åäíà ðåäèöà ìîãàò äà ñå íàìåðÿò êàòî
ñå èçñëåäâà ñ ðàçëè÷íè ìåòîäè (àíàëèòè÷íè, àëãåáðè÷íè,
êîìáèíàòîðíè è äð.) ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà ðåäèöàòà.
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Äèîôàíòîâà òðàíñïîðòíà çàäà÷à

Aureliano M. Robles-P�erez and Jos�e Carlos Rosales, On a

transport problem and monoids of non-negative integers,
(https://arxiv.org/pdf/1611.02627.pdf)
Tðàíñïîðòíà ôèðìà ïðåâîçâà êîëè îò ôàáðèêà êúì îòîðèçèðàí
äèëúð, êàòî çà öåëòà èçïîëçâà ìàëêè è ãîëåìè òîâàðíè
àâòîìîáèëè ñ êàïàöèòåò ñúîòâåòíî îò òðè è øåñò êîëè.

I Ðàçõîäèòå íà ôèðìàòà çà èçïîëçâàíå íà òåçè òîâàðíè
àâòîìîáèëè ñà ñúîòâåòíî 1200 è 1500 åâðî.

I Îò äðóãà ñòðàíà, ôèðìàòà âçåìà òàêñà (ïðèõîä) îò 300
åâðî çà âñåêè òðàíñïîðòèðàí àâòîìîáèë.
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I Êàòî áîíóñ çà êëèåíòà ôèðìàòà ïðåäëàãà äà ïðåâîçè
áåçïëàòíî åäèí àâòîìîáèë äîïúëíèòåëíî.

I Òðàíñïîðòíàòà ôèðìà ñìÿòà, ÷å ïîðú÷àíèÿò òðàíñïîðò å
ðåíòàáèëåí, êîãàòî òÿ èìà ïå÷àëáà îò íàé-ìàëêî 900 åâðî.
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Ïðîáëåì 1

Êîëêî êîëè íàé-ìàëêî òðÿáâà äà áúäàò òðàíñïîðòèðàíè, çà äà
ñå ïîñòèãíå ðåíòàáèëíîñò?

Ïðîáëåì 2

Êàêâè ñòîéíîñòè ìîæå äà ïðèåìà ïå÷àëáàòà?

Ïðîáëåì 3

Ñ êàêâè òîâàðíè àâòîìîáèëè å íàé-èçãîäíî äà ñòàíå
òðàíñïîðòèðàíåòî?
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Àâòîðèòå íà ñòàòèÿòà ðåøàâàò ïúðâèòå äâà ïðîáëåìà ïî
ñëåäíèÿ íà÷èí.
Äà îçíà÷èì ñ n áðîÿ íà ïðåâîçåíèòå àâòîìîáèëè, à ñ x è y òîçè
íà èçïîëçâàíèòå ìàëêè è ãîëåìè àâòîâîçè. Çàäà÷àòà ñå ñâåæäà
äî ðåøàíå â íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà íà ñëåäíàòà ñèñòåìà îò
äèîôàíòîâè íåðàâåíñòâà:

300n ≥ 1200x + 1500y + 900

n + 1 ≤ 3x + 6y
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Ñëåä ïðåîáðàçóâàíèÿ ïîëó÷àâàìå:

n ≥ 4x + 5y + 3

3x + 6y ≥ n + 1
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Ïî-îáùî, òå ðàçãëåæäàò ñèñòåìà îò äâå íåðàâåíñòâà â
íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà

a1x1 + · · ·+ akxk + α ≤ n

n ≤ b1x1 + · · ·+ bkxk − β,

êúäåòî ai , bi , α, β ñà íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà. Òå äîêàçâàò, ÷å
ìíîæåñòâîòî S îò âñè÷êè ÷èñëà n, çà êîèòî ñèñòåìàòà èìà ïîíå
åäíî ðåøåíèå, çàåäíî ñ 0, å ÷èñëîâ ìîíîèä è íàìèðàò
àëãîðèòìè çà íàìèðàíå íà ïîðàæäàùèòå íà S ∪ {0}.
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Ìåòîäúò íà Åëèîò îò 1903

E.B. Elliott, On linear homogeneous diophantine equations, Quart.
J. Pure Appl. Math. 34 (1903), 348-377.
Ìåòîäúò å äîðàçâèò â Ω-ñìÿòàíåòî íà ÌàêÌàõîí
P.A. MacMahon, Combinatory Analysis, vols. 1 and 2, Cambridge
Univ. Press. 1915, 1916. Reprinted in one volume: Chelsea, New
York, 1960.
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Êàê äà ðåøèì Ïðîáëåì 3? Ïúðâà èäåÿ íà Åëèîò

Íåêà T ⊂ N3
0 å ìíîæåñòâîòî îò âñè÷êè òðîéêè (p, q, n), çà êîèòî

n ≥ 4p + 5q + 3, 3p + 6q ≥ n + 1,

ò.å. ñà ðåøåíèÿ íà ñèñòåìàòà îò íåðàâåíñòâà

n ≥ 4x + 5y + 3, 3x + 6y ≥ n + 1.
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Âúâåæäàìå ôîðìàëíèÿ ñòåïåíåí ðåä íà òðè ïðîìåíëèâè

f (t, u, v) =
∑

(p,q,n)∈T

tpuqvn.

Ðåøàâàíåòî íà Ïðîáëåì 3 å åêâèâàëåíòíî íà ïðåñìÿòàíåòî íà
ðåäà f (t, u, v) è íàìèðàíåòî íà íåíóëåâèòå ìó êîåôèöèåíòè.
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Âòîðà èäåÿ íà Åëèîò

Íåêà
w(t, u, v) =

∑
(p,q,n)

αpqnt
puqvn ∈ C[[t, u, v ]]

å ôîðìàëåí ñòåïåíåí ðåä íà òðè ïðîìåíëèâè è íåêà a, b, c, d à
öåëè ÷èñëà. Èñêàìå äà ïðåñìåòíåì ÷àñòòà îò ðåäà w(t, u, v)

w+(t, u, v) =
∑

(p,q,n)∈A

αpqnt
puqvn,

êúäåòî A å ìíîæåñòâîòî îò òðîéêè (p, q, n), çà êîèòî
ap + bq + cn ≥ d .
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Äà ðàçãëåäàìå ëîðàíîâèÿ ðåä

1

zd
w(tza, uzb, vzc) =

∞∑
m=−∞

wm(t, u, v)zm.

Òîãàâà

w+(t, u, v) =
∞∑

m=0

wm(t, u, v).
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Ïðîáëåì

Àêî å äàäåí ëîðàíîâ ðåä

h(z) =
∞∑

m=−∞
hmz

m

ñ êîåôèöèåíòè hm îò íÿêàêâî ïîëå K , êàê äà ïðåñìåòíåì
�ïîëîâèíàòà� îò ðåäà

h(z) =
∞∑

m=0

hmz
m?
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Íåòðèâèàëíà çàäà÷à

Àêî

w(t, u) =
t − u

t(1− (t + u))
= (t − u)

∑
p,q≥0

(
p + q

p

)
tp−1uq,

è èñêàìå äà îòäåëèì ÷àñòòà îò ðåäà ñ p ≥ q, ùå ïîëó÷èì

w+(t, u) =
1−
√

1− 4tu

2tu

1

1− 1−
√
1−4tu
2tu t

.
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Ðåäúò w+(t, u) íå å ñëó÷àåí. Ïî-íàòàòúê ùå ñå îêàæå, ÷å òîé å
ðåäúò íà êðàòíîñòèòå íà ôóíêöèèòå íà Øóð çà ðåäà íà
Õèëáåðò íà ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà K 〈x , y〉 íà äâå
ïðîìåíëèâè íàä ïîëå K , à íàä ïîëå ñ õàðàêòåðèñòèêà 0 ðåäúò
w+(t, t) å ðåäúò íà Õèëáåðò çà àëãåáðàòà íà èíâàðèàíòèòå
K 〈x , y〉UT2(K), êúäåòî UT2(K ) å ãðóïàòà îò ìàòðèöè îò âèäà(

1 α
0 1

)
, α ∈ K .
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Òðåòà èäåÿ íà Åëèîò

Òÿ ðåøàâà çàäà÷àòà çà ëîðàíîâè ðåäîâå, êîèòî ñà ðàöèîíàëíè
ôóíêöèè îò âèäà

h(z) = p(z)
∏ 1

(1− Aijz i )bij
.

Òóê ÷èñëèòåëÿò p(z) å ëîðàíîâ ïîëèíîì ñ êîåôèöèåíòè îò
àëãåáðàòà íà ïîëèíîìèòå C[t1, . . . , tk ], à çíàìåíàòåëÿò å
ïðîèçâåäåíèå îò ñòåïåíè íà êðàåí áðîé ëîðàíîâè áèíîìè
1− Aijz

i , êúäåòî Aij ñà ìîíîìè íà t1, . . . , tk è i ∈ Z. Áåðåë
íàðè÷à òàêèâà ôóíêöèè �õóáàâè ðàöèîíàëíè ôóíêöèè�.
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Àëãîðèòúì íà Åëèîò

Ðàöèîíàëíàòà ôóíêöèÿ h(z) ñúäúðæà ïðîèçâåäåíèå íà òðè
âèäà äðîáè

1

1− A
,

1

1− Bzb
,

1

1− C/zc
.

Ïúðâàòà äðîá óìíîæàâà ëîðàíîâèÿ ðåä ñ èçðàç, êîéòî íå
çàâèñè îò z . Ñëåäîâàòåëíî, òÿ íå âëèÿå íà îòäåëÿíåòî íà
íåîòðèöàòåëíèòå ñòåïåíè íà z .
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Ðàçâèòèåòî íà âòîðàòà äðîá ñúäúðæà ñàìî íåîòðèöàòåëíè
ñòåïåíè íà z . Àêî ôóíêöèÿòà h(z) íå ñúäúðæà äðîáè îò òðåòèÿ
òèï, òÿ å ñóìà îò ïîëèíîì p(z) è äðîáè îò âèäà

p(z)
∏ 1

1− Bijz i
,

A

zm
,

A

zm
∏

(1− Bijz i )
,m > 0,

êúäåòî p(z) å ïîëèíîì ñ êîåôèöèåíòè îò C(t1, . . . , tk) è
A ∈ C(t1, . . . , tk). Ïúðâàòà îò òåçè äðîáè ñå ðàçâèâà â ðåä ñ
íåîòðèöàòåëíè ñòåïåíè íà z è ó÷àñòâà â ðàçâèòèåòî íà h+(z), à
âòîðàòà äðîá å îòðèöàòåëíà ñòåïåí íà z è íå ó÷àñòâà â h+(z).
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Çà äà íàìåðèì ïðèíîñà êúì h+(z) íà òðåòàòà äðîá
A

zm
∏

(1− Bijz i )
, íàìèðàìå ïúðâèòå m ñúáèðàåìè

b0 + b1z + · · ·+ bm−1z
m−1 îò ðàçâèòèåòî â ðåä íà

A∏
(1− Bijz i )

. Òîãàâà ïðèíîñúò íà äðîáòà êúì h+(z) å

1

zm

(
A∏

(1− Bijz i )
− (b0 + b1z + · · ·+ bm−1z

m−1)

)
.
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Äðîáèòå
1

1− C/zc
ñå ðàçâèâàò â ëîðàíîâ ðåä, êîéòî íå

ñúäúðæà ïîëîæèòåëíè ñòåïåíè íà z . Àêî h(z) e ïðîèçâåäåíèå
íà ïîëèíîì p(z) íà z ñ êîåôèöèåíòè îò C(t1, . . . , tk) è íà äðîáè
òîçè âèä, òî h+(z) ñå ïîëó÷àâà îò ïðîèçâåäåíèåòî íà p(z) ñ

ïúðâèòå íåïîëîæèòåëíè ñòåïåíè îò ðàçâèòèåòî íà
∏ 1

1− C/zc
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Êàêâî äà ïðàâèì, àêî h(z) ñúäúðæà äðîáè îò äâàòà âèäà
1

1− Aza
è

1

1− B/zb
? Åëèîò ïðåäëàãà äà èçïîëçâàìå

ðàâåíñòâîòî

1

(1− Aza)(1− B/zb)
=

1

1− ABza−b

(
1

1− Aza
+

1

1− B/zb
− 1

)
.
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Èçáèðàìå ìíîæèòåë (1− Aza)(1− B/zb) â çíàìåíàòåëÿ íà ðåäà

h(z) = p(z)
∏ 1

(1− Aijz i )bij
.

è ïðèëàãàìå çà íåãî ðàâåíñòâîòî íà Åëèîò. Ïî òàêúâ íà÷èí
èçðàçÿâàìå h(z) êàòî ñóìà íà òðè õóáàâè ôóíêöèè. Ïðèëàãàìå
îòíîâî ðàâåíñòâîòî êúì òåçè îò íîâèòå õóáàâè ôóíêöèè, êîèòî
ñúäúðæàò â çíàìåíàòåëÿ ñè ìíîæèòåë îò âèäà
(1− Czc)(1− D/zd). Îêàçâà ñå, ÷å ñëåä êðàåí áðîé ñòúïêè ùå
ïîëó÷èì ñóìà îò äðîáè, çíàìåíàòåëèòå íà êîèòî ñúäúðæàò
ìíîæèòåëè ñàìî îò åäèíèÿ âèä 1− Czc è 1− D/zd . À íèå âå÷å
çíàåì êàêâî äà ïðàâèì ñ òàêèâà äðîáè.
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Çà äà íàìåðèì ðåøåíèÿòà â íåîòðèöàòåëíè öåëè ÷èñëà íà
íåðàâåíñòâîòî 3x + 6y ≥ n + 1 ùå ðàçãëåäàìå ìíîæåñòâîòî

V = {(p, q, n) ∈ N3
0 | 3p + 6q ≥ n + 1}

è ùå ïðåñìåòíåì ðåäà

f (t, u, v) =
∑

(p,q,n)∈V

tpuqvn.

Ñèëâèÿ Áóìîâà, Âåñåëèí Äðåíñêè Íàöèîíàëåí êîëîêâèóì, 18 îêòîìâðè 2017



Âúâåäåíèå � Chicken McNuggets
Ôðîáåíèóñ è Ñèëâåñòúð

Ïðîèçâîäÿùè ôóíêöèè è òåîðåìà íà Øóð
Åäíà äèîôàíòîâà òðàíñïîðòíà çàäà÷à îò 2016 ãîäèíà

Ìåòîäúò íà Åëèîò îò 1903
Ðåøåíèå íà òðàíñïîðòíàòà çàäà÷à ïðåç 1903 ãîäèíà

Ñèìåòðè÷íè ôóíêöèè è ôóíêöèè íà Øóð
Êëàñè÷åñêà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå

Íåêîìóòàòèâíà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå

Òðúãâàìå îò ðåäà

w(t, u, v) =
1

(1− t)(1− u)(1− v)
=

∑
p,q,n≥0

tpuqvn

ùå îòäåëèì ñúáèðàåìèòå tpuqvn, çà êîèòî 3p + 6q ≥ n + 1.
Ðàçâèâàìå â ëîðàíîâ ðåä ôóíêöèÿòà

h(z) =
1

z
w(tz3, uz6, v/z) =

1

z(1− tz3)(1− uz6)(1− v/z)

è ùå îòäåëèì íåîòðèöàòåëíèòå ñòåïåíè íà z .
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Ïðèëàãàìå ðàâåíñòâîòî íà Åëèîò çà äðîáòà
1

(1− tz3)(1− v/z)
:

1

(1− tz3)(1− v/z)
=

1

1− tvz2

(
1

1− tz3
+

1

1− v/z
− 1

)
.
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Ôóíêöèÿòà h(z) ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ñóìà íà òðè äðîáè:

1

z(1− uz6)(1− tvz2)(1− tz3)
,

1

z(1− uz6)(1− tvz2)(1− v/z)
,

1

z(1− uz6)(1− tvz2)
.

Ïðèíîñúò íà ïúðâàòà è òðåòàòà äðîá êúì h+(z) ñå ïîëó÷àâà
âåäíàãà ïî àëãîðèòúìà, îïèñàí ïî-ãîðå.
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Íàïðèìåð:

1

z(1− uz6)(1− tvz2)
= (1+uz6+u2z12+· · · )(1+tvz2+t2v2z4+· · · )

= 1 + tvz2 + · · ·

è ïðèíîñúò êúì h+(z) å

1

z

(
1

(1− uz6)(1− tvz2)
− 1

)
=

z(−tv − uz5 + tuvz7)

(1− uz6)(1− tvz2)
.
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Äîêàòî çíàìåíàòåëÿò íà ïúðâîíà÷àëíàòà äðîá h(z) å
z(1− tz3)(1− uz6)(1− v/z), âúâ âòîðîòî ñúáèðàåìî�äðîá òîé
å z(1− uz6)(1− tvz2)(1− v/z). Ñ äðóãè äóìè, àêî ñòåïåíèòå íà
z â áèíîìèòå áÿõà (6, 3,−1), ñåãà òå ñà (6, 2,−1).
Ïðîäúëæàâàéêè ïî ñúùèÿ íà÷èí, íà âñÿêà êðà÷êà ùå
ïîëó÷àâàìå ñóìà îò äðîáè ñ �÷åðâåíè� çíàìåíàòåëè è òàêèâà,
çíàìåíàòåëèòå íà êîèòî ñà ïðîèçâåäåíèÿ îò �÷åðâåíè� è �ñèíè�
áèíîìè. Íàêðàÿ ùå ïîëó÷èì ñúáèðàåìî, çíàìåíàòåëÿò íà êîåòî
å �ñèí�. Ñëåä êàòî ïðèêëþ÷èì òîçè ïðîöåñ, ïîëó÷åíèÿò ðåä
h+(z) å ñóìà îò äðîáè áåç �ñèíè� çíàìåíàòåëè.
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Ñëåä òîâà ùå ðàçãëåäàìå ðåäà

h+(1) = f (t, u, v) =
∑

(p,q,n)∈V

tpuqvn

è ïî ñúùèÿ íà÷èí ùå îòäåëèì îò íåãî ñúáèðàåìèòå, çà êîèòî
n ≥ 4p + 5q + 3.
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Àëãîðèòúì íà Êñèí

Èìà è ïî-äîáúð íà÷èí äà íàìåðèì ðåäà îò ðåøåíèÿ íà
ñèñòåìàòà íåðàâåíñòâà, êîéòî èçïîëçâà ðàçëàãàíå â
åëåìåíòàðíè äðîáè. Ðàçãëåæäàìå îòíîâî

h(z) =
1

z
w(tz3, uz6, v/z) =

1

z(1− tz3)(1− uz6)(1− v/z)
.
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Ïðåäñòàâÿìå äðîáòà êàòî ñóìà îò åëåìåíòàðíè äðîáè îòíîñíî
ïðîìåíëèâàòà z :

h(z) =
1

(1− tv3)(1− uv6)(z − v)

+
uk(z)

(u − t2)(1− uv6)(1− uz6)
+

t3(v2 + vz + z2)

(u − t2)(1− tv3)(1− tz3)

k(z) = v2(t + uv3) + (t + uv3)vz + (t + uv3)z2

+uv2(1 + tv3)z3 + uv(1 + tv3)z4 + u(1 + tv3)z5.
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Òúé êàòî

1

(z − v)
=

1

z(1− v/z)
=

1

z
+

1

vz2
+

1

v2z3
+ · · · ,

òàçè äðîá ñå ðàçâèâà â ëîðàíîâ ðåä, ñúäúðæàù ñàìî
îòðèöàòåëíè ñòåïåíè íà z . Òîãàâà h+(z) å ñóìà îò äðóãèòå äâå
äðîáè è ñëåä ïðåñìÿòàíèÿ ïîëó÷àâàìå

h+(1) = g(t, u, v) =
(1 + v + v2)(t + u − tu(1 + v3 + v6) + uv3)

(1− t)(1− u)(1− tv3)(1− uv6)
.
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Àíàëîãè÷íî, çà äà îáðàáîòèì g(t, u, v), ùå îòäåëèì
ñúáèðàåìèòå tpuqvn, çà êîèòî n ≥ 4p + 5q + 3, òðúãâàìå îò

m(z) =
1

z3
g(t/z4, u/z5, vz)

è îòíîâî îòäåëÿìå íåîòðèöàòåëíèòå ñòåïåíè íà z â ëîðàíîâîòî
ðàçâèòèå íà m(z). Îêîí÷àòåëíî ïîëó÷àâàìå

y(t, u, v) =
u4v23

(1− uv5)(1− uv6)(1− tuv9)
=

∑
(p,q,n)∈T

tpuqvn,

êúäåòî T ñå ñúñòîè îò òðîéêèòå (p, q, n), çà êîèòî n å áðîÿò íà
ïðåâîçåíèòå àâòîìîáèëè, à p è q � íà èçïîëçâàíèòå ìàëêè è
ãîëåìè àâòîâîçè.
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Ñèìåòðè÷íè ôóíêöèè è ôóíêöèè íà Øóð

Ðàçãëåæäàìå ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî íà ôîðìàëíèòå ñòåïåííè
ðåäîâå íà d ïðîìåíëèâè

C[[Td ]] = C[[t1, . . . , td ]]

è íåãîâîòî ïîäïðîñòðàíñòâî C[[Td ]]Sd íà ñòåïåííèòå ðåäîâå,
êîèòî ñà ñèìåòðè÷íè ôóíêöèè: f (Td) ∈ C[[Td ]]Sd , àêî

f (tσ(1), . . . , tσ(d)) = f (t1, . . . , td)

çà âñè÷êè ñóáñòèòóöèè σ îò ñèìåòðè÷íàòà ãðóïà Sd .
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Ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî C[[Td ]] èìà åñòåñòâåíà òîïîëîãè÷íà
ñòðóêòóðà (òîïîëîãèÿ íà ôîðìàëíèòå ñòåïåííè ðåäîâå), çà
êîÿòî áàçèñúò îò îêîëíîñòè {Un | n ≥ 1} îêîëî íóëàòà ñå
ñúñòîè îò îò âñè÷êè ñòåïåííè ðåäîâå, êîèòî íÿìàò ÷ëåíîâå îò
ñòåïåí < n. Òàçè òîïîëîãèÿ ñå íàñëåäÿâà îò C[[Td ]]Sd . Êàòî
òîïîëîãè÷íî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî C[[Td ]]Sd èìà áàçèñ, êîéòî
ñå ñúñòîè îò ôóíêöèèòå íà Øóð Sλ(Td), êúäåòî
λ = (λ1, . . . , λd) å ðàçáèâàíå, ò.å.

λ ∈ Nd
0 , λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λd ≥ 0.
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Sλ(Td) =
V (λ+ δ,Td)

V (δ,Td)
,

êúäåòî

V (µ,X ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
tµ11 tµ12 . . . tµ1d
tµ21 tµ22 . . . tµ2d
...

...
. . .

...
tµd1 tµd2 . . . tµdd

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
µ = (µ1, . . . , µd) è δ = (d − 1, d − 2, . . . , 2, 1, 0).
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Âúâåäåíèå � Chicken McNuggets
Ôðîáåíèóñ è Ñèëâåñòúð

Ïðîèçâîäÿùè ôóíêöèè è òåîðåìà íà Øóð
Åäíà äèîôàíòîâà òðàíñïîðòíà çàäà÷à îò 2016 ãîäèíà

Ìåòîäúò íà Åëèîò îò 1903
Ðåøåíèå íà òðàíñïîðòíàòà çàäà÷à ïðåç 1903 ãîäèíà

Ñèìåòðè÷íè ôóíêöèè è ôóíêöèè íà Øóð
Êëàñè÷åñêà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå

Íåêîìóòàòèâíà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå

Çà ìíîãî çàäà÷è îò ðàçëè÷íè îáëàñòè íà àëãåáðàòà è
êîìáèíàòîðèêàòà å âàæíî:
Àêî å äàäåíà ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ f (Td) ∈ C[[Td ]]Sd , äà ñå

íàìåðÿò êîîðäèíàòèòå �è ñïðÿìî áàçèñà íà Øóð.
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Ðåä íà êðàòíîñòèòå

Àêî
f (Td) =

∑
λ

mλSλ(Td) ∈ C[[Td ]]Sd ,

òî ðåäúò íà êðàòíîñòèòå íà f (Td) å

M(f ;Td) =
∑
λ

mλT
λ
d =

∑
λ

mλt
λ1
1 · · · t

λd
d .

Òîâà å ïðîèçâîäÿùàòà ôóíêöèÿ íà �ðåäèöàòà� îò êðàòíîñòèòå
íà ôóíêöèèòå íà Øóð â ðàçëàãàíåòî íà f (Td).
(Ñðàâíè ñ ïúðâàòà èäåÿ íà Åëèîò.)
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Òðóäíà çàäà÷à

Àêî å äàäåíà ñèìåòðè÷íàòà ôóíêöèÿ f (Td) ∈ C[[Td ]]Sd , äà ñå
íàìåðè ðåäúò íà êðàòíîñòèòå M(f ,Td).
Ïðèìåð. Àêî

f (T2) =
1

1− (t1 + t2)
,

òî

M(f ;T2) =
1−
√

1− 4t1t2
2t1t2

1

1− 1−
√
1−4t1t2
2t1t2

t1
.
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Ëåìà íà Áåðåë (Âòîðà èäåÿ íà Åëèîò)

Íåêà f (Td) ∈ C[[Td ]]Sd å ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ è íåêà

g(Td) = f (Td)
∏
i<j

(ti − tj) =
∑
ri≥0

α(r)tr11 · · · t
rd
d , α(r) ∈ C.

Òîãàâà ðåäúò íà êðàòíîñòèòå íà f (Td) å

M(f ;Td) =
1

td−11 td−22 · · · t2d−2td−1

∑
ri>ri+1

α(r)tr11 · · · t
rd
d ,

êúäåòî ñóìèðàíåòî å ïî âñè÷êè r = (r1, . . . , rd) òàêèâà, ÷å
r1 > r2 > · · · > rd .
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Ëåñíà çàäà÷à

Àêî å äàäåí ðåäúò h(Td) = h(t1, . . . , td) ∈ C[[Td ]], òî
ïðîâåðêàòà, ÷å òîâà å ðåäúò íà êðàòíîñòèòå íà ñèìåòðè÷íàòà
ôóíêöèÿ f (Td) å åëåìåíòàðíà: h(Td) = M(f ;Td) òîãàâà è ñàìî
òîãàâà, êîãàòî

f (Td)
∏
i<j

(ti−tj) =
∑
σ∈Sd

sign(σ)td−1σ(1) t
d−2
σ(2) · · · tσ(d−1)h(tσ(1), . . . , tσ(d)).
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Ïðèìåð

Àêî

f (T2) =
1 + t31 t

3
2

(1− t21 t
2
2 )(1− t1)(1− t2)(1− t21 )(1− t1t2)(1− t22 )

×

× 1

(1− t31 )(1− t21 t2)(1− t1t22 )(1− t32 )
,
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òî (êúäåòî v = t1t2)

M(f ; t1t2) =
1

(1− v2)(1− v3)2
×

×
(

(1 + v2 + v4)((1 + v2)(1− t21v) + 2t1v(1− v))

3(1− v)(1− v2)3(1− t1)2(1− t21 )
+

+
(1− v)(1 + t1v)

3(1− v2)(1− t1)(1− t21 )
+

(1− v2)(1− t1v)

3(1− v3)(1− t31 )
−

− v3((1− v + v2)(1− t21v
2) + t1v(1− v2))

(1− v)(1− v2)2(1− v4)(1− t1)(1− t21 )(1− t1v)

)
.
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Ðåäúò f (T2) å åäèí îò ìàëêîòî íàìåðåíè â ÿâåí âèä ðåäîâå íà
Õèëáåðò íà âàæíè îáåêòè â òåîðèÿòà íà ìàòðè÷íèòå èíâàðèàíòè
è àëãåáðèòå ñ ïîëèíîìíè òúæäåñòâà. (Òîâà å ðåäúò íà Õèëáåðò
íà àëãåáðàòà íà èíâàðèàíòèòå íà ãðóïàòà GL3(C), äåéñòâàùà
÷ðåç ñïðÿãàíå âúðõó äâå ìàòðèöè îò òðåòè ðåä.) Íàìèðàíå íà
êðàòíîñòèòå íà ôóíêöèèòå íà Øóð íà òàêèâà ðåäîâå å åäíà îò
îñíîâíèòå çàäà÷è â îáëàñòòà. Ðåäúò íà êðàòíîñòèòå áåøå
íàìåðåí ïðåç 2002 ã. áåç èçïîëçâàíå íà ìåòîäà íà Åëèîò.
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Ðåàêöèÿ íà ðåöåíçåíòà

The general problem of determining such Hilbert series (or
expressing them in a tractable way) is di�cult and important, and
has a moderately large literature.
The authors express the Hilbert series as the product of the Hilbert
series of various symmetric algebras. This is a very interesting fact
which deserves further investigation. The main results of the paper
should be in the literature.
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Unfortunately, the paper has the defect that it is so computational
that it can no longer be read by a human the way papers used to
be read. The paper could be published in its present form, but I
would be much happier if it had a shorter, less computational
presentation. It is not clear how, or if, this is possible, since many
lengthy computations have already been omitted, but I think the
authors should make an e�ort to write a more user-friendly paper.
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Çàáåëåæêà

Ïðîâåðêàòà íà ðåçóëòàòà å òðèâèàëíà è îñíîâíèòå ðåçóëòàòè
ìîæåõà äà ñå ïóáëèêóâàò íà åäíà ñòðàíèöà. Íî íèå ñå áÿõìå
ïîñòàðàëè íà 24 ñòðàíèöè äà ïîêàæåì êàê ñìå ñòèãíàëè äî òÿõ.
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Òåîðåìà íà Áåðåë (Òðåòà èäåÿ íà Åëèîò)

Àêî f (Td) å õóáàâà ðàöèîíàëíà ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ, òî
íåéíèÿò ðåä íà êðàòíîñòèòå M(f ;Td) ñúùî å õóáàâà
ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.

Ñëåäñòâèå

Òîãàâà ðåäúò íà êðàòíîñòèòå M(f ;Td) ìîæå äà ñå íàìåðè ñ
àëãîðèòìèòå íà Åëèîò èëè Êñèí.
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Ãðóïàòà GLd(C) îò îáðàòèìèòå ìàòðèöè îò d-òè ðåä äåéñòâà
êàòî ãðóïà îò ëèíåéíè îïåðàòîðè âúðõó ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî
CXd ñ áàçèñ Xd = {x1, . . . , xd}. Òîâà äåéñòâèå ñå ïðîäúëæàâà
�äèàãîíàëíî� âúðõó àëãåáðàòà C[Xd ] = C[x1, . . . , xd ] íà
ïîëèíîìèòå íà d ïðîìåíëèâè ïî ïðàâèëîòî

g(f (Xd)) = g(f (x1, . . . , xd)) = f (g(x1), . . . , g(xd)),

g ∈ GLd(C), f (Xd) ∈ C[Xd ].
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Àêî G å ïîäãðóïà íà GLd(C), òî ìíîæåñòâîòî

C[Xd ]G = {f (Xd) ∈ C[Xd ] | g(f (Xd)) = f (Xd), g ∈ G}

å ïîäàëãåáðà íà àëãåáðàòà C[Xd ], íàðå÷åíà àëãåáðà íà

G -èíâàðèàíòèòå.
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C[Xd ]G å ãðàäóèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî. Àêî

f (Xd) = f0(Xd) + f1(Xd) + · · ·+ fk(Xd) ∈ C[Xd ]G ,

è fn(Xd) å õîìîãåííàòà êîìïîíåíòà îò ñòåïåí n íà f (Xd), òî
fn(Xd) å ñúùî G -èíâàðèàíò. Òîãàâà

C[Xd ]G =
⊕
n≥0

C[Xd ]Gn ,

å äèðåêòíà ñóìà íà ñâîèòå õîìîãåííèòå êîìïîíåíòè C[Xd ]Gn îò
ñòåïåí n.
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Ðåäúò
H(C[Xd ]G , t) =

∑
n≥0

dim(C[Xd ]Gn )tn

ñå íàðè÷à ðåä íà Õèëáåðò (èëè ðåä íà Ïîàíêàðå) íà àëãåáðàòà
C[Xd ]G .

Òåîðåìà íà Õèëáåðò-Ñåð

Àêî àëãåáðàòà C[Xd ]G å êðàéíî ïîðîäåíà, òî íåéíèÿò ðåä íà
Õèëáåðò å õóáàâà ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ.
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Òåîðåìà íà Åìè Íüîòåð

Àêî ãðóïàòà G å êðàéíà, òî àëãåáðàòà C[Xd ]G å êðàéíî
ïîðîäåíà.

Òåîðåìà

Àêî ãðóïàòà G å ðåäóêòèâíà (â íÿêàêúâ ñìèñúë �õóáàâà�), òî
àëãåáðàòà C[Xd ]G å êðàéíî ïîðîäåíà.
(Âúïðåêè, ÷å íå å ôîðìóëèðàíà â òàçè îáùíîñò,
(íåêîíñòðóêòèâíîòî) äîêàçàòåëñòâî ñå ñúäúðæà â ðåçóëòàòè íà
Õèëáåðò îò 1890 � 1893 ãîä.)
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Ôîðìóëà íà Ìîëèí

Àêî ãðóïàòà G å êðàéíà, òî ðåäúò íà Õèëáåðò íà C[Xd ]G å

H(C[Xd ]G , t) =
1

|G |
∑
g∈G

1

det(1− gt)
.

Èíòåãðàëíà ôîðìóëà íà Ìîëèí-Âàéë

Àêî ãðóïàòà G å áåçêðàéíà, çàìåñòâàìå ñóìàòà ñ èíòåãðàë.
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Ïðèìåð

Íåêà ãðóïàòà SL2(C) îò ìàòðèöè îò âòîðè ðåä ñ äåòåðìèíàíòà 1
äåéñòâà âúðõó (k + 1)-ìåðíîòî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ
Yk+1 = {y0, y1, . . . , yk} ïî ïðàâèëîòî: Àêî

g(xk−j1 x j2) =
k∑

i=0

αijx
k−i
1 x i2, òî g(yj) =

k∑
i=0

αijyi .

Òîãàâà ðåäúò íà Õèëáåðò íà C[Yk+1]SL2(C) å

H(C[Yk+1]SL2(C), t) = 2

∫ 1

0
sin2(2πu)

k∏
j=0

1

1− e2πi(d−2j)ut
du.
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Âúïðåêè, ÷å àëãåáðàòà C[Yk+1]SL2(C) å êðàéíî ïîðîäåíà, îò
òàçè ôîðìóëà íå å ÿñíî, ÷å ðåäúò íà Õèëáåðò å ðàöèîíàëíà
ôóíêöèÿ, êàêòî ñëåäâà îò òåîðåìàòà íà Õèëáåðò-Ñåð.
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Òèïè÷åí ñëó÷àé â êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå

Ãðóïàòà G å åäíà îò ïîäãðóïèòå íà GLd(C):

I UTd(C) � óíèòðèúãúëíàòà ãðóïà (îò ãîðíîòðèúãúëíèòå
ìàòðèöè ñ åäèíè÷åí äèàãîíàë);

I SLd(C) � ñïåöèàëíàòà ëèíåéíà ãðóïà;

I Od(C) � îðòîãîíàëíàòà ãðóïà (îò ìàòðèöèòå, çà êîèòî
òðàíñïîíèðàíàòà At è îáðàòíàòà A−1 ñúâïàäàò);

I SOd(C) � ñïåöèàëíàòà îðòîãîíàëíà ãðóïà (îò
îðòîãîíàëíèòå ìàòðèöè ñ äåòåðìèíàíòà 1);

I Spd(C), d ÷åòíî � ñèìïëåêòè÷íàòà ãðóïà (îò ìàòðèöèòå, çà

êîèòî êîìïëåêñíî ñïðåãíàòàòà A
t
è îáðàòíàòà A−1

ñúâïàäàò);
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Ìàòðèöàòà g ∈ GLd(C) äåéñòâà âúðõó ëèíåéíîòî ïðîñòðàíñòâî
ñ áàçèñ Zk = {z1, . . . , zk} êàòî ëèíååí îïåðàòîð ϕ(g) ñ ìàòðèöà
ñ åëåìåíòè, êîèòî ñà ïîëèíîìíè ôóíêöèè íà åëåìåíòèòå íà g .

Òîãàâà àëãåáðàòà íà èíâàðèàíòèòå C[Zk ]G å êðàéíî ïîðîäåíà.
Êëàñè÷åñêèòå ãðóïè SLd(C), Od(C), SOd(C) è Spd(C) ñà
ðåäóêòèâíè è òîâà ñëåäâà îò ðåçóëòàòèòå íà Õèëáåðò.
Çà ãðóïàòà UTd(C) òîâà å òåîðåìà íà Âàéöåíáüîê.
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Êàê äà ïðåñìåòíåì ðåäà íà Õèëáåðò íà àëãåáðàòà C[Zk ]
G?

Îêàçâà ñå, ÷å íà äåéñòâèåòî íà GLd(C) âúðõó ëèíåéíîòî
ïðîñòðàíñòâî ñ áàçèñ Zk ìîæåì äà ñúïîñòàâèì ðåä íà Õèëáåðò,
êîéòî å ñèìåòðè÷åí ïîëèíîì ñ íåîòðèöàòåëíè öåëè
êîåôèöèåíòè

H(CZk ,Td) =
∑

apt
p1
1 · · · t

pd
d .
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Ðàçãëåæäàìå ðåäà

H(C[Zk ],Td ; u) =
∏ 1

(1− tp11 · · · t
pd
d u)ap

=
∑
n≥0

∑
λ

mλ(n)Sλ(t1, . . . , td)un,

êîéòî å õóáàâà ñèìåòðè÷íà ôóíêöèÿ íà d ïðîìåíëèâè Td . Ñ
àëãîðèòúìà íà Åëèîò èëè Êñèí íàìèðàìå ðåäà íà êðàòíîñòèòå
M(H(C[Zk ],Td , u);Td), êîéòî ïî òåîðåìàòà íà Áåðåë å õóáàâ
ñòåïåíåí ðåä íà Td è u.
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Àêî ðàçãëåæäàìå M(H(C[Zk ],Td , u);Td) êàòî ðåä íà u,

M(H(C[Zk ],Td , u);Td) = f (t1, . . . , td ; u) =
∑
n≥0

fn(Td)un,

fn(Td) =
∑
λ

mλ(n)Tλ
d , λ = (λ1, . . . , λd),

òî êîåôèöèåíòèòå fn(Td) ïðåä un ñà ïîëèíîìè íà Td .
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Òåîðåìà

Â ãîðíèòå îçíà÷åíèÿ ðåäîâåòå íà Õèëáåðò íà àëãåáðèòå
C[Zk ]UTd (C) è C[Zk ]SLd (C) ñà

H(C[Zk ]UTd (C), u) = f (1, . . . , 1; u) =
∑
n≥0

fn(1, . . . , 1)un,

H(C[Zk ]SLd (C), u) =
∑
n≥0

∑
λ1=···=λd

mλ(n)un.

Ïîäîáíè ôîðìóëè ñà â ñèëà è çà ãðóïèòå

Od(C),SOd(C), Spd(C).
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Ñ êàêâî çàìåñòâàìå ïîëèíîìíàòà àëãåáðà C[Xd ]?

Ñâîéñòâà íà àëãåáðàòà C[Xd ]:

I Äåéñòâèåòî íà GLd(C) âúðõó CXd ñå ïðîäúëæàâà
�äèàãîíàëíî� âúðõó öÿëàòà àëãåáðà.

I Òÿ å ãðàäóèðàíî ëèíåéíî ïðîñòðàíñòâî.

I Òÿ èìà óíèâåðñàëíî ñâîéñòâî: Çà âñÿêà êîìóòàòèâíà
àëãåáðà R âñÿêî èçîáðàæåíèå π0 : Xd → R ñå ïðîäúëæàâà
äî õîìîìîðôèçúì π : C[Xd ]→ R .
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Îêàçâà ñå, ÷å àêî àëãåáðàòà, êîÿòî ùå èãðàå ðîëÿòà íà C[Xd ], å
ìèíèìàëíà ñðåä àëãåáðèòå, óäîâëåòâîðÿâàùè òðåòîòî ñâîéñòâî,
òî òÿ ùå óäîâëåòâîðÿâà è äðóãèòå äâå ñâîéñòâà.

Ïðèìåðè

I Ñâîáîäíàòà àñîöèàòèâíà àëãåáðà C〈Xd〉 � àëãåáðàòà íà
ïîëèíîìèòå íà d íåêîìóòèðàùè ïðîìåíëèâè.

I Àáñîëþòíî ñâîáîäíàòà àëãåáðà C{Xd} � àëãåáðàòà íà
ïîëèíîìèòå íà d íåêîìóòèðàùè ïðîìåíëèâè, êîèòî íå
óäîâëåòâîðÿâàò è àñîöèàòèâíèÿ çàêîí, ò.å. (uv)w 6= u(vw).
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Ìíîãî îò ñâîéñòâàòà îò êëàñè÷åñêàòà òåîðèÿ íà
èíâàðèàíòèòå ñå ãóáÿò çà C〈Xd〉G è C{Xd}G

Íåêà d = 2 è G = UT2(C). Òîãàâà ðåäîâåòå íà Õèëáåðò íà
C〈X2〉G è C{X2}G íå ïðèëè÷àò íà ðåäîâåòå íà Õèëáåðò íà
C〈X2〉 è C{X2}:

H(C〈X2〉, t1, t2) =
1

1− (t1 + t2)
, H(C〈X2〉G , t) =

1−
√

1− 4t2

2t −
√

1− 4t2
,

H(C{X2}, t1, t2) =
1−

√
1− 4(t1 + t2)

2
,

H(C{X2}G , t) =

∫ 1

0
cos2(πu)

(
1−

√
1− 8 cos(2πu)

)
du

è òîâà å åëèïòè÷åí èíòåãðàë.
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Õóáàâ êëàñ îò àñîöèàòèâíè, íî íåêîìóòàòèâíè àëãåáðè

Íåêà I å èäåàë íà C〈Xd〉, êîéòî èçäúðæà âñè÷êè åíäîìîðôèçìè
íà C〈Xd〉, ò.å. àêî f (x1, . . . , xd) ∈ I è u1, . . . , ud ∈ C〈Xd〉, òî
f (u1, . . . , ud) ∈ I . Òàêèâà èäåàëè ñå íàðè÷àò Ò-èäåàëè è ñå
ñúñòîÿò îò âñè÷êè ïîëèíîìíè òúæäåñòâà íà íÿêàêâà àëãåáðà R .
Àëãåáðàòà

Fd(R) = C〈Xd〉/I

å ãðàäóèðàíà, èçäúðæà æåëàíîòî äåéñòâèå íà GLd(C) è íåéíèÿò

ðåä íà Õèëáåðò H(Fd(R),Td), íåîáõîäèì çà ïðåñìÿòàíå â

òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå íà êëàñè÷åñêèòå ãðóïè, å õóáàâà

ðàöèîíàëíà ôóíêöèÿ (Òåîðåìà íà Áåëîâ).
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Çàêëþ÷åíèå

Çà àëãåáðèòå Fd(R) ñà â ñèëà ìíîãî îò ðåçóëòàòèòå îò
êëàñè÷åñêà òåîðèÿ íà èíâàðèàíòèòå.
Çà äåòàéëè (êúì 2012 ãîäèíà) âèæ
F. Benanti, S. Boumova, V. Drensky, G.K. Genov, P. Koev,
Computing with rational symmetric functions and applications to

invariant theory and PI-algebras, Serdica Math. J. 38 (2012), Nos
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