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Uber Eigenschaften und Anwendungsmoglichkeiten
der erweiterten Intervallrechnung
und des hyperbolischen Fastkirpers iiber & *

E. Kaucher, Karlsruhe

Zusammenfassung

Der Raum der Intervalleechnung IR ilber den reellen Zahlen R ist der algebraischen Struktur nach
eine additive, regulire, kommutative, isotone Halbgruppe, die sich stets in eine Gruppe einbetten Hibt
[4]. [5]. Diiese Einbettung wird in Kapitel 3 explizit anpegeben. Dazu wird eine weitere Multiplikation
eingefiihrt, die zusammen mit der Intervalladdition einen Fastkfrper bildet. Diess sogenannte hyper-
bolische Multiplikation weist weitgehende Verwandtschaft mit dem Produkt der komplexen Zahlen
auf, wie in einem ersten Uberblick gezsigt wird. Am Schiu werden einige Anwendunpgsmaalichkeiten
dargestellt, die eine analytische Untersuchung von Problemen der Intervallrechnung unterstiitzen.

1. Ausgchend von den algebraischen Eigenschaiten des Intervallraumes ([ [,
+, %/, =), wie er in [1], [6], [7], [8] aufgefiihrt ist, gilt:

(I B, 4, =) ist eine isotone, kommutative, isoton regulire Halbgruppe, das heilt
esgill 1 A+ B=8B4A,2 ASBs A+ CSB4+C 3. (A+ B+ Cm A4 (B+C).
Solche Halbgruppen lassen sich, wie in [4] und [5]' aufgefithrt, eindeutig ein-
betten in eine kleinste isotone Gruppe. Das Ergebnis dieser Einbettung kann
isomorph repriisentiert werden durch die isotone Gruppe (H, +, =) mit

H:={[ab] | abesR}=R?,

A [ b)+ (e d):=[a+c,b+d] (1a)
feden [a, b]S[c d]: <> (cSanbsd). @
Der isotone monadische Operator — wird gemil
N —[abl:=[~b, —ad] (1b)
[a.B]leH

auf H als isotoner monadischer Operator kanonisch fortgesetzt. Mit

* Erweiterter Auszug ans dem III. Kapitel der von der Fakultit fir Naturwissenschaften 1 der
Universitit Karisruhe genchmigten Dissertation des Verfassers. (Referent: Prof. Dr. U. Kulisch;
Korreferent: Prof. Dr, J. Herzberger.)

! In[5] werden allgemeine Einbettungssitze fir isoton geordnete Divisionsringoide [6] mit assoxiativer
und regulirer Addition angegeben.
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A,BeH und 4—EB:=A+{-B5)
ist die Subtraktion ebenfalls isoton und kanonisch fortgesetzt,

{lc)

Definjert man die sogenannte Konjugation als weiteren monadischen (antitonen)

Operator gemil
A [ab]:=[b.a], {3
[0,8]&H
so gilt fiir die additiven Inversen in H die Darstellung:
A+(—A)=0 {Ld)

(1B, *, =) ist isotone, kommutative Halbgruppe, das heibt es gilt 4. A« B=B= 4,
3. ASB=AsCcB=C, 6 [A%XB#C=A%(B¥C). Die Teilmenge
=01 R\{[z b]} | a-b=0} ist mit {#, «, =) sogar cine isotone, isoton reguliire
kommutative Halbgruppe, die sich wie die Addition in cine isotone Gruppe
(4", #, =) einbetten 14Bt. Wir werden daher eine kanonische Fortsetzung der
Multiplikation auf (H, =) fordern, so daf die isotone Gruppe (., », =) Unter-
gruppe der Halbgruppe (M, =, =) ist. Dazn erweist es sich als vorteilhaft, die
Multiplikation durch das sogenannte  hyperbolische Produkt® darzustellen.

2. In diesem Abschnitt bezeichnet — A das inverse Element zu A.
Es heiBe (H, +, .} mit der Addition gemif (1) und dem sogenannten hyper-
bolischen Produkt
j'\ [a.b] [c,dl:i=[a-cb-d] (4)
[abB]leH
[ deH

hvperbolischer F. !asr.ic::':irper'.
Die Bezeichnung Fastliirper wird durch folgenden Satz gerechtfertigt:

Satz 1:

(a) (H, +}ist Gruppe.

(b} (H, -} ist kemmutative Halbgrappe und (H',4, -] ist Gruppe mit
Fi={[0a]|aecR} v {[a¥]|acR}={[a,bleH|a. b=0},

(e} + und - sind distributiv.

(d) (H, +, -) ist ein Ring mit Nullteiler in .

Beweis:

(2) Folgt aus (1).

{b) Die Assoziativitit und Kommutativitét folgt unmittelbar aus den entsprechen-

den Eigenschaften in (R, -) in den Komponenten. Ferner ist [a, b]- [1/a, 1/b] =

=[1,1] genau dann, wenn a- b0, das heibt [a, b] & % Fernerist [a, 5] [1, 1] =

[a,b].

Es ist {[a b]+Fe,d]) - [x y]=[la+c) x (b+d}- y]l=[ax+cx by+dy]=

=[a,b]-[x y]+[ed] [x ¥]

(d) Ergibt sich aus {a}, (b), (c) und [a, 0]- [0, 5]=0. : [

Die Bezeichnung hyperbolisch begriindet sich in den folgenden Eigenschaften.

(e

et

]

Eigenschaften und Anwendungsmaglichkeiten der Intervallrechnung B3

Die Abbildungen y, 6 : H — [ mit

ath b—a
 b]i=—— 8 [g, b]i=——
"-E:\éi‘ # [ bli=——.8 [, b]:=— (52)
SO adeddi=e,  Bleddi=d
filhrt zur sogenannten Mittelpunkts-Radinsdarstellun g des Raumes H. Es ist dann
v ekl b
[a,b]—\ el )
Die Abbildungen 4, p: H — [ mit
A [Alabl:=a, plabl=b (5b)
Fald el Ale,dyi=c—d,ple,ddy:i=c+d

zu gewohnter Grenzendarstellung {c, dy =[c—d, c+4].

Die {reguliiren) Intervalle 4 € | R sind dann charakterisiert durch & (A)=10. Fer-
ner identifizieren wir kiinftig die Punktintervalle [g, a]=1a, % mit den reellen
Zahlen a e B selbst. £

Es werden nun emnige charakteristische Figenschaften des Raumes (H, +, ) und
einige Funktionen Uiber diesem Raum angefiihrt. Dazu werden folgende Dar-
stellungen der arithmetischen Operationen in der p—d-Darstellung verwendet.
Aus (1 a) und (4) folgt .

A+B={p{A)+u(B), &(A)+3(B))
A - B={u(A)p(B)+8(A) 3 B, u(A)3(B)+6 () u (B)>

und speziell
A A=p (4P —5(4).

2.1 Betrachtet man das Funktional a: H—R* w iR" (i=]/— 1) mit
A a(A):=)/A. A=Yu(AF -5 (AF =)/1(4). p (4), (6)

50 slellt & eine Art Norm dar, und zwar entspricht & der quadratischen Form
einer Bilinearform vom Index 1 des pseudoeuklidischen Raumes, Obwohl o nur
die Eigenschaften

N1} sld)=0=- 4=

(N2) a(d-B)=a(4).c(B)
aufweist und nicht einmal einer Dreiecksungleichung geniigt, sei 7 als Pseudonorm
bezeichnet. Dasselbe gilt auch fiir | ¢ | (A):=] & (4)].

Entsprechend den Sektoreinteilungen des pseudoeuklidischen Raumes vom Index 1
in R* sei H in die entsprechenden Sektoren H: = % U 7 mit & - = &0 Fiund
Fi=F, 0T, eingeteilt:

Fo={A| A{A)Z0, p (420}, F:={A|A(4)S0, p(4)=0},

Tri={A| HAS0Sp(A)},  F:={A|p(4)<0A(4)].

Esistdann o (d)eR* fir deSund sid)ciR* fird e 5.







