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Ñëó÷àéíî ñúðôèðàíå
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Òúðñåíå â èíòåðíåò

Èíòåðíåò òúðñà÷êèòå êàòî Google èìàò òðè îñíîâíè äåéñòâèÿ:

1 Ïðåòúðñâàò ìðåæàòà è ëîêàëèçèðàò âñè÷êè ñòðàíèöè ñ ïóáëè÷åí
äîñòúï.

2 Èíäåêñèðàò äàííèòå îò ñòúïêà 1, òàêà ÷å äî òÿõ äà èìà åôåêòèâåí
äîñòúï ÷ðåç êëþ÷îâè äóìè è èçðàçè.

3 Îïðåäåëÿò âàæíîñòòà íà âñÿêà ñòðàíèöà â áàçàòà äàííè, òàêà ÷å
ïî-âàæíèòå ñòðàíèöè äà ìîãàò äà ñå ïðåäñòàâÿò ïúðâè ïðè
ïðîèçâîëíà çàÿâêà.

Â òîçè êóðñ ùå ðàçãëåæäàìå ñòúïêà 3.
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Çíà÷èìîñò íà ñòðàíèöèòå

Ïðè òúðñåíå â èíòåðíåò

I Ïîòðåáèòåë çàäàâà êðèòåðèé (êëþ÷îâè äóìè) çà òúðñåíå â
èíòåðíåò ìðåæàòà World Wide Web.

I Åñòåñòâåíî å äà áúäàò íàìåðåíè ìèëèîíè ñòðàíèöè, ñâúðçàíè ñ
êðèòåðèÿ.

Èäåÿòà íà Brin è Page (1998), Kleinberg (1999) å

I Òúðñà÷êàòà ïîäðåæäà ñòðàíèöèòå ñúîáðàçíî òÿõíàòà çíà÷èìîñò �
îáèêíîâåíî òîâà ñà ñòðàíèöèòå íàé-áëèçêè äî êðèòåðèÿ íà òúðñåíå
è íàé-ïîëåçíè çà ïîòðåáèòåëÿ.

I Äà ñå äåôèíèðà çíà÷èìîñòòà íà ñòðàíèöèòå ïîñðåäñòâîì
ñòðóêòóðàòà íà õèïåð-âðúçêèòå â ìðåæàòà
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Ñòðóêòóðà íà õèïåð-âðúçêèòå

WWW ñå ðàçãëåæäà êàòî ìíîæåñòâî îò ñòðàíèöè, êîèòî ñà ñâúðçàíè
ïîìåæäó ñè ÷ðåç (õèïåð)âðúçêè.

Êúì âñÿêà ñòðàíèöà ñà íàñî÷åíè âðúçêè îò äðóãè ñòðàíèöè è îò âñÿêà
ñòðàíèöà èçëèçàò âðúçêè êúì äðóãè ñòðàíèöè îò ìðåæàòà.
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Êàê äà ñå îïðåäåëÿ çíà÷èìîñòòà íà ñòðàíèöà?

Áðîÿò íà âðúçêèòå êúì åäíà ñòðàíèöà å ïîêàçàòåë çà çíà÷èìîñòòà íà
ñòðàíèöàòà.

I Ïîâå÷å âðúçêè êúì ñòðàíèöàòà � ïî-âàæíà å
ñòðàíèöàòà

I Âðúçêà îò �âàæíà� ñòðàíèöà èìà ïî-ãîëÿìî
òåãëî, îòêîëêîòî âðúçêà îò �ñëàáà�
ñòðàíèöà.

I Àêî îò ñòðàíèöàòà èçëèçàò íÿêîëêî âðúçêè,
òî òåãëîòî �è ñå ðàçïðåäåëÿ ïðîïîðöèîíàëíî.

I Ðàíãúò íà ñòðàíèöàòà A ñå îïðåäåëÿ îò áðîÿ
íà ñòðàíèöèòå, êîèòî ÿ öèòèðàò.

Êàê ìîæåì äà çíàåì êîëêî è êàêâè ñòðàíèöè ñî÷àò êúì âñÿêà ñòðàíèöà?
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Ñúðôèðàíå

WWW ñå ïðåäñòàâÿ êàòî ãðàô:

I Âúçëèòå íà ãðàôà ïðåäñòàâëÿâàò
ñòðàíèöèòå

I Äâèæåíèåòî (ñúðôèðàíåòî) ñå
èçâúðøâà îò åäèí âðúõ äî äðóã ñàìî
àêî èìà ñòðåëêà â òàçè ïîñîêà.

Ïðè ïðîäúëæèòåëíî ñúðôèðàíå ïîòðåáèòåëÿ ïîñåùàâà ñòðàíèöèòå ñ
ðàçëè÷íà ÷åñòîòà.
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Ñëó÷àéíî ñúðôèðàíå

Ùå èçó÷àâàìå ïîâåäåíèåòî íà ïîòðåáèòåë, êîéòî ñå äâèæè ïî ìðåæàòà
êàòî èçáèðà ñëó÷àéíî ñòðàíèöà, êîÿòî äà ïîñåòè.

I Âñåêè ïúò ñå èçáèðà âðúçêà îò ñïèñúêà íà
ñòðàíèöàòà, â êîÿòî ñå íàìèðà

I Ñìÿòàìå, ÷å âñÿêà âðúçêà îò ñïèñúêà å
ðàâíîâåðîÿòíî äà áúäå èçáðàíà

I Ïðåõîäúò â íîâà ñòðàíèöà çàâèñè ñàìî îò
ñòðàíèöàòà, â êîÿòî ñå íàìèðàìå

I Ïðè ïðîäúëæèòåëíî äâèæåíèå, ñå îò÷èòà
÷åñòîòàòà íà ïîñåùåíèå íà ñòðàíèöèòå.

Êàòî ðàçäåëèì ÷åñòîòàòà íà ïîñåùåíèå íà åäíà ñòðàíèöà íà îáùèÿ
áðîé íà õîäîâåòå, ïîëó÷àâàìå îöåíêà íà âåðîÿòíîñòòà ñòðàíèöàòà äà
áúäå ïîñåòåíà.

Òàçè âåðîÿòíîñò å îöåíêà çà âàæíîñòòà íà ñòðàíèöàòà.
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PageRank íà Google

Äåôèíèöèÿ

Ðàíãúò íà åäíà ñòðàíèöà å îòðàæåíèå íà ïîâåäåíèåòî íà ïîòðåáèòåëèòå
íà WWW è å ðàâåí íà âåðîÿòíîñòòà òÿ äà áúäå ïîñåòåíà ïðè ñëó÷àéíî
ñúðôèðàíå.

I Ðàíãîâåòå íà ñòðàíèöèòå ñà ñâîéñòâî íà ñòðàíèöè, à íå íà íà÷èíà
çà èç÷èñëÿâàíåòî.

I Åäèí îò íà÷èíèòå çà èç÷èñëÿâàíåòî íà ðàíãîâåòå íà ñòðàíèöèòå å
÷ðåç ïðîäúëæèòåëíî ñëó÷àéíî ñúðôèðàíå.

I Ìàòåìàòè÷åñêèÿò ìîäåë ñå îïèñâà ñ ìàðêîâñêà âåðèãà.
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Ìàðêîâñêà âåðèãà

Ìàðêîâñêà ñèñòåìà

1 Ñèñòåìàòà èìà êðàåí áðîé ñúòîÿíèÿ.

2 Âúâ âñåêè åäèí ìîìåíò òÿ ñå íàìèðà
òî÷íî â åäíî îò ñúñòîÿíèÿòà.

3 Ïðåõîäúò îò åäíî ñúñòîÿíèå â äðóãî ñå
èçâúðøâà ïðè íàëè÷èå íà âðúçêà è
ñúãëàñíî çàäàäåíè âåðîÿòíîñòè.

4 Âåðîÿòíîñòèòå çà ïðåõîä íå ñå ïðîìåíÿò
âúâ âðåìåòî.

Ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðåõîäè íà ñèñòåìàòà A C D B A . . .
îáðàçóâà ìàðêîâñêà âåðèãà.

11

Ìàðêîâñêà âåðèãà

Ìàðêîâñêàòà ñèñòåìà ñå îïðåäåëÿ îò
íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå è âåðîÿòíîñòè-
òå çà ïðåõîä.

êúì
ñúñòîÿíèå

A B C D

A 0 0 1 0
íà÷àëíî B 1 0 0 0
ñúñòîÿíèå C 1/5 2/5 0 2/5

D 1/2 1/2 0 0

Î÷åâèäíî å, ÷å ìîäåëúò íà ñëó÷àéíîòî ñúðôèðàíå å Ìàðêîâñêà âåðèãà.
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Ìàðêîâñêà âåðèãà

Ïðåõîäíà ìàòðèöà

I Ìàòðèöàòà îò ïðåõîäíèòå âåðîÿòíîñòè å ìàòðèöà, íà êîÿòî áðîÿ íà
ðåäîâåòå è ñòúëáîâåòå å ðàâåí íà áðîÿ íà ñúñòîÿíèÿòà íà
Ìàðêîâñêàòà ñèñòåìà.

I Ïúðâèÿò ðåä íà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà ñúäúðæà âåðîÿòíîñòèòå çà
ïðåõîä îò ñúñòîÿíèå A äî âñÿêî ñúñòîÿíèå íà ñèñòåìàòà.

I Âòîðèÿò ðåä � âåðîÿòíîñòèòå çà ïðåõîä îò ñúñòîÿíèå B . . .

I è ò.í. . . . . . .

I Ñóìàòà ïî ðåäîâå å 1.




0 0 1 0
1 0 0 0

1/5 2/5 0 2/5
1/2 1/2 0 0



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Íà÷àëíî ñúñòîÿíèå íà ñèñòåìàòà

I Ïðåäñòàâÿ ñ âåêòîð ñ äúëæèíà ðàâíà íà áðîÿ íà ñúñòîÿíèÿòà íà
ñèñòåìàòà, â êîéòî èìà åäíà åäèíèöà ñúîòâåòíà íà ñúñòîÿíèåòî â
êîåòî ñå íàìèðà ñèñòåìàòà è íóëè íà âñè÷êè îñòàíàëè ïîçèöèè.

Â ïðèìåðà: q =
(
1 0 0 0

)
.

I Íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå ìîæå äà ñå çàäàäå è ñ âåêòîð îò âåðîÿòíîñòè,

q =
(
q1 q2 · · · qk

)

êúäåòî qi å âåðîÿòíîñòòà ñèñòåìàòà äà ñå íàìèðà â ñúñòîÿíèå i
ïúðâîíà÷àëíî.

Äåôèíèöèÿ

q å âåðîÿòíîñòåí âåêòîð, ò.å. âñè÷êè ñòîéíîñòè ñà ìåæäó 0 è 1
(âêëþ÷èòåëíî) è q1 + q2 + · · ·+ qk = 1.
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Ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà

Äåôèíèöèÿ

Êâàäðàòíà ìàòðèöà ñ ðåàëíè ÷èñëà ñå íàðè÷à ñòîõàñòè÷íà, àêî

(i) âñè÷êè åëåìåíòè íà ìàòðèöàòà ñà ìåæäó 0 è 1

(ii) ñóìèòå íà ÷èñëàòà ïî ðåäîâå å 1

Âñåêè ðåä íà ñòîõàñòè÷íàòà ìàòðèöà å âåðîÿòíîñòåí âåêòîð.

Ïðèìåð:

P =




0 0 1 0
1 0 0 0

1/5 2/5 0 2/5
1/2 1/2 0 0



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Ñëó÷àéíî ñúðôèðàíå

Ïðè òîâà ñúðôèðàíå èìà íÿêîè îñîáåíîñòè:

I Ñúùåñòâóâàò ìíîãî ñòðàíèöè, îò êîèòî íÿìà èçõîäÿùè âðúçêè.

I Èìà è òàêèâà ñòðàíèöè, êîèòî ñúçäàâàò çàòâîðåí êðúã, îò êîèòî
ñúùî íå ìîæå äà ñå èçëåçå.
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Ñòðàíèöè áåç èçõîäè

Ïðèìåð �Ïðîñò êàïàí�.

Ñòðàíèöèòå áåç èçõîä îáðàçóâàò �êàïàíè�, êîèòî âîäÿò äî ïîãëúùàíå íà
ðàíãà.
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Ïúðâèÿ ìîäåë - �Îòåã÷åí� ñúðôèñò

Äà ñè ïðåäñòàâèì, ÷å ñúðôèñòà èçáèðà ñòðàíèöà çà ïðåõîä ñëó÷àéíî.

I Àêî â ñòðàíèöàòà èìà íÿêîëêî ëèíêà, òî îòåã÷åíèÿò ñúðôèñò
èçáèðà ðàâíîâåðîÿòíî åäíà îò òÿõ.

I Àêî â ñòðàíèöàòà íÿìà ëèíêîâå, ñúðôèñò îòèâà íà ïðîèçâîëíà,
ñëó÷àéíî èçáðàíà, ñòðàíèöà â ìðåæàòà.

Ïðàâèëî 90 � 10

I Â 90% îò ñëó÷àèòå ïîòðåáèòåëÿò èçáèðà ñëó÷àéíî âðúçêà îò
ñòðàíèöàòà, â êîÿòî ñå íàìèðà. Âñÿêà âðúçêà å ðàâíîâåðîÿòíà.

I Â îñòàíàëèòå 10% îò ñëó÷àèòå òîé ïðåìèíàâà êúì ñëó÷àéíî
èçáðàíà ñòðàíèöà îò ìðåæàòà, êàòî ïðè òîçè ïðåõîä âñè÷êè
ñòðàíèöè îò ìðåæàòà ñå ñìÿòàò çà ðàâíîâåðîÿòíè.
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Ïðåõîäíà ìàòðèöà ïðè ñúðôèðàíå ïî ïðàâèëîòî 90�10

Âìåñòî



0 0 1 0
1 0 0 0

1/5 2/5 0 2/5
1/2 1/2 0 0




êîðèãèðàìå ìàòðèöàòà ïî ïðàâèëîòî 90-
10 


0.025 0.025 0.925 0.025
0.925 0.025 0.025 0.025
0.205 0.385 0.025 0.385
0.475 0.475 0.025 0.025




êîÿòî âñúùíîñò ñå ïîëó÷àâà ÷ðåç




0 0 0.90 0
0.9 0 0 0
0.18 0.36 0 0.36
0.45 0.45 0 0


+



0.025 0.025 0.025 0.025
0.025 0.025 0.025 0.025
0.025 0.025 0.025 0.025
0.025 0.025 0.025 0.025



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PageRank íà Google

I Íåêà A å ïðîèçâîëíà ñòðàíèöà.

I Âñè÷êè ñòðàíèöè, êîèòî èìàò âðúçêà êúì A,
äîïðèíàñÿò çà íåéíèÿ ðàíã. ÍåêàM(A) å
ìíîæåñòâîòî îò òåçè ñòðàíèöè.

I Ðàíãúò íà åäíà ñòðàíèöà u îòM(A) ñå
ðàçïðåäåëÿ êúì ñòðàíèöà A è êúì äðóãèòå
ñòðàíèöè, êîèòî ñà öèòèðàíè â u.

I Àêî îçíà÷èì ñ N(u) áðîÿò íà âðúçêèòå,

êîèòî ñà â u, òî ïðèíîñúò íà u êúì ðàíãà íà A å
R(u)

N(u)
.
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PageRank íà Google

I Òàêà ðàíãúò íà ñòðàíèöàòà A ñå ôîðìèðà
÷ðåç ðàíãîâåòå íà ñòðàíèöèòå, êîèòî èìàò
âðúçêè êúì íåÿ:

R(A) =
R(B)

3
+ R(C ) +

R(D)

2
+ · · ·

I ×ðåç ïðàâèëîòî 90-10

R(A) = c
∑

u∈M(A)

R(u)

N(u)
+ (1− c)E (A),

êúäåòî E å âåêòîð ñ äúëæèíà áðîÿ íà ñòðàíèöèòå â ìðåæàòà è
åëåìåíòè, ñúîòâåòíè íà íÿêàêâè áàçîâè ðàíãîâå íà ñòðàíèöèòå (ìîæå è
äà ñà ðàâíè).
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Ñèìóëàöèÿ íà ìàðêîâñêà âåðèãà

Öåëòà íà ñèìóëèðàíîòî äâèæåíèå ïî ìðåæàòà å äà ïîëó÷èì ïîðåäèöà
îò ñòðàíèöè (íîìåðà), êîèòî äà ñà ïîñåòåíè ïðè ñëó÷àéíîòî ñúðôèðàíå.

I Çà ñèìóëàöèÿòà èìàìå íóæäà îò ïðåõîäíà ìàòðèöà è íà÷àëíà
ñòðàíèöà.

Î÷àêâàìå ïðè ïðîäúëæèòåëíî ñúðôèðàíå ÷åñòîòèòå íà ïîñåùåíèå íà
îòäåëíèòå ñòðàíèöè äà ñà ìíîãî áëèçêè äî ðàíãîâåòå èì PageRank.
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Ñèìóëàöèÿ

I Ñèìóëàöèÿòà ùå íàïðàâèì ñ äâå ôóíêöèè � NextPage è Surfing.

I Âõîäíèòå àðãóìåíòè íà NextPage ñà òåêóùàòà ñòðàíèöà è
ïðåõîäíàòà ìàòðèöà, à èçõîäà å ñëåäâàùàòà ñòðàíèöà çà åäèí õîä
ñúãëàñíî ïðàâèëàòà íà ñëó÷àéíîòî ñúðôèðàíå.

I Surfing ïðàâè çàäàäåí áðîé (T ) ïðåõîäà ÷ðåç NextPage è îò÷èòà
áðîÿ íà ïîñåùåíèå çà ðàçëè÷íèòå ñòðàíèöè. Òîçè áðîé ñå ðàçäåëÿ
íà T è ñå ïîëó÷àâàò ÷åñòîòèòå íà ïîñåùåíèå.

23

Ñèìóëàöèÿ
Ïðåõîä çà åäíà ñòúïêà (NextPage)

Îñíîâíàòà ñòúïêà ïðè ñèìóëàöèÿòà íà ñëó÷àéíîòî ñúðôèðàíå å
ïðåõîäúò îò åäíà ñòðàíèöà êúì äðóãà çà åäèí õîä.

I Ïðîìåíëèâàòà Page ñúäúðæà íîìåðà íà òåêóùàòà ñòðàíèöà.

I Ðåäúò îò ïðåõîäíàòà ìàòðèöà P[Page], ñúäúðæà ïðåõîäíèòå
âåðîÿòíîñòè îò ñòðàíèöà Page äî âñè÷êèòå N ñòðàíèöè îò ìðåæàòà.

Êîãàòî çíàåì â êîÿ ñòðàíèöà å ïîòðåáèòåëÿ, çàäà÷àòà å äà ñå ãåíåðèðà
ñëó÷àéíî öÿëî ÷èñëî (ñòðàíèöà) ìåæäó 0 è N − 1, ñúãëàñíî çàäàäåíèòå
âåðîÿòíîñòè çà òàçè ñòðàíèöà.

24



Ñèìóëàöèÿ
Ïðåõîä çà åäíà ñòúïêà (NextPage)

Èçïîëçâàìå ôóíêöèÿ çà ãåíåðèðàíå íà ñëó÷àéíî ÷èñëî â èíòåðâàëà
[0,1].
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Ñèìóëàöèÿ
Äâèæåíèå ïî ìðåæàòà (Sur�ng)

Äâèæåíèåòî ïî ìðåæàòà ÷ðåç ñëó÷àéíî ñúðôèðàíå èìà çà öåë äà ñå
îò÷åòàò ÷åñòîòèòå íà ïîñåùåíèå â ðàçëè÷íèòå ñòðàíèöè.

I Ôóíêöèÿòà Surfing ïîâòàðÿ NextPage T íà áðîé ïúòè.

I Â ìàñèâà freq[] ñå çàïèñâà áðîÿ íà ïîñåùåíèÿòà âúâ âñÿêà
ñòðàíèöà.

I Ñëåä T õîäà, åëåìåíòúò freq[Page]íà ìàñèâà ùå ñúäúðæà
÷åñòîòàòà íà ïîÿâà íà ñòðàíèöàòà Page.
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Ñèìóëàöèÿ
Äâèæåíèå ïî ìðåæàòà (Sur�ng)

I Ïðè çàäàäåí áðîé ïðåõîäè T (íàïð. 1000), òå ñå ðàçïðåäåëÿò ìåæäó
ñòðàíèöèòå è ñå ïîëó÷àâàò àáñîëþòíèòå ÷åñòîòè íà ïîñåùåíèå.

I Àêî àáñîëþòíèòå ÷åñòîòè ñå ðàçäåëÿò íà îáùèÿ áðîé (â ñëó÷àÿ
1000), ñå ïîëó÷àâàò îòíîñèòåëíèòå ÷åñòîòè íà ïîñåùåíèå.

I Òàêà òåçè ÷åñòîòè íå ñà ñâúðçàíè ïîâå÷å ñ îáùèÿ áðîé ïðåõîäè,
ñóìàòà èì å 1, è ñå èíòåðïðåòèðàò ïî åäèí è ñúù íà÷èí çà
ðàçëè÷íî ïî âðåìå ñúðôèðàíå.
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Åêñïåðèìåíò

Çàïî÷âàìå ïðèìåðíî îò ñòðàíèöà 0 è ïðàâèì 1000 ïðåõîäà

íà÷àëíà ×åñòîòè íà ñòðàíèöèòå

ñòðàíèöà 0 1 2 3
[0] 0.335 0.198 0.323 0.144
[0] 0.333 0.196 0.326 0.145
[0] 0.339 0.194 0.328 0.139
[0] 0.320 0.198 0.327 0.155
[0] 0.332 0.214 0.320 0.134
[0] 0.338 0.199 0.322 0.141

Êðàéíèòå ÷åñòîòè îò òåçè 6 åêñïåðèìåíòà ñà ïîäîáíè.
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Åêñïåðèìåíò

Ðåçóëòàòèòå ñà ïîäîáíè êîãàòî ñúðôèðàíåòî çàïî÷íå îò äðóãà ñòðàíèöà.

íà÷àëíà ×åñòîòè íà ñòðàíèöèòå

ñòðàíèöà 0 1 2 3
[1] 0.334 0.200 0.327 0.133
[1] 0.323 0.209 0.321 0.147
[1] 0.333 0.194 0.322 0.151
[2] 0.324 0.210 0.315 0.151
[2] 0.324 0.206 0.324 0.146
[2] 0.326 0.208 0.319 0.147
[3] 0.331 0.207 0.324 0.138
[3] 0.325 0.202 0.329 0.144
[3] 0.332 0.204 0.320 0.144

Ñëåä 1000 ïðåõîäà ÷åñòîòèòå íà ïîñåùåíèå íà ÷åòèðèòå ñòðàíèöè íå
çàâèñÿò îò íà÷àëíàòà ñòðàíèöà!
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Åêñïåðèìåíò

×åñòîòèòå îò îòäåëíèòå ñèìóëàöèè ñà áëèçêè, íî òÿõíàòà òî÷íîñò íå å
ãîëÿìà. Ïðè 1000000 èòåðàöèè ÷åñòîòèòå îò åäíà ñèìóëàöèÿ ñà:

×åñòîòè íà ñòðàíèöèòå

ñòðàíèöè 0 1 2 3
÷åñòîòè 0.3310829 0.2045380 0.3231330 0.1412460

Ïî-íàòàêúê ùå ðàçãëåäàìå è åäíî äðóãî ïðèáëèæåíèå íà ÷åñòîòèòå,
ñëåäñòâèå îò ñëó÷àéíîòî ñúðôèðàíå, íî îñèãóðÿâàùî ïî-áúðçà
ñõîäèìîñò êúì èñòèíñêèòå ðàíãîâå. ×ðåç íåãî ìîãàò äà ñå ïîëó÷àò
ñëåäíèòå ÷åñòîòè:

×åñòîòè íà ñòðàíèöèòå

ñòðàíèöè 0 1 2 3
÷åñòîòè 0.3257049 0.1848188 0.3181344 0.1713418
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Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöè

I Ñúáèðàíå íà ìàòðèöè

(
1 2
3 4

)
+

(
1 −2
0 1

)
=

(
1 + 1 2 + (−2)
3 + 0 4 + 1

)
=

(
2 0
3 5

)

I Óìíîæåíèå íà ìàòðèöà ñ ÷èñëî

5 ∗
(
1 2
3 4

)
=

(
5 ∗ 1 5 ∗ 2
5 ∗ 3 5 ∗ 4

)
=

(
5 10
15 20

)
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Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöè

I Óìíîæåíèå âåêòîð ñ ìàòðèöà

(
5 1 3

)
∗




5 1
−2 0
2 1


=

(
5 ∗ 5 + 1 ∗ (−2) + 3 ∗ 2 5 ∗ 1 + 1 ∗ 0 + 3 ∗ 1

)

=
(
36 8

)

(Äúëæèíàòà íà âåêòîðà ñúâïàäà ñ áðîÿ íà ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà.)




5 1
−2 0
2 1



(
1
3

)
=




5 ∗ 1 + 1 ∗ 3
(−2) ∗ 1 + 0 ∗ 3
2 ∗ 1 + 1 ∗ 3


 =




8
−2
5




(Áðîÿò íà ñòúëáîâåòå íà ìàòðèöàòà ñúâïàäà ñ äúëæèíàòà íà âåêòîðà.)
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Äåéñòâèÿ ñ ìàòðèöè

I Óìíîæåíèå íà ìàòðèöè
(
1 2
3 4

)
∗
(

3 −1 2
−2 0 2

)

=

(
1 ∗ 3 + 2 ∗ (−2) 1 ∗ (−1) + 2 ∗ 0 1 ∗ 2 + 2 ∗ 2
3 ∗ 3 + 4 ∗ (−2) 3 ∗ (−1) + 4 ∗ 0 3 ∗ 2 + 4 ∗ 2

)
=

(
−1 −1 5
1 3 14

)

Áðîÿò íà ñòúëáîâåòå íà ëÿâàòà ìàòðèöà ñúâïàäà ñ áðîÿ íà ðåäîâåòå íà
äÿñíàòà ìàòðèöà.
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Äâèæåíèå ïî ìàðêîâñêà âåðèãà

34

Ïðåñìÿòàíå íà âåðîÿòíîñòè

Ïðèìåð: Îáõîæäàíå íà ìóçåÿ

I Íîùåí ïàçà÷ îáõîæäà ìóçåé ïî
ñëó÷àåí íà÷èí è âúâ âñÿêà ñòàÿ ñòîè
åäíî è ñúùî âðåìå.

I Ïðè ïðåõîä îò ñòàÿ â ñòàÿ, òîé èçáèðà
èçõîä ðàâíîâåðîÿòíî.

Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ñëåä 10 ïðåõîäà ïàçà÷úò äà ñå îêàæå â ïúðâàòà
ñòàÿ?

Êàêâà ÷àñò îò âðåìåòî ïðåêàðâà ïàçà÷úò â ðàçëè÷íèòå ñòàè?
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Îïèñàíèå íà ìàðêîâñêàòà âåðèãà

Î÷åâèäíî ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ïðåõîäè îáðàçóâà Ìàðêîâñêà
âåðèãà.

Ïðåõîäíà ìàòðèöà:

êúì
A B C

A 0 1/2 1/2
îò B 1/3 0 2/3

C 1/3 2/3 0
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Óñëîâíè âåðîÿòíîñòè

Íåêà ïúðâàòà ñòàÿ å A.
Íàìåðåòå âåðîÿòíîñòèòå ñëåä 2 ïðåõî-
äà ïàçà÷úò äà ñå íàìèðà â ñòàÿ A, B è
C .

Ïðåñìÿòàìå âåðîÿòíîñòèòå íà ðàçëè÷íèòå ïúòèùà çà 2 õîäà:

P(ABA) = (1/2)(1/3) = 1/6

P(ABC) = (1/2)(2/3) = 1/3

P(ACB) = (1/2)(2/3) = 1/3

P(ACA) = (1/2)(1/3) = 1/6
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Óñëîâíè âåðîÿòíîñòè

Ïðåñìåòíàõìå âåðîÿòíîñòèòå íà ðàçëè÷íèòå ïúòèùà çà 2 õîäà:

P(ABA) = 1/6

P(ABC) = 1/3

P(ACB) = 1/3

P(ACA) = 1/6

Óñëîâíèòå âåðîÿòíîñòè çà äîñòèãàíå íà ñòàè A, B èëè C çà 2 õîäà ïðè
óñëîâèå, ÷å íà÷àëíàòà ñòàÿ å A ñà:

P(A|A) = P(ABA) + P(ACA) = 1/6 + 1/6 = 1/3
P(B|A) = P(ACB) = 1/3

P(C|A) = P(ABC) = 1/3
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Äúðâîâèäíà äèàãðàìà

Äà ñå íàìåðÿò âåðîÿòíîñòèòå çà
ïðåõîä äî ñòàè A, B è C çà 2 õîäà
ïðè ðàçëè÷íèòå íà÷àëíè ïîçèöèè.
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Äúðâîâèäíà äèàãðàìà

P(ABA) = 1/6

P(ABC) = 1/3

P(ACB) = 1/3

P(ACA) = 1/6

P(BAB) = (1/3)(1/2) = 1/6

P(BAC) = (1/3)(1/2) = 1/6

P(BCB) = (2/3)(2/3) = 4/9

P(BCA) = (2/3)(1/3) = 2/9

P(CAB) = (1/3)(1/2) = 1/6

P(CAC) = (1/3)(1/2) = 1/6

P(CBA) = (2/3)(1/3) = 2/9

P(CBC) = (2/3)(2/3) = 4/9
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Âåðîÿòíîñòè ïðè 2 õîäà

Ïðåñìåòíàõìå
P(ABA)=1/6
P(ABC)=1/3
P(ACB)=1/3
P(ACA)=1/6

P(BAB)=1/6
P(BAC)=1/6
P(BCB)=4/9
P(BCA)=2/9

P(CAB)=1/6
P(CAC)=1/6
P(CBA)=2/9
P(CBC)=4/9

Âåðîÿòíîñòè çà äîñòèãàíå íà ñòàè A, B èëè C çà 2 õîäà ïðè
íà÷àëíà ïîçèöèÿ A ñà:

P(A|A) = P(ABA) + P(ACA) = 1/6 + 1/6 = 1/3.
P(B|A) = P(ACB) = 1/3
P(C|A) = P(ABC) = 1/3

Âåðîÿòíîñòè çà äîñòèãàíå íà ñòàè A, B èëè C çà 2 õîäà ïðè
íà÷àëíà ïîçèöèÿ B ñà:

P(A|B) = P(BCA) = 2/9
P(B|B) = P(BAB) + P(BCB) = 1/6 + 4/9 =11/18
P(C|B) = P(BAC) = 1/6

Âåðîÿòíîñòè çà äîñòèãàíå íà ñòàè A, B èëè C çà 2 õîäà ïðè
íà÷àëíà ïîçèöèÿ C ñà:

P(A|C) = P(CBA) = 2/9
P(B|C) = P(CAB) = 1/6

P(C|C) = P(CAC) + P(CBC) = 1/6 +4/9 =11/18
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Ïðåõîäíà ìàòðèöà çà 2 õîäà

Ïðåñìåòíàõìå óñëîâíèòå âåðîÿòíîñòè:

P(A|A) = 1/3

P(B|A) = 1/3

P(C |A) = 1/3

P(A|B) = 2/9

P(B|B) = 11/18

P(C |B) = 1/6

P(A|C) = 1/3

P(B|C) = 1/3

P(C |C) = 1/3

Ïîñòðîÿâàìå ïðåõîäíàòà
ìàòðèöà çà 2 õîäà:

êúì
A B C

A 1/3 1/3 1/3
îò B 2/9 11/18 1/6

C 2/9 1/6 11/18
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Ïðåõîäíà ìàòðèöà çà 2 õîäà

Ùå ïîêàæåì, ÷å ïðåõîäíàòà ìàòðèöà çà 2 õîäà óäîâëåòâîðÿâà:




1/3 1/3 1/3
2/9 11/18 1/6

2/9 1/6 11/18


 =




0 1/2 1/2
1/3 0 2/3

1/3 2/3 0


∗




0 1/2 1/2

1/3 0 2/3

1/3 2/3 0


 = P2

Îçíà÷èõìå: P =




p11 p12 . . . p1k
p21 p22 . . . p1k
. . . . . . . . . . . .
pk1 pk2 . . . pkk




Ñëåäîâàòåëíî

p31(2) = p31 · p11 + p32 · p12 + p33 · p13
= (1/3) · 0 + (2/3) · (1/3) + 0 · (1/3)
= P(A|C )
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Ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà

Òåîðåìà

Àêî P è Q ñà ñòîõàñòè÷íè ìàòðèöè îò åäèí è ñúùè ðåä, òî PQ å
ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà îò ñúùè ðåä.

Ïðèìåð:




0 1/2 1/2
1/3 0 2/3
1/3 2/3 0


 ∗




0 1/2 1/2
1/3 0 2/3
1/3 2/3 0


 =



1/3 1/3 1/3
2/9 11/18 1/6
2/9 1/6 11/18




Ñëåäñòâèå

Àêî P å ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà, òî Pn å ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà.

Ïðèìåð:

P20 =



0.25 0.3750000 0.3750000
0.25 0.3748998 0.3751002
0.25 0.3751002 0.3748998



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Ñòåïåíè íà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà

Äà ñå íàìåðÿò âåðîÿòíîñòèòå çà ïðå-
õîä äî ñòàè A, B èëè C çà 3 è ïîâå÷å
õîäà ïðè ðàçëè÷íèòå íà÷àëíè ïîçè-
öèè.

P =




0 1/2 1/2
1/3 0 2/3
1/3 2/3 0




P3 = P2 ∗ P =



1/3 1/3 1/3
2/9 11/18 1/6
2/9 1/6 11/18


 ∗




0 1/2 1/2
1/3 0 2/3
1/3 2/3 0


 =



0.22 0.39 0.39
0.26 0.22 0.52
0.26 0.52 0.22




P5 = P4 ∗ P =



0.2469136 0.3765432 0.3765432
0.2510288 0.3086420 0.4403292
0.2510288 0.4403292 0.3086420



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Ñòåïåíè íà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà

P =




0 1/2 1/2
1/3 0 2/3
1/3 2/3 0




P3 =



0.22 0.39 0.39
0.26 0.22 0.52
0.26 0.52 0.22




P5 = P4 ∗ P =



0.2469136 0.3765432 0.3765432
0.2510288 0.3086420 0.4403292
0.2510288 0.4403292 0.3086420




P10 =



0.2499958 0.3750021 0.3750021
0.2500014 0.3692188 0.3807798
0.2500014 0.3807798 0.3692188




P20 =



0.25 0.3750000 0.3750000
0.25 0.3748998 0.3751002
0.25 0.3751002 0.3748998



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Ïðåõîä çà n õîäà

Íåêà P å ïðåõîäíàòà ìàòðèöà íà Ìàðêîâñêà âåðèãà.

P =




p11 p12 . . . p1k
p21 p22 . . . p1k
. . . . . . . . . . . .
pk1 pk2 . . . pkk




Äà îçíà÷èì ñ pij(n) âåðîÿòíîñòòà çà ïðåõîä îò ñúñòîÿíèå i â ñúñòîÿíèå j
çà n ïðåõîäà.

Òåîðåìà

Åëåìåíòúò (i , j) íà ìàòðèöàòà Pn ñúäúðæà âåðîÿòíîñòòà pij(n).

Pn =

1 . . . j . . . k

1
. . .

i
. . .
k




p11(n) . . . . . . . . . p1k (n)
. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . pij (n) . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .
pk1(n) . . . . . . . . . pkk (n)



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Ïðåõîä çà n õîäà

Êàêâî ñå ñëó÷âà ñ ïðåõîäíàòà ìàòðèöà, êîãàòî áðîÿ ïðåõîäèòå ðàñòå
íåîãðàíè÷åíî?

Â ïðèìåðà çà ìóçåÿ ïîëó÷èõìå

P20 =



0.25 0.3750000 0.3750000
0.25 0.3748998 0.3751002
0.25 0.3751002 0.3748998




Ïðè ãîëÿì áðîé ïðåõîäè:

I Ðåäîâåòå íà ìàòðèöàòà ñòàâàò ïî÷òè åäíàêâè.

I Òîâà îçíà÷àâà, ÷å âåðîÿòíîñòòà çà äîñòèãàíå íà ñúñòîÿíèå j îò
ñúñòîÿíèå i å åäíà è ñúùà, íåçàâèñèìî îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå.

I Ñ äðóãè äóìè, âåðèãàòà �çàáðàâÿ� îòêúäå å òðúãíàëà, êîãàòî n å
ãîëÿìî. (òîâà íå å âÿðíî çà âñÿêà âåðèãà)
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Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà

Ïðåäè 300 ãîäèíè â �Ars Conjectandi� å äîêàçàíà
íàé-èçâåñòíàòà âåðîÿòíîñòíà òåîðåìà.

Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà

Ïðè ãîëÿì áðîé íåçàâèñèìè ïîâòîðåíèÿ íà
åêñïåðèìåíò, ïðè êîéòî ïîíÿêîãà íàñòúïâà
äàäåíî ñëó÷àéíî ñúáèòèå, ÷åñòîòàòà íà ïîÿâèòå
íà òîâà ñúáèòèå ñå ïðèáëèæàâà äî íåãîâàòà
âåðîÿòíîñò çà íàñòúïâàíå.

Jakob Bernoulli
(1654-1705)

Ðåäèöà îò õâúðëÿíå íà ìîíåòà è ÷åñòîòà íà �ËÈÖÅ�.
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Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà

I Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà èçèñêâà íåçàâèñèìîñò íà ñúáèòèÿòà.

I Çà ìàðêîâñêà âåðèãà ðåäèöàòà îò ïîñëåäîâàòåëíè ñúñòîÿíèÿ íå å
îò íåçàâèñèìè ñúáèòèÿ.

I Çà äà ïðèëîæèì ÇÃ× òðÿáâà äà ñè îñèãóðèì ðåäèöà îò íåçàâèñèìè
ñúáèòèÿ

Çàêîí çà ãîëåìèòå ÷èñëà çà ìàðêîâñêà âåðèãà

Íåêà çà ïúðâèòå n ñòúïêè Hj(n) å ÷àñòòà îò òÿõ, êîãàòî ñèñòåìàòà å â
ñúñòîÿíèå sj . Òîãàâà

Hj(n)→ πj

íåçàâèñèìî îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå.

I Ñëåä îïðåäåëåíî âðåìå πj å ÷åñòîòàòà íà ïîñåùåíèå íà
ñúñòîÿíèåòî sj . Òàêà, íåçàâèñèìî îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå,
ñèñòåìàòà ùå ñå âðúùà â ñúñòîÿíèå sj áåçêðàéíî ÷åñòî.

I Ðàíãúò íà åäíà ñòðàíèöà ñå äåôèíèðà ÷ðåç πj .
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Äúëãîñðî÷íî ïîâåäåíèå íà ìàðêîâñêà âåðèãà

51

Ïðèìåð: Òàêñèìåòðîâà êîìïàíèÿ

Òàêñèìåòðîâà êîìïàíèÿ èçâúðøâà ïðåâîçè â 3
ðàéîíà: Northside, Downtown è Southside.

Êîìïàíèÿòà å óñòàíîâèëà, ÷å:

I 50% îò ïúòíèöèòå, êà÷åíè â Northside,
îñòàâàò â Northside, 20% ïúòóâàò äî
Downtown, à 30% îòèâàò äî Southside.

I 10% îò ïúòíèöèòå, êà÷åíè â Downtown,
ïúòóâàò äî Northside, 40% îñòàâàò â
Downtown, à 50% îòèâàò äî Southside.

I 30% îò ïúòíèöèòå, êà÷åíè â Southside,
ïúòóâàò äî Northside, 30% ïúòóâàò äî
Downtown, à 40% îñòàâàò â Southside.



0.5 0.2 0.3
0.1 0.4 0.5
0.3 0.3 0.4



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Ïðåõîä çà 1 õîä

I Íåêà íà÷àëíîòî ðàçïðåäåëåíèå íà òàêñèòàòà â ãðàäà å: 20% â ðàéîí
Northside, 50% â Downtown, à and 30% â Southside.

Òàêà íà÷àëíèÿò âåêòîð å q0 =
(
0.20 0.50 0.30

)
.

I Èçïîëçâàéêè íà÷àëíîòî ðàçïðåäåëåíèå, ìîæåì äà ïðåñìåòíåì
ïðîöåíòà íà òàêñèòà âúâ âñåêè ðåãèîí ñëåä îïðåäåëåí áðîé
ïðåõîäè.

I Íàïðèìåð, äà ïðåñìåòíåì êîëêî òàêñèòà ñà â Downtown ñëåä 1
ïðåõîä:

0.20P(ND)+0.50P(DD)+0.30P(SD) = 0.20(0.2)+0.50(0.4)+0.30(0.3) = 0.33.

Òîâà ÷èñëî ñå ïîëó÷àâà è îò ïðîèçâåäåíèåòî íà âåêòîðà q0 ñ âòîðèÿ
ðåä íà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà:

(
0.20 0.50 0.30

)


0.5 0.2 0.3
0.1 0.4 0.5
0.3 0.3 0.4


 =

(
· 0.33 ·

)
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Ñúñòîÿíèå ñëåä 1 õîä

Ìîæåì äà íàìåðèì ïðîöåíòà íà òàêñèòàòà â Northside è Southside êàòî
óìíîæèì ïúðâèÿ ðåä íà P ñ q0 è òðåòèÿ ðåä íà P ñ q0, ñúîòâåòíî.

Òàêà ðàçïðåäåëåíèå íà òàêñèòàòà ñëåä åäèí ïðåõîä ñå îïðåäåëÿ ÷ðåç:

q1 = q0P =
(
0.20 0.50 0.30

)


0.5 0.2 0.3
0.1 0.4 0.5
0.3 0.3 0.4


 =

(
0.24 0.33 0.43

)

Ñëåäîâàòåëíî âåðîÿòíîñòòà åäíî òàêñè äà å â Northside å 24%,
âåðîÿòíîñòòà äà å Downtown å â 33% è âåðîÿòíîñòòà äà å â Southside å
43%.
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Ñúñòîÿíèå ñëåä íÿêîëêî õîäà

I Äà íàìåðèì êàê ñà ðàçïðåäåëåíè òàêñèòàòà ñëåä 2 ïðåõîäà

q2 = q1P = (q0P)P = q0P
2

=
(
0.20 0.50 0.30

)


0.36 0.27 0.37
0.24 0.33 0.43
0.3 0.3 0.4


 =

(
0.282 0.309 0.409

)
.

I Àíàëîãè÷íî ìîæåì äà íàìåðèì ðàçïðåäåëåíèåòî ñëåä 3 ïðåõîäà:

q3 = q2P = q0PP
2 = q0P

3.

I è ñëåä 4 ïðåõîäà:

q4 = q3P = q0P
4

=
(
0.20 0.50 0.30

)


0.3054 0.2973 0.3973
0.2946 0.3027 0.4027
0.3 0.3 0.4


 =

(
0.29838 0.30081 0.40081

)

Íàìèðàìå ðàçïðåäåëåíèåòî ñëåä n ïðåõîäà ïîñðåäñòâîì óðàâíåíèåòî

qn = q0P
n
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Äúëãîñðî÷íî ïîâåäåíèå íà ìàðêîâñêàòà âåðèãà

I Ñëåä 5 ïðåõîäà: q5 = q0P
5 =

(
0.299514 0.300243 0.400243

)

I Ñëåä 10 ïðåõîäà:
q10 = q0P

10 =
(
0.2999988 0.30000059 0.40000059

)

I Ñëåä 20 ïðåõîäà: q20 = q0P
20 =

(
0.3 0.3 0.4

)

I Ñëåä 30 ïðåõîäà: q30 = q0P
30 =

(
0.3 0.3 0.4

)

Èçãëåæäà, ÷å âåêòîðúò íà ñúñòîÿíèÿòà êëîíè êúì âåêòîðà

q∗ =
(
0.3 0.3 0.4

)
.

Òîçè âåêòîð íàðè÷àìå ãðàíè÷íî ðàçïðåäåëåíèå.
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Ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàðêîâñêàòà âåðèãà

I Ïðè äàäåíè ïðåõîäíà ìàòðèöà P è íà÷àëíî ñúñòîÿíèå q0,
ãðàíè÷íîòî ðàçïðåäåëåíèå ñå ïîëó÷è ÷ðåç ïîñëåäîâàòåëíîòî
ïðåñìÿòàíå

qn+1 = qnP = (qn−1P)P = (qn−2P)P
2 = · · · = q0P

n

êàòî çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n ïîëó÷èõìå

qn+1 = qn è ñëåäîâàòåëíî qn = qnP.

Êîãàòî áðîÿ íà ïðåõîäèòå ðàñòå íåîãðàíè÷åíî (ïðè n→∞) å âúçìîæíî
äà äîñòèãíåì ñòàöèîíàðåí âåêòîð π =

(
π1 . . . πk

)
, çà êîéòî å

èçïúëíåíî
π = πP.
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Ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàðêîâñêàòà âåðèãà

Îòêúäå èäâà íàçâàíèåòî ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå?

I Àêî πP = π, òî π å ðàçïðåäåëåíèåòî, êîåòî íå ñå ïðîìåíÿ îò
ïðåõîä íà ïðåõîä.

I Â ïðèìåðà çà òàêñèìåòðîâà êîìïàíèÿ: òúé êàòî
q∗ =

(
0.3 0.3 0.4

)
å ñòàöèîíàðåí âåêòîð, àêî 30% îò òàêñèòàòà

ñà â Northside, 30% ñà â Downtown è 40% ñà â Southside, òî òîâà
ñúîòíîøåíèå ùå áúäå ñúùîòî è ñëåä 1 äåí.

I Âñÿêî îòäåëíî òàêñè ìîæå äà ñå ïðåìåñòèëî îò åäèí ðàéîí â äðóã,
íî ñëåä ìíîãî ïðåâîçè (ïðåõîäè) ñúîòíîøåíèåòî íà òàêñèòà â
ðàéîíèòå ùå îñòàíå ïîñòîÿííî.
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Ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå íà ìàðêîâñêàòà âåðèãà

I Åëåìåíòèòå íà ñòàöèîíàðíèÿ âåêòîð π, óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèåòî

π = πP,

è ïðåäñòàâëÿâàò âåðîÿòíîñòèòå ñèñòåìàòà äà å â ðàçëè÷íèòå
ñúñòîÿíèÿ ñëåä ïðîäúëæèòåëíè ïðåõîäè è íå çàâèñè îò íà÷àëíîòî
ñúñòîÿíèå.

I Â ïðèìåðà çà òàêñèìåòðîâà êîìïàíèÿ: âñÿêî íà÷àëíî ñúñòîÿíèå ùå
äîâåäå äî åäíî è ñúùî ðàçïðåäåëåíèå íà òàêñèòàòà ñëåä
ïðîäúëæèòåëíè ïðåõîäè.

I Òúé êàòî ðàçëè÷íèòå íà÷àëíè ñúñòîÿíèÿ íå âëèÿÿò íà
ñòàöèîíàðíîòî ðàçïðåäåëåíèå, òå ìîæå äà âëèÿÿò íà âðåìåòî çà
äîñòèãàíåòî ìó.

59

Íàìèðàíå íà ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå

Çà ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå âèíàãè ñúùåñòâóâà.

Çà äà ñå íàìåðè ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå π íà åäíà Ìàðêîâñêà
âåðèãà, ñ ïðåõîäíà ìàòðèöà

P =



p11 . . . p1k
. . . . . . . . .
pk1 . . . pkk




òðÿáâà äà ñå ðåøè ñëåäíàòà ñèñòåìà îò óðàâíåíèÿ:

(
π1 . . . πk

)


p11 . . . p1k
. . . . . . . . .
pk1 . . . pkk


 =

(
π1 . . . πk

)
,

êúäåòî áðîÿ íà íåèçâåñòíèòå
(
π1 . . . πk

)
å êîëêîòî ñà ñúñòîÿíèÿòà íà

Ìàðêîâñêàòà ñèñòåìà.
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Íàìèðàíå íà ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå

(
π1 . . . πk

)


p11 . . . p1k
. . . . . . . . .
pk1 . . . pkk


 =

(
π1 . . . πk

)

Êîåòî îçíà÷àâà äà ñå ðåøè ñèñòåìàòà óðàâíåíèÿ:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

π1 + π2 + . . .+ πk = 1
π1p11 + π2p21 + . . .+ πkpk1 = π1
π1p12 + π2p22 + . . .+ πkpk2 = π2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
π1p1k + π2p2k + . . .+ πkpkk = πk .
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Íàìèðàíå íà ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå

Â ïðèìåðà ñ òàêñèìåòðîâàòà êîìïàíèÿ:

πP = π

π



0.5 0.2 0.3
0.1 0.4 0.5
0.3 0.3 0.4


 = π

Óðàâíåíèÿòà ñà: ∣∣∣∣∣∣∣∣

π1 + s2 + π3 = 1
0.5π1 + 0.1π2 + 0.3π3 = π1

0.2π1 + 0.4π2 + 0.3π3 = π2

0.3π1 + 0.5π2 + 0.4π3 = π3.

Çàìåñòâàìå π1 = 1− π2 − π3 â ïúðâèòå äâå óðàâíåíèÿ è ïîëó÷àâàìå

∣∣∣∣
−0.5 + 0.6π2 + 0.8π3 = 0
0.2− 0.6π2 + 0.3π3 = 0.

Îò òóê ñëåäâà
π2 = 0.3 π3 = 0.4 π1 = 0.3
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Ðåãóëÿðíà ìàðêîâñêà âåðèãà

I Âèíàãè ëè ñúùåñòâóâà ñòàöèîíàðíî ðàçïðåäåëåíèå?

Îòãîâîðúò å: Äà (Áåç äîêàçàòåëñòâî íà òîçè åòàï.)

I Â ïðèìåðà çà òàêñèìåòðîâà êîìïàíèÿ: çàïî÷íàõìå îò
ðàçïðåäåëåíèå q0 è âèäÿõìå, ÷å q0P

n ñå ïðèáëèæàâà äî ãðàíè÷åí
âåêòîð π êîãàòî n ñòàâà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî. Äàëè òîâà å òàêà
âèíàãè?

Àêî ìàðêîâñêàòà âåðèãà å ðåãóëÿðíà, òîâà å âÿðíî.
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Ðåãóëÿðíà ìàðêîâñêà âåðèãà

Êîãà ìîæåì äà êàæåì, ÷å åäíà ìàðêîâñêà âåðèãà êëîíè êúì åäèíñòâåí
ñòàöèîíàðåí âåêòîð, íåçàâèñèìî îò íà÷àëíèòå óñëîâèÿ?

Äåôèíèöèÿ

Åäíà ñòîõàñòè÷íà ìàòðèöà ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà, àêî çà íÿêîÿ íåéíà
ñòåïåí íèòî åäèí îò åëåìåíòè �è íå å íóëà.

Äåôèíèöèÿ

Ìàðêîâñêàòà âåðèãà ñå íàðè÷à ðåãóëÿðíà, àêî íåéíàòà ïðåõîäíà
ìàòðèöà å ðåãóëÿðíà.
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Íåðåãóëÿðíà ìàðêîâñêà âåðèãà

Íå âñè÷êè ìàðêîâñêè âåðèãè ñà èìàò åäèíñòâåí ñòàöèîíàðåí âåêòîð,
êúì êîéòî êëîíè ðåäèöàòà.

Â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíîòî ñúñòîÿíèå, íÿêîè ìàðêîâñêè âåðèãè ìîãàò
äà èìàò ðàçëè÷íè ñòàöèîíàðíè âåêòîðè.
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Åäèíñòâåíîñò íà ñòàöèîíàðíîòî ðàçïðåäåëåíèå

Òåîðåìà

Àêî ìàðêîâñêàòà âåðèãà å ðåãóëÿðíà, òî òÿ èìà ñàìî åäíî ñòàöèîíàðíî
ðàçïðåäåëåíèå.

Ïðåõîäíàòà ìàòðèöà íà ñëó÷àéíîòî ñúðôèðàíå å ðåãóëÿðíà, òúé êàòî
âñè÷êèòå è åëåìåíòè ñà ïîëîæèòåëíè. Òîâà áåøå íàïðàâåíî ïî
ïðàâèëîòî 90-10 èìåííî, çà äà ñè îñèãóðèì òîâà ñâîéñòâî.
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Ïðèìåðè çà ðåãóðÿðíè è íåðåãóëÿðíè ìàðêîâñêè âåðèãè

I Ñèñòåìàòà ñ ïðåõîäíà ìàòðèöà P =

(
0.8 0.2
0.1 0.9

)
å ðåãóëÿðíà,

çàùîòî âñè÷êèòå è åëåìåíòè ñà ïîëîæèòåëíè.

I Ñèñòåìàòà ñ ïðåõîäíà ìàòðèöà P =

(
0.15 0.85
1 0

)
å ðåãóëÿðíà, ò.ê.

P2 =

(
0.1275 0.8725
0.15 0.85

)
.

I Ñèñòåìàòà ñ ïðåõîäíà ìàòðèöà b =

(
0 1
1 0

)
íå å ðåãóëÿðíà çàùîòî

P2 =

(
1 0
0 1

)
, a P3 = P. Ïðåõîäíà ìàòðèöà ñå ñìåíÿ ìåæäó òåçè

äâå ìàòðèöè ïðè ñëåäâàùè ïðåõîäè. Ñëåäîâàòåëíî, òÿ âèíàãè ùå
èìà íóëåâè åëåìåíòè.

Ñèñòåìàòà èìà ñòàöèîíàðåí âåêòîð

(
0.5
0.5

)
, íî àêî íà÷àëíîòî

ñúñòîÿíèå å

(
1
0

)
, òî

(
1
0

)
P =

(
0
1

)
è

(
1
0

)2

P =

(
1
0

)
. Ñèñòåìàòà ñå

”
âúðòè� ìåæäó òåçè äâà âåêòîðà â çàâèñèìîñò îò íà÷àëíîòî
ñúñòîÿíèå è íÿìà ñòàöèîíàðåí âåêòîð.
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Ñâîéñòâà íà ðåãóëÿðíà ìàðêîâñêà âåðèãà

I Çà äà å ðåãóëÿðíà ìàðêîâñêàòà âåðèãà, íå å çàäúëæèòåëíî âñè÷êè
åëåìåíòè íà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà äà ñà íåíóëåâè.

I Ñëåä êàòî âñè÷êè ñòîéíîñòè íà ìàòðèöàòà ñà ìåæäó 0 è 1 è ñòðîãî
ïîëîæèòåëíè, òî âñè÷êè ñëåäâàùè ñòåïåíè íà ìàòðèöàòà ùå èìàò
òåçè ñâîéñòâà è ñõîäèìîñòòà å ãàðàíòèðàíà.

I Ïîñëåäîâàòåëíèòå ñòåïåíè íà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà îáðàçóâàò
ðåäèöà îò ìàòðèöè, êîÿòî êëîíè êúì åäíà îïðåäåëåíà ìàòðèöà P∗.

I Òàçè ñòàöèîíàðíà ìàòðèöà èìà ñìèñúë íà ïðåõîäíà ìàòðèöà çà
âñè÷êè ïðåõîäè îò èçâåñòíî ìÿñòî íàòàòúê.

Òåîðåìà

Àêî ìàðêîâñêàòà âåðèãà å ðåãóëÿðíà, òî ñòàöèîíàðíàòà ìàòðèöà èìà
åäíè è ñúùè ðåäîâå, êîèòî ñúâïàäàò ñúñ ñòàöèîíàðíîòî ðàçïðåäåëåíèå(
π1 . . . πk

)
.
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Ïîãëúùàùà ìàðêîâñêà âåðèãà

Äåôèíèöèÿ

I Åäíî ñúñòîÿíèå íà ìàðêîâñêà âåðèãà
ñå íàðè÷à ïîãëúùàùî, àêî ïðè
äîñòèãàíå íà òîâà ñúñòîÿíèå
ñèñòåìàòà îñòàâà òàì çàâèíàãè.

I Ñ äðóãè äóìè âåðîÿòíîñòòà äà
íàïóñíåì òîâà ñúñòîÿíèå å 0.

Äåôèíèöèÿ

Ìàðêîâñêàòà âåðèãà ñå íàðè÷à ïîãëúùàùà, àêî

I Èìà ïîíå åäíî ïîãëúùàùî ñúñòîÿíèå

I Çà âñÿêî ñúñòîÿíèå îò ñèñòåìàòà âåðîÿòíîñòòà äà ñå äîñòèãíå
ïîãëúùàùî ñúñòîÿíèå çà êðàåí áðîé ïðåõîä å ïî-ãîëÿìà îò 0.
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Ïîãëúùàùà ìàðêîâñêà âåðèãà

Íåóâåðåí êîìàðäæèÿ èãðàå íà ðóëåòêà ñ $20 ïî ñëåäíàòà ñõåìà:

I Íà âñÿêî çàâúðòàíå íà ðóëåòêàòà çàëàãà $10 íà ÷åðâåíî.

I Àêî èçëåçå ÷åðâåíî, òîé ïå÷åëè $10, à àêî å ÷åðíî ãóáè $10.

I Çà ïðîñòîòà íåêà ïðèåìåì, ÷å âåðîÿòíîñòòà çà ÷åðâåíî å òî÷íî 1/2.
(Â äåéñòâèòåëíîñò å ìàëêî ïî-ìàëêà)

I ×îâåêúò èãðàå äîêàòî ñïå÷åëè $30 èëè äîêàòî çàãóáè âñè÷êèòå ñè
ïàðè. Òîãàâà ñè òðúãíà.

Ùå ìîäåëèðàìå òàçè èãðà è ùå èçñëåäâàìå äúëãîñðî÷íîòî ïîâåäåíèå
íà âåðèãàòà.
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PageRank ñå äåôèíèðà ïî ñëåäíèÿ íà÷èí.

I Íåêà N å îáùèÿ áðîé íà web ñòðàíèöèòå â ìðåæàòà. Äåôèíèðàìå
ìàòðèöàòà íà õèïåð-âðúçêèòå:

Qij =

{
1/N àêî îò ñòðàíèöàòà i èìà âðúçêà êúì ñòðàíèöàòà j
0 â îñòàíàëèòå ñëó÷àè,

êúäåòî N å îáùèÿò áðîé íà èçëèçàùèòå âðúçêè îò ñòðàíèöàòà i .

I Çà ïðîñòîòà íåêà Qii > 0 çà âñè÷êè i . Òîâà îçíà÷àâà, ÷å èìà âðúçêà
îò ñòðàíèöàòà êúì ñåáå ñè.

I Ñëåäîâàòåëíî Q ìîæå äà ñå ðàçãëåæäà êàòî ïðåõîäíà ìàòðèöà íà
ìàðêîâñêà âåðèãà íà ñëó÷àéíî ñúðôèðàíå, êúäåòî ñòðàíèöèòå
ïðåäñòàâëÿâàò ñúñòîÿíèÿòà íà ìàðêîâñêàòà ñèñòåìà.

⇒
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I Àêî ïðåäïîëîæèì, ÷å âåðèãàòà å ðåãóëÿðíà, òî ñúùåñòâóâà
ñòàöèîíàðíî âåðîÿòíîñòíî ðàçïðåäåëåíèå

(
π1 . . . πk

)
çà

ïîñåùåíèå íà ñúñòîÿíèÿòà (ñòðàíèöèòå).

I πi å ïðîïîðöèîíàëíî íà âðåìåòî, êîåòî ñúðôèñòà ïîñåùàâà
ñúñòîÿíèåòî i . Êîëêîòî ïî-ãîëÿìî å πi , òîëêîâà ïî-çíà÷èìà å
ñòðàíèöàòà.

Ñëåäîâàòåëíî PageRank íà ñòðàíèöàòà i ñå äåôèíèðà ñ πi .
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PageRank Ïðèìåð

Ðàçãëåæäàìå ìðåæà îò 3 óåá ñòðàíèöè: 1, 2, 3,

òàêèâà, ÷å

1→ 1, 1→ 2, 1→ 3

2→ 1, 2→ 2,

3→ 2, 3→ 3.

I Ïðåõîäíàòà ìàòðèöà íà òàçè ìàðêîâñêà âåðèãà å

Q =



1/3 1/3 1/3
1/2 1/2 0
0 1/2 1/2


 .

I ñòàöèîíàðíèÿò âåêòîð íà ðàçïðåäåëåíèåòî

π =
(
π1 π2 π3

)

óäîâëåòâîðÿâà óðàâíåíèÿòà

π = πQ è π1 + π2 + π3 = 1.
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I Êàòî ðåøèì ñèñòåìàòà ëèíåéíè óðàâíåíèÿ,
ïîëó÷àâàìå:

(
π1 π2 π3

)
=
(
3
9

4
9

2
9

)
.

I Ñëåäîâàòåëíî ïîäðåæäàíåòî íà ñòðàíèöèòå
ïî ðàíê å:
Webpage 2 > Wepbage 1 > Webpage 3.

Èíòåðïðåòàöèÿ: Äâåòå ñòðàíèöè 1 è 3 ñî÷àò êúì 2 è ñëåäîâàòåëíî 2 å
íàé-âàæíà. Òúé êàòî 2 ñî÷è êúì 1, íî íå êúì 3, 1 å ïî-âàæíà îò 3.
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I Íåêà Q å ïðåõîäíà ìàòðèöà íà ìðåæà îò N ñòðàíèöè. Òúé êàòî
ìðåæàòà ìîæå äà íå å ðåãóëÿðíà, ÿ ìîäèôèöèðàìå:

P = α




Q11 Q12 · · · Q1N

Q21 Q22 · · · Q2N

...
...

...
...

QN1 QN2 · · · QNN


+

(1− α)
N




1 1 · · · 1
1 1 · · · 1
...

...
...

...
1 1 · · · 1




êúäåòî 0 < α < 1.

I Â òîçè ñëó÷àé ñúùåñòâóâà åäèíñòâåí ñòàöèîíàðåí âåêòîð.

Èäåÿ íà àëãîðèòúìà:

I Ñòðàíèöèòå âúâ âñÿêà ìðåæà îò N ñòðàíèöè èìàò âúòðåøíà
çíà÷èìîñò (1− α)/N.

I Àêî åäíà ñòðàíèöà i èìà çíà÷èìîñò πi , òî òÿ îòäàâà çíà÷èìîñò απi
êàòî ÿ ðàçäåëÿ ïîðàâíî ìåæäó ñòðàíèöèòå, êîèòî öèòèðà.
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Çíà÷èìîñòòà íà ñòðàíèöàòà i ñå îïðåäåëÿ êàòî ðåøåíèå íà ñèñòåìàòà
ëèíåéíè óðàâíåíèÿ:

(
π1 π2 . . . πN

)
= α

(
π1 π2 . . . πN

)




Q11 Q12 · · · Q1N

Q21 Q22 · · · Q2N

...
...

...
...

QN1 QN2 · · · QNN




+
(1− α)

N

(
1 1 . . . 1

)
.

Òúé êàòî
N∑

i=1

πi = 1,

òîâà å åêâèâàëåíòíî íà

(
π1 π2 . . . πN

)
=
(
π1 π2 . . . πN

)
P.
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I PageRank å èçìèñëåí îò

I Sergey Brin and Lawrence Page (1998) The Anatomy of a Large-Scale
Hypertextual Web Search Engine

I Page L., Brin S., Motwani R. and Winograd T. (1998) The PageRank
Citation Ranking: Bring Order to the Web, Technical Report, Stanford
University.

I Larry Page è Sergey Brin ñà îñíîâàòåëèòå íà Google

I Â ñàéòà Google ñå íàìèðà ñëåäíèÿ òåêñò:

`The heart of our software is PageRankTM , a system for ranking web
pages developed by our founders Larry Page and Sergey Brin at
Stanford University. And while we have dozens of engineers working to
improve every aspect of Google on a daily basis, PageRank continues
to provide the basis for all of our web search tools.�

I Îôèöèàëíà èíôîðìàöèÿ íà Google :
https://sites.google.com/site/seooptimizers/
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Çàäà÷è

I Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 5 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, E, ñúñ ñëåäíèòå
õèïåðâðúçêè

B → A,C
C → B,B,D
D → C ,E
E → A,B,D

I Îïðåäåëåòå PageRank íà ñòðàíèöèòå îò ìðåæèòå. Ïîñòðîéòå

”
Google ìàòðèöà�, àêî å íåîáõîäèìî äà êîðèãèðàòå ñòðàíèöè áåç
èçõîä.
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Òåìè çà ïðîåêòè

I Àëãîðèòìè çà ïîäðåæäàíå â èíòåðíåò òúðñà÷êèòå

I Ìàðêîâñêè âåðèãè ïðè îïòèìèçàöèÿ íà ñâåòîôàðè

I Ñèìóëàöèè íà ïúòåí òðàôèê

I Ìàðêîâñêè ïðîöåñè çà âçåìàíå íà ðåøåíèÿ

I Priority Queuing Models for Hospital service
I Design and Analysis of Hospital Admission Control

I Âåðîÿòíîñòíè ïàðàäîêñè

I Îöåíÿâàíå íà îòíîñèòåëíèÿ äÿë ÷ðåç àíêåòíè ïðîó÷âàíèÿ

I · · · · · ·
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