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Çàäà÷è çà ìàðêîâñêè âåðèãè

Â çàäà÷èòå 1�10 ïîñòðîéòå ïðåõîäíàòà ìàòðèöà çà âñÿêà îò ñõåìèòå.

Â çàäà÷èòå 11�24 å äàäåíà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà è âåêòîðà íà íà÷àëíîòî ðàçïðåäåëå-
íèå v. Íàìåðåòå: (a) ïðåõîäíàòà ìàòðèöà çà 2 ñòúïêè; (b) âåêòîðà íà ðàçïðåäåëåíèåòî
ñëåä åäíà, 2 è 3 ñòúïêè.

Â çàäà÷èòå 25-36 å äàäåíà ïðåõîäíàòà ìàòðèöà. Íàìåðåòå ñòàöèîíàðíîòî ðàçïðåäå-
ëåíèå.
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(Çàäà÷èòå 1-36 ñà îò: Stefan Waner, Steven R. Costenoble, Finite Mathematics, Fifth
Edition, 2011.) ñòð.531
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Çåëåí÷óêîâè ïàçàðè�. Â åäèí ãðàä ïîòðåáèòåëèòå ìîãàò äî ïàçàðóâàò â òðè

îñíîâíè çåëåí÷óêîâè ïàçàðà: H-Mart, Freddy's è Shopper's Market. Âñÿêà ãîäèíà H-Mart
çàïàçâà 80% îò ñâîèòå ïîòðåáèòåëè è ãóáè 5%, êîèòî îòèâàò â Freddy's è 15%, êîèòî
îòèâàò â Shopper's Market. Freddy's çàïàçâà 65% îò ñâîèòå ïîòðåáèòåëè, ãóáè 20%, êîèòî
îòèâàò â H-Mart è 15% to, êîèòî îòèâàò â Shopper's Market. Shopper's Market çàïàçâà
70% îò ñâîèòå ïîòðåáèòåëè, ãóáè 20%, êîèòî îòèâàò â H-Mart è 10%, êîèòî îòèâàò â
Freddy's. Ïî íàñòîÿùåì íåêà ïðèåìåì, ÷å H-mart äúðæè 1/2 îò ïàçàðà, à Shopper's
Market è Freddy's èìàò ïî 1/4 îò ïàçàðà âñåêè.

a) Íà÷åðòàéòå ñõåìàòà íà ïðåõîäèòå.

b) Ïîñòðîéòå ïðåõîäíàòà ìàòðèöà è çàïèøåòå íà÷àëíèÿ âåêòîð.

c) Èçïîëçâàéòå ïðåõîäíàòà ìàòðèöà è íà÷àëíèÿ âåêòîð, çà äà ïîïúëíèòå òàáëèöàòà
çà ðàçïðåäåëåíèåòî íà ïàçàðà ïðåç ñëåäâàùèòå 10 ãîäèíè. (Èçïîëçâàéòå 4 äåñå-
òè÷íè çíàêà ñëåä çàïåòàÿòà, àêî å íåîáõîäèìî.)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
H-Mart
Shopper's
Freddy's

d) Ïðåñìåòíåòå T n çà äîñòàòú÷íî ãîëÿìî n, çàäà îïðåäåëèòå óñòîé÷èâèÿ âåêòîð ñ 4
äåñåòè÷íè çíàêà. Çàïèøåòå T ∗ è n, êîèòî ñòå ïîëó÷èëè.

e) Êàêâî çàáåëÿçâàòå çà ñòúëáîâåòå íà T è çà óñòîé÷èâèÿ âåêòîð?

f) Âçåìåòå 2 äðóãè íà÷àëíè âåêòîðà (Âíèìàâàéòå ñóìàòà íà ÷èñëàòà äà å 1). Îïðå-
äåëåòå óñòîé÷èâèÿ âåêòîð ïî ñúùèÿ íà÷èí êàêòî ïðåäè. Çàïèøåòå ðåçóëòàòèòå.
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i) q =

 , óñòîé÷èâ âåêòîð =

 , Ñòåïåí íà ìàòðèöàòà:

ii) q =

 , óñòîé÷èâ âåêòîð =

 , Ñòåïåí íà ìàòðèöàòà:
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Óåá ñòðàíèöè�. Íà ñõåìàòà å ïðåäñòàâåíà ìðåæà îò 5

ñòðàíèöè:
a) Ïîñòðîéòå ïðåõîäíàòà ìàòðèöà.
b) Ïîñòðîéòå

”
Google ìàòðèöà� T , àêî å íåîáõîäèìî äà åëèìè-

íèðàíå ñòðàíèöè áåç èçõîä.

Èçïîëçâàéòå T = αT + (1 − α)E, êúäåòî âñè÷êè ÷èñëà â ìàò-
ðèöàòà E ñà =1/5 è α = 0.9.

(Çàäà÷è 37-38 ñà îò: Rebecca Atherton, A Look at Markov Chains and Their Use in
Google.)
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Ëàáèðèíò çà ìèøêè�.

Åäíà ìèøêà å ïîñòàâåíà â ëàáèðèíò, ñúñòîÿù ñå îò 4 êâàäðàòà.
Ãîðíèÿ ëÿâ êâàäðàò å ñòàÿ íîìåð 1, äîëíèÿ ëÿâ � ñòàÿ íîìåð
2, äîëíèÿ äåñåí � ñòàÿ íîìåð 3 è ãîðíèÿ äåñåí � ñòàÿ íîìåð 4.
Èìà åäèí ïúò ìåæäó ñòàÿ 1 è ñòàÿ 4, äâà ïúòÿ ìåæäó ñòàÿ 1 è
ñòàÿ 2, 2 ïúòÿ ìåæäó ñòàÿ 2 è è ñòàÿ 3, è åäèí ïúò ìåæäó ñòàÿ
3 è ñòàÿ 4. Â ñòàÿ 4 íà ëàáèðèíòà èìà õðàíà.

Ëàáèðèíòà å ïîñòðîåí òàêà, ÷å ìèðèçìàòà íà õðàíà äîñòèãà äî âñè÷êè ñòàè. Ïðåä-
ïîëîæåíèåòî å, ÷å ìèøêàòà ñå äâèæè ñëó÷àéíî ïðåç ëàáèðèíòà äîêàòî íàìåðè õðàíàòà.
Àêî ìèøêàòà ñå íàìèðà â íÿêîÿ îò ñòàèòå, òî î÷àêâàìå òÿ äà èçáåðå ñëó÷àéíî åäèí îò
âúçìîæíèòå èçõîäè è äà ïðåìèíå êúì äðóãà ñòàÿ. Òàêà íàïðèìåð, àêî ìèøêàòà å áèëà
â ñòàÿ 1, î÷àêâàìå ñ âåðîÿòíîñò 1/3 òÿ äà ïðåìèíå êúì ñòàÿ 4, òúé êàòî èìà 3 èçõîäà
îò ñòàÿ 1 è åäèí îò òÿõ âîäè êúì ñòàÿ 4. Âåðîÿòíîñòòà äà ïðåìèíå îò ñòàÿ 1 êúì ñòàÿ
3 å íóëà, òúé êàòî íÿìà ïúò îò ñòàÿ 1 êúì ñòàÿ 3.

a) Íà÷åðòàéòå ñõåìàòà íà äâèæåíèå èç ëàáèðèíòà. Î÷åðòàéòå
”
óõî� ñ âåðîÿòíîñò 1,

ôàêòà ÷å ìèøêàòà îñòàâà â ñòàÿ 4, ñëåä êàòî íàìåðè õðàíàòà òàì. (Ðàçëè÷àâàìå äåéñ-
òâèåòî íà ìèøêàòà, êîãàòî ïðåìèíàâà îò åäíà ñòàÿ â äðóãà è êîãàòî íàìåðè õðàíàòà.)

b) Ïî òàçè ñõåìà ïîñòðîéòå ïðåõîäíàòà ìàòðèöà T çà ïðåìèíàâàíå îò åäíà ñòàÿ â
äðóãà. ×èñëîòî â ðåä 1 ñòúëá 4 òðÿáâà äà å âåðîÿòíîñòòà ìèøêàòà äà ïðåìèíå îò ñòàÿ
1 â ñòàÿ 4, êîÿòî å 1/3.

c) Èçïîëçâàéòå ìàòðèöàòà, çà äà îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòòà ìèøêàòà äà ïðåìèíå îò
ñòàÿ 2 â ñòàÿ 4 çà åäèí è çà äâà õîäà. Çà äà íàïðàâèòå òîâà, çàïèøåòå íà÷àëíîòî ñúñ-
òîÿíèå êàòî

[
0 1 0 0

]
, êîåòî îçíà÷àâà, ÷å ìèøêàòà òðúãâà îò ñòàÿ 2. Óìíîæåòå S ïî

T , çà äà îïðåäåëèòå âåðîÿòíîñòèòå ìèøêàòà äà å â ðàçëè÷íèòå ñúòîÿíèÿ (ñòàè) ñëåä
ïúðâèÿ õîä. Óìíîæåòå îòíîâî ñ , çà äà ïîëó÷èòå íåîáõîäèìèÿ îòãîâîð çà äâà õîäà.
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d) Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ñëåä êàòî ìèøêàòà å ïîñòàâåíà â ñòàÿ 2 è å íàïðàâèëà 2, 3,
4 èëè 8 õîäà, îòíîâî äà ñå íàìèðà â ñòàÿ 2?

e) Ñðåäíî êîëêî ÷åñòî ìèøêàòà ùå å áèëà âúâ âñÿêà ñòàÿ ïðåäè äà äîñòèãíå õðàíàòà.
Ðàçãëåäàéòå ñëó÷àèòå, êîãàòî òÿ å ïîñòàâåíà â ñòàÿ 2, 1 èëè 3.
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Õâúðëÿíå íà òîïêà�. Äâå äåöà õâúðëÿò òîïêà. Âñÿêî äåòå ìîæå äà ïîäàäå òîï-

êàòà íà äðóãîòî èëè äà ÿ õâúðëè íàãîðå, çà äà ÿ óëîâè ñàìî. Âåðîÿòíîñòòà òîïêàòà äà
å â ðúöåòå íà äåòåòî A èëè B çàâèñè îò òîâà â êîãî å áèëà ïðåäè òîâà.

a) Èçìèñëåòå (èëè ïðîâåäåòå) òàêúâ åêñïåðèìåíò çà èãðàòà íà 2 äåöà. Ñëåä 50 õâúð-
ëÿíèÿ, çàïèøåòå áðîÿ íà ñëåäíèòå ñúáèòèÿ:

A êúì A . . . . . .
A êúì B . . . . . .
B êúì B . . . . . .
B êúì A . . . . . . (Íàïðèìåð 12, 19, 10, 9).

Ïðåáðîéòå õâúðëÿíèÿòà íà A è B è ïðåñìåòíåòå âåðîÿòíîñòòà:

P (AA) = (áðîÿ A êúì A)/(õâúðëÿíèÿòà íà A).

Àíàëîãè÷íî ïðåñìåòíåòå P (AB), P (BB) è P (BA).

b) Ïîñòðîéòå âåðîÿòíîñòíî äúðâî, ñúîòâåòíî íà 3 õâúðëÿíèÿ. Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å
õâúðëÿíåòî çàïî÷íå îò A. Êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ñëåä òðåòîòî õâúðëÿíå, òîïêàòà ïàê äà
å â A. Ïîñòðîéòå âòîðî âåðîÿòíîñòíî äúðâî, ïðè ïðåäïîëîæåíèå, ÷å òîïêàòà ïúðâîíà-
÷àëíî å â B. Ïðåñìåòíåòå êàêâà å âåðîÿòíîñòòà ñëåä òðåòîòî õâúðëÿíå, òîïêàòà äà å â A.

c) Ïîñòðîéòå ñõåìà íà ïðåõîäèòå. Âúðõó âñÿêà ñòðåëêà îçíà÷åòå âåðîÿòíîñòèòå.

d) Ïðåäñòàâåòå âåðîÿòíîñòèòå ÷ðåç ïðåõîäíà ìàòðèöà T . Íà ïîçèöèÿòà À êúì À
çàïèøåòå âåðîÿòíîñòòà À äà õâúðëè òîïêàòà êúì ñåáå ñè. Íà ïîçèöèÿ À êúì Â � âå-
ðîÿòíîñòòà À äà õâúðëè òîïêàòà êúì Â è ò.í. (ñóìàòà íà ÷èñëà ïî ðåäîâå òðÿáâà äà å 1.)

Íåêà òîïêàòà å â ðúöåòå íà ïúðâîòî äåòå, A. Òîâà ìîæå äà ñå èçðàçè ñ íà÷àëíèÿ
âåêòîð

[
1 0

]
. Óìíîæåòå S ïî T , çà äà ïîëó÷èòå âåðîÿòíîñòèòå çà ïîçèöèÿòà íà òîïêà-

òà ñëåä ïúðâîòî õâúðëÿíå. Óìíîæåòå ðåçóëòàòà îùå 2 ïúòè ñ T . Ðåçóëòàòúò òðÿáâà äà
ñúâïàäà ñ òîçè îò âåðîÿòíîñòíîòî äúðâî ñëåä 3 õâúðëÿíèÿ.

e) Ïðîäúëæåòå äà óìíîæàâàòå ñ T , äîêàòî äîñòèãíåòå óñòîé÷èâ âåêòîð. Êàêâî ïî-
êàçâà òîé? Êàêâà ùå å åâåíòóàëíàòà ïîçèöèÿ íà òîïêàòà ñëåä ìíîãî õâúðëÿíèÿ?

f) Äà ïðåäïîëîæèì, ÷å íà÷àëíîòî ðàçïðåäåëåíèå îò (à) å ðàçëè÷íî. Êîðèãèðàéòå
ìàòðèöàòà T ïî ïîäõîäÿù íà÷èí è ïîâòîðåòå óìíîæåíèåòî îò (d) è (e). Îáÿñíåòå ðå-
çóëòàòà.
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g) Çàáðàâåòå çà âåêòîðà S è óìíîæàâàéòå ìàòðèöàòà T íà ñåáå ñè íÿêîëêî ïúòè
(ïðèìåðíî 20 ïúòè). Êàêâî ñå íàáëþäàâà? Èìà ëè çíà÷åíèå ðàçïðåäåëåíèåòî S? Ïðè
êîÿ ñòîéíîñò íà n ìàòðèöàòà ñå ñòàáèëèçèðà?
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Ïîãëúùàùà ìàðêîâñêà âåðèãà�. Íåóâåðåí êîìàðäæèÿ èãðàå íà ðóëåòêà ñ $20

ïî ñëåäíàòà ñõåìà: Íà âñÿêî çàâúðòàíå íà ðóëåòêàòà çàëàãà $10 íà ÷åðâåíî. Àêî èçëåçå
÷åðâåíî, òîé ïå÷åëè $10, à àêî å ÷åðíî ãóáè $10. Çà ïðîñòîòà íåêà ïðèåìåì, ÷å âåðî-
ÿòíîñòòà ÷åðâåíî å òî÷íî 1/2. (Â äåéñòâèòåëíîñò å ìàëêî ïî-ìàëêà.) ×îâåêúò èãðàå
äîêàòî ñïå÷åëè $50 èëè äîêàòî çàãóáè âñè÷êèòå ñè ïàðè. Òîãàâà èãðàòà ñâúðøâà è òîé
ñè òðúãíà.

a) Ïðåñìåòíåòå âåðîÿòíîñòòà äà ñïå÷åëè çà 3, 5 èëè 10 õîäà.

b) Ïðåñìåòíåòå âåðîÿòíîñòòà äà çàãóáè âñè÷êèòå ñè ïàðè äî 10 õîäà.

b) Ñèìóëèðàéòå èãðàòà 20 ïúòè. Ïðåñìåòíåòå ñðåäíîòî âðåìå äî ïå÷àëáà è ñðåäíîòî
âðåìå äî çàãóáà.

Ìîäåëèðàéòå ñèòóàöèÿòà ñ ìàðêîâñêà âåðèãà.

a) Íà÷åðòàéòå ñõåìàòà íà ïðåõîäèòå è ïîñòðîéòå ïðåõîäíàòà ìàòðèöà

b) Êàêâî å äúëãîñðî÷íîòî ïîâåäåíèå íà ìàðêîâñêàòà âåðèãà?

Â çàäà÷èòå 41-�50 îïðåäåëåòå PageRank íà ñòðàíèöèòå îò ìðåæèòå, çàäàäåíè ñ õè-
ïåðâðúçêèòå. Ïîñòðîéòå

”
Google ìàòðèöà�, àêî å íåîáõîäèìî äà êîðèãèðàòå ñòðàíèöè

áåç èçõîä.

41. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 3 web ñòðàíèöè: A, B, C, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè:
A→ B,C
B → A
C → B.

42. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 3 web ñòðàíèöè: A, B, C, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè:
A→ B,C
B → C
C → A.

43. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 3 web ñòðàíèöè: A, B, C, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè:
A→ B,C
B → C.

44. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 4 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè:
A→ C
B → A
C → A,B,D,D
D → A,C

45. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 4 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè
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A→ C,D
B → A,A,D,D
C → A,B,D,D
D → C

46. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 4 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè
A→ B
B → A,C
C → B,D

47. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 5 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, E, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè
A→ B
B → A,C
C → B,D
D → C,E
E → A,C,D

48. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 6 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, E, F, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâðúçêè
B → A,F
C → B,D, F
E → B,C,D,D
F → C,D.

49. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 7 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, E, F, G, ñúñ ñëåäíèòå õèïåðâ-
ðúçêè

A→ C,D,E, F
B → A,D
C → E,F, F

D → B.
E → B,F,G
G→ B,D,D,D.

50. Ìðåæà ñå ñúñòîè îò 10 web ñòðàíèöè: A, B, C, D, E, F, G, H, I, J, ñúñ ñëåäíèòå
õèïåðâðúçêè

A→ C,H, I, I, J
B → A,D,D,E
C → B,D,D,D
D → A, J
E → A,B,D

F → C,D,D,G,H
G→ C,C,D,D
H → B,D,D
I → B,C,E, F
J → A,B,D,D.


