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SUR UNE CLASSE DE VARIETES PRESQUE-COMPLEXES
OLEG K. MUSHKAROV

On introduit la classe des variétés de type Hopf et on prouve que sur ces variétés il
existe suffisamment de fonctions presque-holomorphes et de sous-vari¢tés presque-complexes.

Introduction. On sait bien que la sphére de dimension 6, munie de la
structure presque-complexe induite par la multiplication des nombres de Kalley,
a les deux propriétés suivantes établies respectivement par Ehresemann
(voir [5]) et Gray [7]

1) Sur tout sous-ensemble ouvert de S°il n’existe pas de fonctlons pres-
que-holomorphes non-constantes.

2) 1l n’existe pas de sous-variétés presque-complexes de S°.

Dans cet article sont construites des variétés presque-complexes non-inté-
grables sur lesquelles on a des riches familles de fonctions presque-holomo-
rphes et de sous-variétés presque-complexes. Les constructions sont effectuées
par un procédé analogue a celui de la construction des variétés de Hopf.

Dans 1 sont rappelées quelques notions générales nécessaires pour
'exposé. Dans 2 est donnée la construction générale du quotient d’'une va-
riété presque-complexe par rapport a un groupe d’automorphismes presque-holo-
morphes, qui opére librement et discréetement. 3 est consacré a une struc-
ture presque-complexe non-intégrable sur R?” qu’on emploie dans 4, oilt sont
construites les variétés de type Hopf, possédant les bonnes propriétés indiquées
ci-dessus.

L’auteur remercie S. Dimiev de plusieurs suggestions utiles.

1. Quelques notions fondamentales liées avec les variétés presque-
complexes. Soient (X,J/) et (¥, K) deux variétés presque-complexes; X, ¥V
sont les variétés indéfiniment différentiables sous-jacentes et /, K sont respecti-
vement les structures presque-complexes déterminantes. L’application indéfini-
ment différentiable f: X — Y s'appelle presque-holomorphe [, 4] si pour tout
xeX on a

(ll) f*,xo-,x:K/(x)of*.x

olt par f«. est désignée l'application tangente de f au point x. Dans le cas
particulier Y=R? et K=S§ (la structure presque-complexe standard sur R?), f
s’appelle fonction presque-holomorphe sur la variété presque-complexe X. Les
notions d’application et de fonction presque-holomorphe se réduisent respecti-
vement aux notions d’application et de fonction holomorphe dans le cas oit J
et K sont intégrables tous les deux (c’est-a-dire X et Y sont des variétés
complexes).
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Soit (4, V) une sous-variété indéfiniment différentiable de X, c’est-a-dire
i:Y - X est un plongement indéfiniment différentiable. On dit que (i, V) est
une sous-variété presque-complexe de (X, J) ¢’il existe une structure presque-
complexe K sur Y telle que le plongement / soit une application presque-holo-
morphe. On remarquera que si une telle structure existe elle est déterminée
uniquement par i et J.

La proposition suivante nous donne un moyen de construire des variétés
presque-complexes.

Proposition 1.1. Soient (X, Y) une wvariété presque-complexe, Y un
espace topologique séparé et {U,}.ca un recouvrement de Y formé d’ensemble
ouvert de Y. Soit donné encore une famille &’ homéomorphismes @, : U, (U,),
v (U)X telle que si U,NUg+ g la composition ¢, o tpﬂ_l tpp (Uan Up)
— @o (U,NUy) soit une application presque-holomorphe. Alors Y peut étre
munie d'une structure presque-complexe indéfiniment différentiable par
rapport de laquelle toutes les applications ¢, sont presque-holomorphes.

Démonstration. D’abord on munie Y d’une structure de variété indé-
finiment différentiable, par rapport de laquelle les homéomorphismes ¢, sont
indéfiniment différentiables. Cette siructure est uniqument déterminée par les
exigences pour les @,

Si y¢?, il existe un indice a¢ A tel que y¢ U. Posons Ky=(®a).} 0 .
0 (®a)+,y. Ainsi la structure K est définie correctement parce que pour y¢ U.n Uy
on a

(@73 0 Jry3) © (7a)ry = (@8)i;, © Ly gty © (Pp)y

grace a la condition que @, o ¢! est une application presque-holomorphe. On
voit facilement que K est indéfiniment différentiable.

Corollaire 1.2, §i {@¢, (Ud)luca est un recouvrement de X, alors la
structure presque-complexe K est intégrable si et seulement si J est inté-
grable.

En effet, il suffit de prendre en considération que J est intégrable si et
seulement si dans tout voisinage assez petit d’un point arbitraire x¢ X ils
existent des fonctions presque-holomorphes f,, ..., f, pour lesquelles les diffé-
rentiels en x, (dfy)x, ..., (dfn)s sont linéairement indépendentes [2].

2. Quotient d’une variété presque-complexe. Soient (X, /) une variété
presque-complexe et f un difféomorphisme de X. On dit que f est un auto-
morphisme presque-holomorphe de (X, J), si f est une application presque-holo-
morphe f: X — X par rapport 4 la structure presque-complexe J. Cest de (1.1)
qu’il suit que f! est aussi un automorphisme presque-holomorphe. Ayant en
vue que la composition de deux automorphismes presque-holomorphes est aussi
un automorphisme presque-holomorphe on conclut que les automorphismes pre-
sque-holomorphes forment un groupe.

Soit G un groupe d’automorphismes presque-holomorphes. On dit que G
opére librement sur X si a l'exception de Ulidentit de X, il n’y a pas d’élé-
ments de G qui ont des points fixes. D’autre part, on dit que G opeére discre-
tement sur X si pour toutes parties-compactes L et N de X et pour tout g¢ G
a l’exception d’un nombre fini, on a g(L)NN=g.

Théoreéme 2.1. Soient (X,J) une wariété presque-complexe et G un
groupe d’automorphismes presque-holomorphes qui opére librement et discre-
tement sur X. On affirme que sur la wvariété quotient X/G il existe une
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Structure presque-complexe J uniquement d-terminée, par rapport a laquelle
la projection n:X— X/G est une application presque-holomorphe.

Démonstration. Comme on sait bien, les conditions imposées sur G
impliquent que la topologie quotient de X/G est séparée et que la projection
canonique s X — X/G est une application ouverte et continue. On va montrer
que tout point x,¢ X posséde un voisinage relativement compact V| tel que
gVo)nVy= ¢ pour tout g¢ G\ {id}. En effet, il existe un voisinage compact
"~ N de x, pour lequel g(x,)¢ N pour tout g¢G, g--id. Il existe un nombre fini
d’¢léments g,..., gn» de G tels que NNg(N)+4, i=1,2,...,m. Alors le
voisinage cherché de x, est

Vo= N (W\&:(V)

oit N est l'intérieur de I’ensemble M.

Posons W,=x(V,). Il est clair que la restriction =/, : V,— W, est un ho-
méomorphisme. Désignons par g,, l'application inverse de =/,. Soient x,, x,
deux points arbitraires dans X et W,, W, les ouverts correspondants dans
X/G construits comme ci-dessus. Supposons que W,n W, == g. On montrera
que l’application

Px, 097" Vo Nox( W) — V1N o (Wo)

est une application presque-holomorphe. En effet, soit x¢ V,N . (W,) alors
a(x)=q@(x) € Wy et si gy (n(x))=y on obtient que y¢ V, et a(x)=n(y). Il suit
qu'on pout trouver un élément g, de G uniquement déterminé, pour lequel on
a y=—gy«(x). Nous avons montré que pour tout point x¢ V,Ne.(W,;) on a
®x, 0 P (X)=g(x), mais g, dépend éventuellement du choix de x. On verra
maintenant qu’il existe un voisinage U de x tel qu'on a ¢ 09! (¥)=2g«( V)
pour tout y¢ U, c'est-a-dire g, ne dépend pas de x sur U. Pour ce but on
prend en vue quil existe un nombre fini d’¢léments g de G, g==id, pour les-
quels on a g(Vy)NV &= & (c’est parce que V, et V, sont relativement com-
pacts). Ayant en vue que pour tout y¢ Vong ' (W)) on a gy(Vone (W)
NnVy== g, on conclut qua chaque point de VoNe ' (W;) correspond un
nombre fini d’éléments de G. Soient g, g,,...,92» les automorphismes en
question, g;=gy, i=1, ..., m. Supposons que pour tout voisinage U de x il existe
un point xy,¢U et un index iy, 1=iy,<m, tels que qvxxocp;;’(xu)=g,-u(xu).
Comme le nombre des index i, est fini, il suit qu'existe un index i,1=i<=m,
et un filtre de voisinages de x (convergent vers x) dont les éléments corres-
pondent a i. Mais on a g 09 '(xy)=g(xy) et aprés le passage aux limites
on obtient gi(x) =097 '(x)=gi(x). Comme G opere librement, il suit que
gy=gi, ce qui est une contradiction. Ainsi nous avons démontré que pour tout
point x¢ Voﬂ'P;](Wl) il existe un voisinage de x sur lequel @x, 09" coincide
avec un automorphisme presque-holomorphe.
Pour finir la démonstration il reste de prendre en vue qu‘on a
U WOZTX/G
Xo€X
et encore d’appliquer la proposition (1.1).
Le théoréme est demontré complétement,
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Corollaire 2.2. La structure presque-complexe J de X est intégrable
si et seulement si la structure presque-complexe J de X/G est intégrable.

Soient (i, ¥) une sous-variété presque -complexe fermée de (X, /) et K la
structure presque-complexe induite par i et J. Supposons que G est un groupe
d’automorphismes presque-holomorphes de (X, J) qui opére librement et discré-
tement sur X et encore que la restriction de tout élément de G sur Y estun
difféomorphisme de Y. Ca signifie que pour tout g¢ G on a goi(Y)ci(Y),
c’est-a-dire Papplication i 'ogoi:Y—Y est correctement définie. Il n’est pas
difficile de vérifier que ces applications sont des automorphismes presque-holo-
morphes de (Y, K'). Désignons par / le groupe H-={i 'ogoi/g¢G}. Comme
(i, Y) est une sous-variété fermée, il est facile de voir que /7 opeére librement
et discrétement sur Y. Il suit du théoréme (2.1) que Y//7 est une variété pres-
que-complexe.

Théoréme 2.3. La wvariété Y|H est une sous-variété presque-complexe
fermée de X/G.

Démonstration. Soient ny: X— X/ et a: YV —1/H les projections
canoniques. On définit 'application i: ¥/H — X/G comme il suit: y¢Y/H on
pose i(y)=iy), ot yey et i(y) Pélément de X/G déterminé par i( y)¢€ X. Il est
clair que i est correctement définie et encore que i est continue. On va mon-
trer que i est une application presque-holomorphe réguliére entre les deux
espaces quotients. Grace 2 la continuité de 7 il suit que pour tout point
yeY/H il existe un voisinage {/ de y tel que:

1) i(U) est contenu dans un voisinage de i~(y) dans X/G sur lequel zy
est inversible.

2) n, est inversible sur U. _

Alors, sur U on a ’égalité suivante iN::nxoio:z”y”. D’ici on obtient que ¢
est une application presque-holomorphe réguliere. Finalement, Y/H est une
sous-variété fermée de X/G parce que la derniere égalité ci-dessus montre
que i est localement propre [3].

Le théoréme est démontré complétement.

3. Une structure presque-complexe sur R2>”. On rappellera que si (X, J)
est une variété presque-complexe, alors le tenseur de Nijenhuis pour J s’appelle
un champ tensoriel NV de type (1,2) défini par P'égalité

N(A, B)y=[A, B)+JJA, B]+J|A, JB|—[JA, JB]

oit A et B sont des champs vectoriels sur X et [,] est le crochet de Lee.
C’est du théoréme de Newlander et Nirenberg [6] quil suit que la struc-
ture J est intégrable si et seulemennt si N=0. Si (U, x), x=(xXy, Xo, .« ., Xon)
est une carte (systéme de coordonnées locales) sur X et la matrice correspon-
dante a Jest |aj(x)/, 1=/, k<2n il n’est pas difficile de voir qu’on peut
calculer les composantes t/ du N daprés la formule suivante:

6a’ da da{ 0a;
o1 b= kS~
ou 1=/ &, 1=2n.
Soient Xy, x4, ..., Xy, les coordonnées canoniques (cartésiennes) de R?" et
L=l , 1si, j=2n est une matrice pour laquelle on a Ij=—07" ,~1 et tous

les autres éléments sont égals a 0. Considérons la matrice:
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(3.2) Ju(x)=kx*L+S
olt S est la structure presque-complexe standard sur R?* et £=0 est un
nombre entier. On voit directement que si #=3 on a J)(x)= — Ly, qui signifie

que cette matrice détermine une structure presque-complexe J, sur R¥"
Lemme 3.1. Si k$0 la structure presque-complexe J, est non-intégrable.
Démonstration. On peut calculer a Paide de (3.1) et de (3.2) qu’ on
a1y, (x)= —k*x}-L Cest-a-dire N=-0.
Lemme 3.2. Soit a¢R, a+0 et g,:R¥ >R lapplication suivante:

Ga(X1y .oy Xop)=(axy, ..., @Xq_y, @ IXp, AXnjr - o, AXan—1, @FT1X5,).

On affirme que g, est un automorphisme presque-holomorphe de (R*", J,).

Démonstration. La démonstration suit du (l.1) et du (3.2).

Pour finir ce paragraphe on décrira toutes les fonctions presque-holo-
morphes sur (R?", Jp).

Proposition 3.3. Soit UcR®" un ouvert connexe et f:U— R? une
fonction infiniment différentiable. Alors pour que f soit une fonction presque
holomorphe par rapport Jy, k==0 il est nécessaire et suffisant que les deux
conditions suivantes soient remplies :

a) f ne dépend pas des variables x, et X,

b) f vérifie les équations de Cauchy—Riemann par rapport aux autres
variables x,(p=n,2n).

Démonstration. Soit f==(u, v), ot u et v sonil des fonctions réelles
sur U. La condition nécessaire et suffisante pour que soit une fonction pres-
que-holomorphe est la suivante:

2n
0 o O
Tl(ﬂ:é'a;(x)a—;(x), s=1,2,...,2n,

oi1 ai(x) sont les composantes du J. De la définition du J, (voir (3.2)) on
obtient:

ou ov ou ov
— = —_— e - -
(3.3) ox, 0%, %, T l=s<n, s=2,
et encore
ou ., 0v v Ou 4, ., Ov  Ov
(3.4) az = kx, 55._*_0—;,,; ’ 0————xn+2 =—k 1 d—xz,, 0x2-

On verra que 0v/0X,=07/0X,,=0u/0x,=01/0xe,=0. En effet, ce n’est pas
difficile de voir a I'aide de (3.4) qu'on a

o0%u T 0%v 0V
(3.5) ox,, 00, T amon, ., — 1 o, 0% 0Ky 0,y 1 0x10x,
ov 0%v
— b2 yr—1 —
LA o r TS

Evidemment on a encore

0%/0X, 410Xy = —0%V/0x90X,, 0%1)0X10Xn42=0%V/0Xn+20Xn 1,
0%1/0X 410X, == 0%V/0X,0X g,



78 O. K. MUSHKAROYV

Il suit de (3.5) que x¥~1'00/0x,,=0. Parce que v est une fonction analytique

[4], on obtient que 0v/dxy,=0. De la méme facon on prouve que 0v/0x,=0.
[l suit de (3.3) que 0u/0x,=0u/0xy,=0. Pour finir la démonstration il reste
de prendre en vue que (3.3) et (3.4) sont exactement les équations de Cauchy —

Riemann.

4. Variétés presque-complexes de type Hopf. D’abord e§t donnée une
version réelle de notion de la variét¢ de Hopf. Désignons R2"\ {0} par R?" et
par H={h, a¢Z} le groupe d’automorphismes presque-complexes de (R%, S)
défini comme il suit: Ag(xq, Xo . .., Xgu) = (€%Xy, €9X,, . . ., €%X,,). On sait que /7
opere librement et discrétement sur R?". Du théoréme 2.1 et du corollaire 2.2
on obtient que /,,=R?//H est une variété presque-complexe dont la structure

presque-complexe est intégrable. On remarquera que F,, considérée comme
une variété complexe de dimension n s’appelle variété de Hopf [9].

Soit »=3. Il suit du lemme 3.2 que pour tout nombre réel I’application
g,: R — R? définie ci-dessous

(4.1) ga(Xyy .oy Xon)=(€%%1, « . ., €%Xp—y, eFTDAX, 0%, ..., €%X9,—1, et Dax,,)

est un automorphisme presque-holomorphe de (R?7, J,). Notons par G{¥ I’ensem-
ble G —={g, a¢Z}. Evidemment G¥ est un groupe d’automorphismes presque-
holomorphes de (R%?, /).

Lémme 4.1. Le groupe GS» opére librement et discrétement sur R

Démonstration. La premiere assertion est évidente. Soit x ¢ R%%. L’orbite
de x par rapport a Gj, est la suite {gy(x)};>_ . La suite des normes eucli-
diennes {||g,(x)|}>___ est une suite de nombres positifs, ayant 0 et + co comme
points d’accumulation, ce qui signifie que G{¥) opére discrétement.

Il suit du théoréme 2.1 et du lemme 4.1 que le quotient /{®) = R?"/G{® est
une variété presque-complexe. Si 'on prend en vue le lemme 3.1 et le corollaire
2.2 on trouve que 7; est une structure presque-complexe non-intégrable sur HP.

Evidemment G{) est un groupe d’automorphismes presque-holomorphes de
(R, S). Alors H{® est muni de la structure quotient S, qui est intégrable.
Considérons la variété suivante:

VA =6 CRMMD 4 LMDl MO - + A+, = 1)

Proposition 4.2. La variété H{P est diffeomorphe a¢ S'XV§) | ou S'
est la circonférence de rayon 1.

Démonstration. Soit g:RXV M — R¥ [lapplication définie par
g(a, x)=g,(x) ot g, est 'application de (4.1). Il est évident que g est un difféo-
morphisme. Le groupe additif des nombres entiers Z opére sur RX V{® de
la facon suivante: (7, x)1—(f+m, x) et la quotient RXV(» /Z est difféo-
morphe a S'X V/(® . A laide de g l'action de Z peut étre transporté sur R,
Cette action est la méme que I’action du groupe G{P. Il suit que RX V) /Z
est difféomorphe a /), ce qui compléte la démonstration.

Théoréme 4.3. La variété (Hs), S) est sous-variété presque-complexe
fermée de (H®,_,,T,).

2n+2°
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Démonstration. Désignons par Y la sous-variété fermée du R?7+? dé-
finie par Y={x¢R>*?| x3=Xn42=0}. Il est facile de vérifier que Y est une
sous-variété presque-complexe du (R¥+2% J,). En identifiant Y avec R?, lares-
triction de J, sur R?* coincide avec S. D’autre part la restriction de Gg’;)+2 sur
R?" (identifiée avec Y) est exactement GY¥), donc la proposition suit du théo.

réme 2.3.

Théoréme 4.4. Variété de Hopf /1., est une sous-variété presque- complexe
fermée de (H},fH, .7,,).

Démonstration. Considérons R:” comme une sous-varié¢té fermée de
RY+* définie par RI"={x¢R¥"*""/xy=Xn12=Xnj4= X2,44=0}. En suite la dé-
monstration est semblable 2 celle de théoréme 4.3. Il faut encore vérifier que
la restriction du groupe G , sur R?* est exactement le groupe /7 qui donne /,,.

2n+4
Théoreme 4.5. Pour tout point x¢(HS, Jy) il y a un voisinage de x
sur lequel existent des fonctions presque-holomorphe fy, fo, ..., fn—1 pour les-

quelles les différentiels df,, df,, ...,dfr,1 sont linéairement indépendentes.
Démonstration. La démonstration suit du théoréme 2.1 et du propo-
sition 3.3.
Rémarque. De la proposition 4.2 et de la proposition 1.1 il résulte que

la variété S' V¥ posséde une structure presque-complexe non-intégrable J,.

D’autre part S'x< Vi* est une hypersurface de R7, et d’aprés la méthode géné-
rale de Calabi [®] on peut munir cetie hypersurface d’une structure presque-
complexe K. Les structures K et J, sont différents parce que dans le cas
contraire a l'aide d’un théoréme de Calabi ([8, p. 429]) on trouve un contradi-
ction avec le théoréme 4.5.
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